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摘要　 本文基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板理论，应用 Ｒｉｔｚ 法研究带边角裂纹 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的振动特性，分析了不同裂纹参数

如裂纹位置，裂纹长度，裂纹角度对悬臂 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的固有频率和模态的影响．利用 Ｒｉｔｚ 法求解固有频率和模

态函数，本文构造了一个特殊的模态函数，其模态函数由两部分构成，一部分是用梁函数组合法得到的无裂

纹理想完整矩形板的振型，另一部分是利用裂纹尖端奇异性理论，构造描述裂纹附近位移和转角不连续的

角函数．通过高精度的数值计算软件 Ｍａｐｌｅ 得出结果，并与有限元软件 ＡＮＳＹＳ 分析的结果进行对比，验证本

文计算结果的准确性．
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引言

裂纹广泛存在于工程结构中，如果出现裂纹，
结构的阻尼和刚度将会发生改变，从而导致结构的

振动特性发生变化．梁、板元件是工业中应用最广

泛的结构，特别是在航天、航空领域，由于板出现裂

纹经常导致重大安全事故的发生．因此，研究裂纹

对板振动特性的影响有重要的理论意义和广泛的

工程应用前景．
对于含边角穿透裂纹的振动特性研究，Ｙｕａｎ，

Ｄｉｃｋｉｎｓｏｎ［１］应用区域分解法，并在内边界人为地附

加虚拟弹簧，研究了带边角裂纹的四边简支矩形板

的弯曲振动问题．Ｙｕａｎ 和 Ｙｏｕｎｇ［２］也用了区域分解

法研究了完全自由的带边角和内部裂纹环形板的

振动问题．Ｌｉｅｗ［３］ 等人用同样的方法得到了各种边

界条件下裂纹矩形薄板的固有频率．他们将裂纹板

假设成可以用适当方程表达的子区域的组合体，并
得到了裂纹薄板振动问题的特征值方程． Ｌｅｉｓｓａ，
Ｈｕａｎｇ［４，５］假设裂纹板的模态函数由两部分构成，
一个是代数多项式，一个是附加的转角函数，并结

合 Ｒｉｔｚ 法研究了带 Ｖ 型裂纹或边角裂纹矩形的自

由振动．Ｈｕａｎｇ［６，７］用同样的方法研究了四边简支或

悬臂的矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板和功能材料 Ｒｅｄｄｙ 板．本课

题组陈丽华、孙悦［８，９］ 等人研究了带边角裂纹悬臂

矩形薄板的振动特性．在此基础上本文考虑剪切变

形的影响对带边角裂纹悬臂矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的振动

特性进行研究．
本文用梁函数组合法得到理想完整板的模态

函数，这样由完整板的模态函数和角函数组成的特

殊模态函数能更好的描述板的振动特性并且有了

更好的物理意义．最后，本文研究了裂纹长度、裂纹

高度、裂纹角度对 Ｍｉｎｄｌｉｎ 悬臂板振动特性的影响，
并利用 Ａｎｓｙｓ 有限元软件进行验证．

１　 控制方程

基于一阶剪切变形理论，Ｍｉｎｄｌｉｎ 板自由振动

的动力学方程为：
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矩形悬臂板的边界条件为：
固定端：ｙ＝ ０：ｗ＝ ０，φｙ ＝ ０，φｘ ＝ ０ （４ａ）
自由端：ｙ＝ ｂ：Ｍｘ ＝ ０， Ｍｘｙ， Ｑｘ ＝ ０ （４ｂ）
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ｘ＝ ０，ａ：Ｍｙ ＝ ０， Ｍｘｙ， Ｑｙ ＝ ０ （４ｃ）
式中，ｗ 表示板的法向位移；Ｊ ＝ ｈ３ ／ １２；ｈ 为板的厚

度；ρ 为板的质量密度；ｗ 表示中性面上的横向位

移；φｘ 和 φｙ 是中性面法线转过去的角度．这里：
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式中，Ｄ 为板的抗弯刚度，Ｄ ＝ Ｅｈ３ ／ １２（１－ｖ２）；Ｇ 为

剪切模量，Ｇ＝Ｅ ／ （２（１－ｖ））；κτ ＝π２ ／ １２ 为剪切修正

系数；Ｅ，ｖ 分别为材料的弹性模量和 Ｐｏｉｓｓｏｎ 比．

２　 位移函数

裂纹板自由振动解的形式可设为：
ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Ｗ（ｘ，ｙ）φ（ ｔ） （６ａ）
φｘ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Φｘ（ｘ，ｙ）φ（ ｔ） （６ｂ）
φｙ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Φｙ（ｘ，ｙ）φ（ ｔ） （６ｃ）

Ｗ（ｘ，ｙ），φｘ（ｘ，ｙ）和 φｙ（ｘ，ｙ）为裂纹板的振型函数．
本文采用双向梁函数组合的级数形式来逼近

完整板振动的真实振型．对于完整矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板

的振型可以设为：

Ｗ（ｘ，ｙ） ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
ＡｉｊＸ ｉ（ｘ）Ｙ ｊ（ｙ） （７ａ）
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ｉ
∑

ｊ
Ｂ ｉｊΦｉ（ｘ）Ｙ ｊ（ｙ） （７ｂ）
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ｉ
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ｊ
Ｃ ｉｊＸ ｉ（ｘ）Φ ｊ（ｙ） （７ｃ）

其中 Ｘ ｉ（ｘ），Ｙｉ（ｙ）分别为板 ｘ，ｙ 方向与边界条件相

对应的梁位移函数，Φｉ（ｘ），Φ ｊ（ｙ）分别为与板 ｘ，ｙ
边界条件相应之梁转角函数，Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ为待定的振

型系数．
下面根据梁函数组合法来求完整板的模态函

数．
如图 １， ｘ 方向（自由⁃自由）的各阶梁函数为：
Ｘ１ ＝ １ （８ａ）

Ｘ２ ＝ ３ （１－２ｘ ／ ａ） （８ｂ）
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式中，ｋｉ 是与梁频率有关的系数，ｋｉ
４ ＝ω２ ρＡ

ＥＪ
，αｒ 为

梁函数系数，此处 αｉ ＝
ｃｈｋｉａ－ｃｏｓｋｉａ
ｓｈｋｉａ－ｓｉｎｋｉａ

（ ｉ＝ ３，４，５，…） ．

在 ｙ 方向（固定⁃自由）的各阶梁函数为：
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ｋ ｊｙ
ｌ
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ｌ
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此处 β ｊ ＝
ｃｈｋ ｊ ｌ＋ｃｏｓｋ ｊ ｌ
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由文献 ［１０］可以得出转角函数：
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Ｘ ｉ‴＋（

ｋτρ
Ｇ
ω２＋ Ｇｈ

ｋτＤ
）Ｘ ｉ′

ρＪ
Ｄ
ω２－ Ｇｈ

ｋτＤ

（１０ａ）
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ｋτＤ

）Ｙ ｊ′

ρＪ
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（１０ｂ）

Ｘ ｉ‴表示 Ｘ ｉ（ｘ）对 ｘ 的三阶偏导，Ｙ ｊ‴表示 Ｙ ｊ（ｙ）对 ｙ
的三阶偏导．

图 １　 矩形板的尺寸以及（ ｒ，θ）坐标

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｏｆ ａ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｄｅ⁃ｃｒａｃｋ

将式（ ８ａ ～ ８ｃ） 和 （ ９） 分别代入式 （ １０ａ） 和

（１０ｂ）中便可得到转角的 Φｉ（ｘ），Φ ｊ（ ｙ）的振型函

数，再代入到（７ａ ～ ７ｃ）便可以得到完整矩形 Ｍｉｎｄ⁃
ｌｉｎ 板的振型函数．

考虑到带边角裂纹矩形板的振动，只用式（７ａ
～７ｃ）来描述其振型函数显然是不合理的，因为不

满足裂纹处位移和转角不连续的条件，因此需要在

完整板的基础上附加上一个角函数来描述裂纹附

近的性质．针对裂纹板，其振型函数由两部分构成，
一部分是用梁函数组合法得到的理想完整板Ｍｉｎｄ⁃

２４
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ｌｉｎ 板的振型，另一部分是利用裂纹的尖端奇异性

理论来构造描述裂纹附近位移和转角的角函数，即
运用半角三角函数的性质，在裂纹两边构造挠度和

转角不连续性质的表达式．所以带裂纹矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ
板的振型函数可设为：

Ｗ ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
ＡｉｊＸ ｉ（ｘ）Ｙ ｊ（ｙ） ＋ ψ １ｃ（ ｒ，θ） （１１ａ）

Φｘ ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
Ｂ ｉｊΦｉ（ｘ）Ｙ ｊ（ｙ） ＋ ψ ２ｃ（ ｒ，θ） （１１ｂ）

Φｙ ＝ ∑
ｉ
∑

ｊ
Ｃ ｉｊＸ ｉ（ｘ）Φ ｊ（ｙ） ＋ ψ ３ｃ（ ｒ，θ） （１１ｃ）

式中 ψｋｃ（ ｒ，θ）（ｋ＝ １，２，３）为描述裂纹的角函数．
附加描述裂纹性质的角函数可设为：

ψ ｋｃ（ ｒ，θ） ＝ ｇｋ（ｘ，ｙ）
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　 　 （ ｌ ＝ ０，１，２，…，ｎ；ｎ ＝ １，２，３，…） （１２）
这里 ｋ＝ １，２，３，Ｄ（ｋ）

ｎｌ ，Ｅ（ｋ）
ｎｌ 是待求的振型系数，ｒ

是板上任意一点到裂纹尖端的距离，θ 是板上任意一

点和裂纹尖端连线与裂纹的夹角（图 １） ．由于角函数

表达式中含有的独立变量 ｒ 和 θ，需要与完整板中采

用的直角坐标系统一，还要进行坐标变换．需要注意

的是，随着坐标的变化，角坐标 θ 与直角坐标 ｘ，ｙ 的

关系式在板的不同区域内是不同的，如图 １ 所示，在
坐标变换过程中需要将板分成四个区域．

（ｒ，θ）坐标的原点选在裂纹尖端 Ｐ 处，且有－π
≤θ≤π．θ 在裂纹两边分别为－π 和 π，利用三角函

数 ｓｉｎθ 在－π
２
和

π
２
处不连续的性质来描述裂纹两

边位移不连续的现象，而利用三角函数 ｃｏｓθ 求一

阶导数以后在－π
２
和

π
２
处不连续性质来描述转角不

连续的现象．如图 １ 所示，在裂纹板的 ４ 个区域内，
有相同的极半径 ｒ 表达式：

ｒ＝ （ｘ－ｘ０） ２＋（ｙ－ｙ０） ２ （１３）
但是 θ 的表达式在各个区域的形式有所不同，

具体表达式如下：

区域 １ 和 ２： ａｒｃｔａｎ
ｙ－ｙ０

ｘ－ｘ０
－α

区域 ３： ａｒｃｔａｎ
ｙ－ｙ０

ｘ－ｘ０
＋π－α

区域 ４： ａｒｃｔａｎ
ｙ－ｙ０

ｘ－ｘ０
－π－α

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１４）

式中，ｘ０ ＝ ａ－ｄｃｏｓα，ｙ０ ＝ ｃ－ｄｓｉｎα，如图 １ 所示，α 是

裂纹顺时针方向与水平线的夹角，ａ、ｂ 分别是矩形

板的长和宽，ｃ、ｄ 分别是裂纹的高度和长度．
将式（１３）中 ｒ 的表达式和（１４）中不同区域的

θ 表达式代入（１２）中就得到了直角坐标下的角函

数表达式．
在（１２）式中 ｇｋ（ｘ，ｙ）是满足各种几何边界条

件的简单函数．对于 ｙ＝ ０ 处固支的悬臂板其表达式

可表示为：
ｇｋ（ｘ，ｙ）＝ ｙ　 （ｋ＝ １，２，３） （１５）

３　 Ｒｉｔｚ 法

本文研究的是带裂纹矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板，如图 １
所示．基于 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板理论，用 Ｒｉｔｚ 法可以求出裂纹

板的固有频率．在 Ｒｉｔｚ 法中，带裂纹矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板

的最大势能（Ｕｍａｘ）和最大动能（Ｔｍａｘ）分别为：

Ｕｍａｘ ＝ ∬
Ａ

{ Ｄ
２
（Φ２

ｘ，ｘ ＋ Φ２
ｙ，ｙ ＋ ２ｖΦｘ，ｙΦｙ，ｘ ＋

　 １ － ｖ
２

（Φｘ，ｙ ＋ Φｙ，ｘ）２） ＋
κτＧｈ
２

［（Φｘ ＋ Ｗ，ｘ）２ ＋

　 （Φｙ ＋ Ｗ，ｙ） ２］ } ｄＡ （１６ａ）

Ｔｍａｘ ＝
ω ２

２ ∬Ａ ρｈＷ２ ＋ ρｈ３

１２
（Φ２

ｘ ＋ Φ２
ｙ）{ } ｄＡ

（１６ｂ）
式中，ω 是带裂纹矩形 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的固有频率；Ｗ，
Φｘ 和 Φｙ 分别是式（１１ａ～１１ｃ）中的模态函数；这些

函数下标里逗号后面的变量表示函数对相应变量

的偏导．通过求能量方程：
∏＝Ｖｍａｘ－Ｔｍａｘ （１７）

的极小值可以求得板的振动频率．将裂纹板的模态

函数（１１ａ～１１ｃ）代入式（１６ａ）和（１６ｂ）中，其中 Ａｉｊ，
Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ，Ｄ（ｋ）

ｎｌ 和 Ｅ（ｋ）
ｎｌ 是待定系数，也相当于独立的广

义坐标，于是，方程（１７）可以简化为多元函数的极

值条件：Ｕｍａｘ －Ｔｍａｘ 对待定系数 Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ，Ｄ（ｋ）
ｎｌ 和

Ｅ（ｋ）
ｎｌ 中任意一个的偏导数均为零，即：

∂Ｕｍａｘ

∂Ａｍｎ
－
∂Ｔｍａｘ

∂Ａｍｎ
＝ ０　 （Ａｍｎ ＝Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｃ ｉｊ，Ｂ（ｋ）

ｎｌ ，Ｃ（ｋ）
ｎｌ ）

（１８）
经过计算，便可得到 ３ｉｊ＋３Ｎ（Ｎ＋３）个关于 Ａｍｎ，

Ｂｍｎ，Ｃｍｎ，Ｄ（ｋ）
ｎｌ ，Ｅ（ｋ）

ｎｌ ， 这些系数的线性代数方程式，
令方程组的系数行列式为零，解这个方程可得到固

有频率 ω，将求出的各阶 ω 的值代入线性方程组中

３４



动　 力　 学　 与　 控　 制　 学　 报 ２０１８ 年第 １６ 卷

求出系数，便得到各阶频率相对应的模态函数．本
文计算悬臂 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的固有频率和模态时分别取

（ ｉ＝ ４，ｊ＝ ８，Ｎ＝ ３）得到一个 １４２ 阶的矩阵．

４　 结果分析

４．１　 带裂纹悬臂 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的频率分析

图表中给出了带边角裂纹 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的前三阶

无量纲频率 ωａ２ ρｈ ／ Ｄ ．板的长宽比为 ｂ ／ ａ ＝ ２；厚
度和宽度的比为：ｈ ／ ａ＝ ０．０３；裂纹的角度 α ＝ １５°或
α＝ －１５°．

（１）裂纹长度对悬臂 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板频率的影响

表 １ 考察相同裂纹角度和裂纹位置下不同裂

纹长度对板固有频率的影响．裂纹位置 ｃ ／ ｂ ＝ １ ／ ２；
裂纹的角度 α＝ １５°或 α＝ －１５°；裂纹长度的变化为

ｄ ／ ａ＝ ０．１，０．２，０．３，…，０．６．
表 １　 不同裂纹长度悬臂板的频率参数 ωａ２ ρｈ ／ Ｄ

Ｔａｂｌｅ １　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ωａ２ ρｈ ／ Ｄ ｏｆ

ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈｓ

Ｍｏｄｅ
α ｃ ／ ｂ ｄ ／ ａ １ ２ ３

１５° ０．５ ０ ３．４４７ １４．６４１ ２１．１６６
０．１ ３．４３６ １４．５０８ ２１．００７
０．２ ３．４０２ １４．２７１ ２０．６６４
０．３ ３．３７４ １３．８９１ ２０．１８５
０．４ ３．３２０ １３．３４０ １９．５９０
０．５ ３．２０４ １２．６８４ １８．９３４
０．６ ３．１２８ １１．９６４ １８．２８３

－１５° ０．５ ０．１ ３．４３６ １４．６２９ ２０．１２４
０．２ ３．３９９ １４．４１２ ２０．０５４
０．３ ３．３８１ １４．０３５ １９．６７３
０．４ ３．３４９ １３．５１５ １９．０１７
０．５ ３．３０７ １２．９３１ １８．２１２
０．６ ３．２５０ １２．３１２ １７．３７４

在裂纹角度和位置相同的情况下，改变裂纹的

长度对固有频率有一定的影响，从表 １ 可以看出，
不论对于第几阶固有频率，均是裂纹长度越长，板
固有频率就越小，这是由于局部刚度减小的原因造

成的．当裂纹长度大于或等于板的宽度的一半时，
固有频率减小得更快．

（２）裂纹位置对悬臂 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板频率的影响

图 ２ 考查了相同裂纹角度和裂纹长度下不同

裂纹位置对板的前三阶固有频率的影响，裂纹位置

的变化为 ｃ ／ ｂ＝ ０．１，０．１５，０．２，０．２５，０．３，…，０．７５．
在裂纹长度和角度相同的情况下，改变裂纹的

位置对固有频率也有一定的影响，从图 ２ 可以得

出：当 α±１５°时，随着裂纹位置由固定端向自由端

移动，裂纹板的第一阶固有频率逐渐增大，第二阶

固有频率先减小后增大，即当裂纹处在板中间位置

时对固有频率的减小比在两端时有更显著的影响．
在 α 为 １５°时，对于第三阶固有频率，由于第三阶

振动模态有两条节线，所以固有频率的变化趋势是

先增大后减小再增大，在越靠近节线位置附近频率

减小的越显著．当 α 为－１５°时，固有频率的趋势是

先减小后增大．

图 ２　 ｄ ／ ａ＝ ０．４ 时不同裂纹位置悬臂板的前三阶频率参数

Ｆｉｇ． ２　 Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ωａ２ ρｈ ／ Ｄ ｏｆ

ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒａｃｋ ｌｏｃａｔｉｏｎｓ （ｄ ／ ａ＝ ０．４）

（３） 裂纹角度对悬臂 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板频率的影响

图 ３（ａ） ～３（ｃ）考查了相同裂纹位置和裂纹长

度下不同裂纹角度对板的前三阶固有频率的影响，
横坐标的单位为（°） ．

在裂纹长度和位置相同的情况下，改变裂纹的

角度对固有频率有一定的影响，当裂纹角度与 ｘ 轴

的夹角从正方向增大时，第一阶固有频率逐渐减

小，第二阶和第三阶固有频率均是一直呈增大的趋

势；当裂纹角度与 ｘ 轴的夹角从负方向增大时，前
两阶阶固有频率均呈现增大的趋势，第三阶固有频

率先减小后增大．

４４
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图 ３　 ｄ ／ ａ＝ ０．４，ｃ ／ ｂ＝ ０．５ 时 α 不同裂纹角度的前三阶频率参数

Ｆｉｇ． ３　 Ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ωａ２ ρｈ ／ Ｄ ｏｆ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒａｃｋ ａｎｇｌｅｓ ａｔ ｃｒａｃｋ ａｎｇｌｅｓ ａｔ ｄ ／ ａ＝ ０．４ ａｎｄ ｃ ／ ｂ＝ ０．５

４．２　 带裂纹悬臂 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板的模态分析

得到各阶固有频率之后，本文计算了前三阶的

振型，针对 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板分别给出了挠度 Ｗ 和转角

Φｘ、Φｙ 的模态图．

图 ４　 裂纹板在 ｄ ／ ａ＝ ０．４，ｃ ／ ｂ＝ ０．５，α＝ １５°时

有关 Ｗ 的前三阶模态函数图

Ｆｉｇ． ４　 Ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｗ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｌａｔｅ ａｔ

ｄ ／ ａ＝ ０．４，ｃ ／ ｂ＝ ０．５，α＝ １５°

图 ５　 裂纹板在 ｄ ／ ａ＝ ０．４，ｃ ／ ｂ＝ ０．５，α＝ １５°时

有关 Φｘ 的前三阶模态函数图

Ｆｉｇ． ５　 Ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ Φｘ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｌａｔｅ ａｔ

ｄ ／ ａ＝ ０．４，ｃ ／ ｂ＝ ０．５，α＝ １５°

图 ６　 裂纹板在 ｄ ／ ａ＝ ０．４，ｃ ／ ｂ＝ ０．５，α＝ １５°时

有关 Φｙ 的前三阶模态函数图

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ Φｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ ｐｌａｔｅ ａｔ

ｄ ／ ａ＝ ０．４，ｃ ／ ｂ＝ ０．５，α＝ １５°

从图 ４～６ 中裂纹板的模态函数图可以看出，
裂纹的存在使得各阶的模态函数图中出现了位移

和转角不连续的现象．

５　 有限元仿真

本文应用 Ａｎｓｙｓ 有限元分析软件进行建模和

求解，由于本文研究的是悬臂裂纹 Ｍｉｎｄｌｉｎ 板，因此

选取壳单元进行建模．图 ７ 为 Ａｎｓｙｓ 中截取的一张

有限元模型图．

图 ７　 Ａｎｓｙｓ 中裂纹板模型图以及局部放大图

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ＦＥ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｐｌａｔｅ ａｎｄ ｉｔｓ ｐａｒｔｉａｌ ｅｎｌａｒｇｅｄ ｄｅｔａｉｌ

ｉｎ ＡＮＳＹＳ

有限元中材料和尺寸比例与前面的理论计算

保持一致．其中计算结果与理论计算结果对比和误

差分析如表 ２ 和表 ３．表 ２ 对不同裂纹长度下仿真

与理论计算的结果进行对比．表 ３ 对不同裂纹位置

下仿真与理论计算的结果进行对比．
图 ８ 为 Ａｎｓｙｓ 有限元仿真得到的裂纹板前三

阶模态函数图．
将图 ８ 与上一节理论计算中的图 ４ 对比可以

看出，同样的裂纹参数下，其振动的模态函数图形

式是一致的，可以验证理论计算求解模态函数的正

确性．
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表 ２　 不同裂纹长度悬臂板的前三阶频率参数 ωａ２ ρｈ ／ Ｄ（ｃ ／ ｂ＝ ０．５，α＝ １５°）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ωａ２ ρｈ／ Ｄ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒａｃｋ ｌｅｎｇｔｈｓ （ｃ ／ ｂ＝０．５，α＝１５°）

ｄ ／ ａ
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ Ａｎｓｙｓ Ｅｒｒｏｒ

１ ２ ３ １ ２ ３ １ ２ ３
０ ３．４４７ １４．６４１ ２１．１６６ ３．４４２ １４．７１１ ２１．３７３ ０．１５％ ０．４８％ ０．９７％
０．１ ３．４３６ １４．５０８ ２１．００７ ３．４３１ １４．６１５ ２１．２６５ ０．１５％ ０．７３％ １．２１％
０．２ ３．４０２ １４．２７１ ２０．６６４ ３．４１０ １４．３５５ ２０．８６８ ０．２３％ ０．５９％ ０．９８％
０．３ ３．３７４ １３．８９１ ２０．１８５ ３．３７１ １３．９０６ ２０．２９５ ０．０９％ ０．１１％ ０．５４％
０．４ ３．３２０ １３．３４０ １９．５９０ ３．３１０ １３．２８ １９．５９８ ０．３０％ ０．４５％ ０．０４％
０．５ ３．２０４ １２．６８４ １８．９３４ ３．２２１ １２．４９２ １８．８３７ ０．５３％ １．５４％ ０．５１％
０．６ ３．１２８ １１．９６４ １８．２８３ ３．０９８ １１．５７９ １８．０８７ ０．９７％ ３．３２％ １．０８％

表 ３　 不同裂纹位置悬臂板的前三阶频率参数 ωａ２ ρｈ ／ Ｄ（ｄ ／ ａ＝ ０．４，α＝ １５°）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ωａ２ ρｈ／ Ｄ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｒａｃｋ ｌｏｃａｔｉｏｎ （ｄ／ ａ＝０．４，α＝１５°）

ｃ
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ Ａｎｓｙｓ Ｅｒｒｏｒ

１ ２ ３ １ ２ ３ １ ２ ３
Ｉｎｔａｃｔ ｐｌａｔｅ ３．４４７ １４．６４ ２１．１６ ３．４４２ １４．７１ ２１．３７ ０．１５％ ０．４８％ ０．９７％

０．１５ｂ ３．１５１ １３．６８ ２０．４２ ３．０３３ １２．９５ ２０．３０ ３．８９％ ５．６４％ ０．５９％
０．２０ｂ ３．１５３ １３．５３ ２０．８０ ３．０５８ １２．９３ ２０．６４ ３．１１％ ４．６４％ ０．７８％
０．２５ｂ ３．１８１ １３．３４ ２１．０４ ３．１０１ １２．９ ２０．８３ ２．５８％ ３．４１％ １．０１％
０．３０ｂ ３．２０８ １３．１９ ２１．００ ３．１４７ １２．９１ ２０．８１ １．９４％ ２．１７％ ０．９１％
０．３５ｂ ３．２４７ １３．１４ ２０．８３ ３．１９３ １２．９６ ２０．５９ １．６９％ １．３９％ １．１７％
０．４０ｂ ３．２８５ １３．１７ ２０．５１ ３．２３６ １３．０４ ２０．２６ １．５１％ １．００％ １．２３％
０．４５ｂ ３．３２０ １３．２３ ２０．０６ ３．２７５ １３．１５ １９．９０ １．３７％ ０．６１％ ０．８０％
０．５０ｂ ３．３４５ １３．３４ １９．５９ ３．３１ １３．２８ １９．６０ １．０６％ ０．４５％ ０．０５％
０．５５ｂ ３．３６０ １３．４７ １９．３０ ３．３４１ １３．４３ １９．４０ ０．５７％ ０．３０％ ０．５２％
０．６０ｂ ３．３７５ １３．６１ １９．１５ ３．３６７ １３．５９ １９．３４ ０．２４％ ０．１５％ ０．９８％
０．６５ｂ ３．３９２ １３．６７ １９．１２ ３．３８８ １３．７６ １９．４１ ０．１２％ ０．６５％ １．４９％
０．７０ｂ ３．４００ １３．９４ １９．１７ ３．４０４ １３．９３ １９．６２ ０．１２％ ０．０７％ ２．２９％
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图 ８　 时有限元仿真的前三阶模态函数图

Ｆｉｇ． ８　 Ｆｉｒｓｔ ｔｈｒｅｅ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｃｒａｃｋ ｐｌａｔｅ ａｔ ｉｎ ＡＮＳＹＳ

　 　 将仿真的数据与理论计算结果进行对比，发现

当裂纹参数变化时，两种结果均呈现了相同的变化

规律，并且有限元仿真与理论结果的误差可以控制

在一定的范围内．通过验证可以说明理论推导的正

确性．

６　 结论

本文利用 Ｒｉｔｚ 法求得了带边角裂纹悬臂板的

固有频率和模态函数，进而研究了不同裂纹参数对

板固有频率的影响．并应用 Ａｎｓｙｓ 有限元分析软件

进行验证．通过本文的研究发现：
（１）本文推导的附加角函数的模态函数可以

表示裂纹处位移及转角的不连续性．
（２）通过对本文理论分析得到的固有频率和

模态与有限元软件 Ａｎｓｙｓ 得到的结果进行对比验

证了本文理论推导和计算的正确性．
（３）通过分析裂纹参数对固有频率的影响表

明：①裂纹的存在使得局部刚度减小，不论对于第

几阶固有频率，均是裂纹长度越长，板固有频率就

越小．②裂纹靠近节线位置时频率减小的越显著．
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③随着角度从负向正增大时，第一阶固有频率逐渐

减小，第二阶和第三阶固有频率均先减小后增大．
本文对裂纹板的研究在损伤探测方面具有重

要的应用价值，可利用本文的研究成果来探测裂纹

的位置和长度，并且为以后裂纹板的非线性振动研

究奠定了理论基础．

参　 考　 文　 献

１ Ｙｕａｎ Ｊ， Ｄｉｃｋｉｎｓｏｎ Ｓ Ｍ． Ｔｈｅ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｒｅｃｔａｎ⁃

ｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ａｐｐｒｏａｃｈｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａｒｔｉfiｃｉａｌ ｓｐｒｉｎｇｓ

ｉｎ ｔｈｅ Ｒａｙｌｅｉｇｈ⁃Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａ⁃

ｔｉｏｎ， １９９２，１５９：３９～５５

２ Ｙｕａｎ Ｊ， Ｙｏｕｎｇ Ｐ Ｇ， Ｄｉｃｋｉｎｓｏｎ Ｓ Ｍ． Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｏｆ ｃｉｒｃｕｌａｒ ａｎｄ ａｎｎｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｒａｄｉａｌ ｏｒ ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎ⁃

ｔｉａｌ ｃｒａｃｋｓ． Ｃｏｍｐｕｔｅｒ ＆ Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ， １９９４，５３：３２７～３４

３ Ｌｉｅｗ Ｋ Ｍ， Ｈｕｎｇ Ｋ Ｃ， Ｌｉｍ Ｍ Ｋ． Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ａ⁃

ｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｃｒａｃｋｅｄ ｐｌａｔｅｓ ｕｎｄｅｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ． Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

Ｆｒａｃｔｕｒｅ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， １９９４，４８：３９３～４０４

４ Ｈｕａｎｇ Ｃ Ｓ， Ｌｅｉｓｓａ Ａ Ｗ， Ｌｉａｏ Ｓ Ｃ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｅｄｇｅ Ｖ⁃ｎｏｔｃｈｅｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ， ２００８，５０：１２５５～１２６２

５ Ｈｕａｎｇ Ｃ Ｓ， Ｌｅｉｓｓａ Ａ Ｗ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ

ｐｌａｔｅｓ ｗｉｔｈ ｓｉｄｅ ｃｒａｃｋｓ ｖｉａ ｔｈｅ Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２００９，３２３：９７４～９８８

６ Ｈｕａｎｇ Ｃ Ｓ， Ｌｅｉｓｓａ Ａ Ｗ， Ｌｉ Ｒ Ｓ． Ａｃｃｕｒａｔｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ

ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｔｈｉｃｋ， ｃｒａｃｋｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２０１１，３３０：２０７９～２０９３

７ Ｈｕａｎｇ Ｃ Ｓ， ＭｃＧｅｅ Ｏ Ｇ， Ｃｈａｎｇ Ｍ Ｊ． Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ

ｃｒａｃｋｅｄ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ＦＧＭ ｔｈｉｃｋ ｐｌａｔｅｓ． Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｔｒｕｃ⁃

ｔｕｒｅｓ ２０１１，９３：１７４７～１７６４

８ 陈丽华，孙玥，张伟． 三阶剪切变形板的振动特性研

究． 动力学与控制学报， ２０１３，１１ （Ｃｈｅｎ Ｌ Ｈ Ｓｕｎ Ｙ，

Ｚｈａｎｇ Ｗ． Ｔｈｅ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ ｏｆ ｐｌａｔｅ

ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｏｒｄｅｒ ｓｈｅａｒ ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｔｈｅｏｒｙ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１３，１１ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９ 陈丽华，孙玥，张伟． 带边角裂纹悬臂矩形板的振动特

性研究． 力学与工程应用， ２０１２，１４：７７～８０ （Ｃｈｅｎ Ｌ Ｈ，

Ｓｕｎ Ｙ， Ｚｈａｎｇ Ｗ． Ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｃａｎ⁃

ｔｉｌｅｖｅｒ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ｓｉｄｅ ｃｒａｃｋ ． Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｏｆ

ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１２，１４：７７ ～ ８０ （ ｉｎ Ｃｈｉ⁃

ｎｅｓｅ））

１０　 曹志远，杨昇田． 厚板动力学理论及其应用． 北京：国

防工业出版社，１９８３：５７～８５ （Ｃａｏ Ｚ Ｙ，Ｙａｎｇ Ｓ Ｔ． Ｔｈｉｃｋ

ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ ｉｔｓ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ． Ｂｅｉｊｎｇ： Ｇｅｏｌｏｇｉｃａｌ Ｐｕｂ⁃

ｌｉｓｈｉｎｇ Ｈｏｕｓｅ， １９８３：５７～８５ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ９ Ｊｕｎｅ ２０１５，ｒｅｖｉｓｅｄ ２６ Ｊｕｎｅ ２０１５．
∗Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ（１１１７２０１１） ．
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｃｈｅｎｌｉｈｕａ＠ ｂｉｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ

ＳＴＵＤＹ ＯＮ ＶＩＢＲＡＴＩＯＮ ＣＨＡＲＡＣＴＥＲＩＳＴＩＣＳ ＯＦ

ＣＡＮＴＩＬＥＶＥＲＥＤ ＭＩＮＤＬＩＮ ＰＬＡＴＥ ＷＩＴＨ ＳＩＤＥ ＣＲＡＣＫ∗

Ｃｈｅｎ Ｌｉｈｕａ† 　 Ｘｕｅ Ｊｉａｎ　 Ｚｈａｎｇ Ｗｅｉ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ ｏｆ Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １００１２４， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｅｘａｍｉｎｅｓ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｎｄ ｍｏｄｅｓ ｏｆ ｃｒａｃｋｅｄ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈ⁃
ｏｄ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅ ｔｈｅｏｒｙ． Ｔｈｅ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅ ｗｉｔｈ ａ ｓｉｄｅ ｃｒａｃｋ
ａｒｅ ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｓｉｄｅ ｃｒａｃｋ ｏｎ ｔｈｅ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ａｎｄ ｍｏｄａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅ ｉｓ
ａｌｓｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ａｎａｌｙｓｉｓ， ａ ｓｐｅｃｉａｌ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｍｐｏｓｅｄ ｏｆ ｔｗｏ ｐａｒｔｓ ｉｓ ｅｍｐｌｏｙｅｄ， ｗｈｅｒｅ ｏｎｅ
ｐａｒｔ ｉｓ ｔｈｅ ｉｄｅａｌ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ｏｆ ｉｎｔａｃｔ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｏｔｈｅｒ ｐａｒｔ
ｉｓ ｔｈｅ ｃｏｒｎｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｗｈｉｃｈ ｕｓｅｓ ｔｈｅ ｖｅｒｔｅｘ ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ ｔｈｅｏｒｙ ｔｏ ｃｏｎｓｔｒｕｃｔ ｔｈｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ｏｆ ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｒｏｔａｔｉｏｎ
ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ ａｌｏｎｇ ｔｈｅ ｃｒａｃｋ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ Ｍｉｎｄｌｉｎ ｔｈｅｏｒｙ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ａ ｈｉｇｈ－ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｆｔｗａｒｅ ｏｆ
Ｍａｐｌｅ ｉｓ ｔｈｅｎ ｃｏｍｐａｒｅｄ ａｎｄ ｖｅｒｉｆｉｅｄ ａｇａｉｎｓｔ ｔｈｅ ｄａｔａ ｆｒｏｍ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｂｙ ＡＮＳＹＳ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 Ｍｉｎｄｌｉｎ ｐｌａｔｅ，　 ｓｉｄｅ ｃｒａｃｋ，　 ｍｏｄａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ，　 ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ，　 Ｒｉｔｚ ｍｅｔｈｏｄ

７４


