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摘要　 平动点是圆型限制性三体问题中的五个平衡解，其附近存在着大量的周期轨道，研究这些周期轨道

的构建方法在深空探测中具有重要的理论及工程意义．本文从模态运动的角度出发，分析三角平动点附近周

期轨道，通过多项式展开法构建出主坐标下周期轨道三个运动方向之间的渐近关系，从新的角度分析了系

统的动力学特性和三维周期运动三个方向内在关联以及物理规律．同时可以为设计真实力学模型下的飞行

器轨道提供借鉴．文中提出的方法可以被拓展至椭圆型限制性三体问题的三维周期轨道构建或共线平动点

附近的轨道构建中．
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引言

对于三体问题的研究已经进行几百年，最早可

以追述到 Ｎｅｗｔｏｎ 于 １６８７ 年发表的 Ｐｒｉｎｃｉｐｉａ 中．平
动点是圆型限制性三体问题中的五个平衡解，包括

３ 个共线平动点 Ｌ１、Ｌ２、Ｌ３ 以及 ２ 个三角平动点 Ｌ４、
Ｌ５ ．其中，三角平动点具有“中心×中心”的动力学特

性，其附近存在着大量的周期轨道，可以被用于构

建空间中转站，编队导航等［１－４］ ．研究这些轨道在深

空探测中具有理论价值及工程意义．
为了更加有效地利用三角平动点的动力学特

性，在其邻近定点小型探测器，需要在真实力学模

型下构造一个稳定的目标轨道，减少探测器在工作

过程中的轨道保持需求．显然，以圆型限制性三体

问题模型下的线性解提供构造目标轨道的初值选

择是不理想的，应用此初值会引起解在积分过程中

发散，从而无法保持轨道的周期性，这就需要我们

给出更高阶的解．在高阶解的研究中，已有学者对

此进行了大量的研究．Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ［５］ 应用 Ｌｉｎｄｓｔｅｄｔ⁃
Ｐｏｉｎｃａｒé（Ｌ⁃Ｐ）法给出了圆型限制性三体问题共线

平动点附近 Ｈａｌｏ 周期轨道的三阶解析解．Ｅｒｄｉ［６］和

Ｚａｇｏｕｒａｓ［７］基于小参数展开法分别推导了三角平动

点附近周期轨道的三阶和四阶解析解．这为动平衡

点附近轨道的分析和研究奠定了基础．近期，Ｌｅｉ 和
Ｘｕ［８，９］则通过 Ｌ⁃Ｐ 法构建了三角平动点附近周期

轨道的任意阶解析解．但是，这些传统摄动方法主

要着重于修正线性条件下的振幅与频率，使其更加

接近非线性条件下的真实运动，但是却很少关注运

动中各维度之间的联系以及它们分别对系统非线

性动力学特性的贡献．
在振动理论最新的进展中，由 Ｓｈａｗ 等［１０－１２］ 基

于模态分析的思想提出了一种基于多项式展开理

论的求解方法，为周期轨道求解问题提供了新的思

想．这种多项式展开方法定义了一种不变的相空间

关系［１３］，从而得到两自由度之间的多项式关系．能
为数值求解真实力学模型下的周期轨道提供满足

物理规律的约束条件［１４］ ．我们之前有过关于三角

平动点附近周期轨道的工作，那主要是考虑了 ｘ⁃ｙ
平面内长周期或短周期的展开式，并未考虑 ｚ 轴方

向的运动［１５］ ．本文则是采用多项式展开的方法求

解运动方程，得到圆型限制性三体问题三角平动点

附近周期轨道三个维度之间的运动关系．
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文中所提出的采用多项式展开方法得到的运

动关系可以清晰地反映圆型限制性三体问题模型

中三角平动点附近周期轨道三个自由度之间的关

系，为分析其轨道动力学特性提供理论依据，并且

可以为数值迭代求解周期轨道提供约束关系，为设

计真实力学模型下的飞行器轨道提供借鉴．

１　 基本动力学模型

在圆型限制性三体问题中，一个质量相对无限

小的第三体在两个围绕其公共质心做圆周运动的

主天体的引力作用下做运动．
假设质量较大的主天体 Ｐ１ 质量为 ｍ１，质量较

小的主天体 Ｐ２ 质量为 ｍ２ ．两个主天体绕其共同的

质心 Ｃ 做匀速圆周运动．选取质心会合坐标系进行

问题的研究，记为 Ｃ⁃ＸＹＺ．其原点为 Ｃ，Ｘ⁃Ｙ 平面为

两个主天体相对运动平面，Ｘ 轴由主天体 Ｐ１ 指向

主天体 Ｐ２，Ｚ 轴垂直于 Ｘ⁃Ｙ 平面．如图 １ 所示．

图 １　 坐标系示意图

Ｆｉｇ．１　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｆｏｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍｓ

为了计算方便，通常将运动方程无量纲化，取
两个主天体质量之和为质量量纲，两个主天体间的

距离为长度量纲，即定义 μ ＝ｍ２ ／ （ｍ１ ＋ｍ２）为质量

参数．则主天体 Ｐ１ 质量表示为 １－μ，坐标为（－μ，０，
０） ．主天体 Ｐ２ 质量为表示 μ，坐标为（１－μ，０，０） ．小
天体在此会合坐标系中的运动方程为：

Ｘ̈－２Ｙ̇＝∂Ω
∂Ｘ

Ｙ̈＋２Ｘ̇＝∂Ω
∂Ｙ

Ｚ̈＝∂Ω
∂Ｚ
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（１）

式中 Ω 为系统中的拟势能函数，表示为［１６］：

Ω＝ １
２
（Ｘ２＋Ｙ２）＋１

－μ
Ｒ１

＋ μ
Ｒ２

＋ １
２
μ（１－μ） （２）

其中，Ｒ１ 与 Ｒ２ 分别代表小天体到主天体 Ｐ１ 与 Ｐ２

的距离．

Ｒ１ ＝ （Ｘ＋μ） ２＋Ｙ２＋Ｚ２ （３）

Ｒ２ ＝ （Ｘ－１＋μ） ２＋Ｙ２＋Ｚ２ （４）

２　 三角平动点附近的运动方程展开

为了更方便地描述三角平动点附近的运动，将
坐标系原点移动到三角平动点．本文以 Ｌ４ 点为例，
将坐标系原点移动到 Ｌ４ 点，新的坐标系的坐标轴

与原坐标系的坐标轴平行，如图 １ 所示．在此坐标

系下将原运动方程（１）按 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 展开，可以表示

为［１７］：

ｘ̈ － ２ｙ̇ － ３
４
ｘ － ３ ３

２
（ １
２

－ μ）ｙ
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（５）
式中， Ｐｎ 为 ｎ 阶 的 Ｌｅｇｅｎｄｒｅ 多 项 式， 且 ρ ＝

ｘ２＋ｙ２＋ｚ２ ．
虽然可以在 Ｌ４⁃ｘｙｚ 坐标系中直接求解运动方

程的解析解，了解三角平动点附近的运动特征，然
而相应的几何特征在该坐标系中并不十分明显，这
是由于式（５）的等号左边存在 ｘ⁃ｙ 平面的线性耦合

项，不利于计算，所以为了更清晰地体现三角平动

点附近运动的几何特征，我们选择将原 Ｌ４⁃ｘｙｚ 坐标

系在 ｘ⁃ｙ 平面内绕 ｚ 轴旋转 θ 角，得到一个新坐标

７２
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系 Ｌ４⁃ξηζ［１６］，如图 １ 所示． Ｌ４⁃ξηζ 为这一系统的主

坐标（ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ） ．
引入新变量（ ξ，η，ζ）代替（ｘ，ｙ，ｚ），其关系可

以表示为：
ｘ＝ ξｃｏｓθ－ηｓｉｎθ

ｙ＝ ξｓｉｎθ＋ηｃｏｓθ
ｚ＝ ζ （６）

其中 θ 满足：

ｔａｎ２θ＝ － ３ （１－２μ） （７）
在新的坐标下，式（５）可以表示为：

ξ̈ － ２η̇ － ３
２
（１ － １ － ３μ（１ － μ） ）ξ ＝ μ ∂

∂ξ∑
∞

ｎ≥３
ρ ｎＰｎ
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è
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３　 周期运动的多项式展开分析

本节使用多项式展开的方法研究三个方向上

运动之间的关系，得到它们之间的解析关系，为分

析其三个维度分别对系统动力学特性的影响以及

三角平动点附近周期运动的运动形式和动力学特

性提供参照．这种方法的核心思想是首先选取一个

方向为基方向，基上方向的运动状态（位置和速

度）为一组空间的二维基状态，将其他方向的运动

描述为与基方向状态相关的多项式形式［１０－１２］ ．通过

求解多项式系数的方式寻找多个方向运动之间的

关系．
首先，将式化简，可得到运动方程的形式为：

ξ̈ ＝ ｇη̇ － ｋ１ξ ＋ ε∑
∞

ｎ ＝ ２
∑

ｉ ＋ｊ＋ｋ ＝ ｎ，
ｉ，ｊ，ｋ∈Ｎ

α ｉｊｋξ ｉη ｊζ ｋ

η̈ ＝ － ｇξ̇ － ｋ２η ＋ ε∑
∞

ｎ ＝ ２
∑

ｉ ＋ｊ＋ｋ ＝ ｎ，
ｉ，ｊ，ｋ∈Ｎ

β ｉｊｋξ ｉη ｊζ ｋ

ζ̈ ＝ － ｋ３ζ ＋ ε∑
∞

ｎ ＝ ２
∑

ｉ ＋ｊ＋ｋ ＝ ｎ，
ｉ，ｊ，ｋ∈Ｎ

γ ｉｊｋξ ｉη ｊζ ｋ

（９）
其中，ｉ，ｊ，ｋ 从 ０ 开始，ｎ 代表截断的阶数，ε 代表小

参量，

ｇ＝ ２

ｋ１ ＝ － ３
２
（１－ １－３μ（１－μ） ）

ｋ２ ＝ － ３
２
（１＋ １－３μ（１－μ） ）

（１０）

令 Ｓ＝ｓｉｎ（θ），Ｃ＝ｃｏｓ（θ），则：
αｉｊｋ ＝ＯｉｊｋＣ＋Ｐ ｉｊｋＳ

βｉｊｋ ＝ －ＯｉｊｋＳ＋Ｐ ｉｊｋＣ

γｉｊｋ ＝Ｑｉｊｋ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

，（ ｉ，ｊ，ｋ＝ ０，１，２，３） （１１）

其中，Ｏｉ ｊｋ、Ｐ ｉ ｊｋ、Ｑｉ ｊｋ的具体表达式见附录．
选取 ζ 方向的位置和速度为周期运动时的基

状态，即令：
ζ＝ｕ （１２）
ζ̇＝ ｖ （１３）
根据文献［１０］ ［１１］和［１２］，ξ 和 η 方向的运

动可以被描述为与 ζ 方向相关的如下多项式形式：
ξ＝ａ１ｕ＋ａ２ｖ＋ａ３ｕｖ＋ａ４ｕ２＋ａ５ｖ２＋

ａ６ｕ２ｖ＋ａ７ｕｖ２＋ａ８ｕ３＋ａ９ｖ３＋… （１４）

ξ̇＝ ｂ１ｕ＋ｂ２ｖ＋ｂ３ｕｖ＋ｂ４ｕ２＋ｂ５ｖ２＋

ｂ６ｕ２ｖ＋ｂ７ｕｖ２＋ｂ８ｕ３＋ｂ９ｖ３＋… （１５）
η＝ ｃ１ｕ＋ｃ２ｖ＋ｃ３ｕｖ＋ｃ４ｕ２＋ｃ５ｖ２＋

ｃ６ｕ２ｖ＋ｃ７ｕｖ２＋ｃ８ｕ３＋ｃ９ｖ３＋… （１６）
η̇＝ｄ１ｕ＋ｄ２ｖ＋ｄ３ｕｖ＋ｄ４ｕ２＋ｄ５ｖ２＋

ｄ６ｕ２ｖ＋ｄ７ｕｖ２＋ｄ８ｕ３＋ｄ９ｖ３＋… （１７）

８２
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其中， ａｉ、ｂｉ、ｃｉ、ｄｉ 是待定系数．通过对这些系数的

求解，可以得到 ξ 和 η 两个方向上位移与速度的与

ζ 方向上位移与速度的关系．
将式（１４）、（１５）、（１６）与（１７）分别带入到式

（９）的三个方程中，同时只保留到 ３ 次项，可以得

到：
ξ̈＝（ｇｄ１－ｋ１ａ１）ｕ＋（ｇｄ２－ｋ１ａ２）ｖ＋

（ｇｄ３－ｋ１ａ３－２α２００ａ１ａ２－２α０２０ｃ１ｃ２－
α１１０ａ１ｃ２－α１１０ａ２ｃ１）ｕｖ＋（ｇｄ４－ｋ１ａ４－α００２－

α２００ａ２
１－α０２０ｃ２１－α１１０ａ１ｃ１）ｕ２＋

（ｇｄ５－ｋ１ａ５－α２００ａ２
２－α０２０ｃ２２－α１１０ａ２ｃ２）ｖ２＋

（ｇｄ６－ｋ１ａ６）ｕ２ｖ＋（ｇｄ７－ｋ１ａ７）ｕｖ２＋

（ｇｄ８－ｋ１ａ８）ｕ３＋（ｇｄ９－ｋ１ａ９）ｖ３ （１８）
η̈＝（－ｇｂ１－ｋ２ｃ１）ｕ＋（－ｇｂ２－ｋ２ｃ２）ｖ＋

（－ｇｂ３－ｋ２ｃ３－２β２００ａ１ａ２－２β０２０ｃ１ｃ２－
β１１０ａ１ｃ２－β１１０ａ２ｃ１）ｕｖ＋（－ｇｂ４－ｋ２ｃ４－β００２－

β２００ａ２
１－β０２０ｃ２１－β１１０ａ１ｃ１）ｕ２＋

（－ｇｂ５－ｋ２ｃ５－β２００ａ２
２－β０２０ｃ２２－β１１０ａ２ｃ２）ｖ２＋

（－ｇｂ６－ｋ２ｃ６）ｕ２ｖ＋（－ｇｂ７－ｋ２ｃ７）ｕｖ２＋

（－ｇｂ８－ｋ２ｃ８）ｕ３＋（－ｇｂ９－ｋ２ｃ９）ｖ３ （１９）

ζ̈＝ ｖ̇＝ －ｕ－（γ１０１ａ１＋γ０１１ｃ１）ｕ２－

（γ１０１ａ２＋γ０１１ｃ２）ｕｖ－γ００３ｕ３ （２０）
分别将式（１４）、（１５）、（１６）、（１７）对时间求

导，可得：
ξ̇＝ －ａ２ｕ＋ａ１ｖ＋（－γ１０１ａ１ａ２－γ０１１ａ２ｃ１－ａ３）ｕ２＋

（－γ１０１ａ２
２－γ０１１ａ２ｃ２－２ａ５＋２ａ４）ｕｖ＋ａ３ｖ２＋

（３ａ８－２ａ７）ｕ２ｖ＋（２ａ６－３ａ９）ｕｖ２－ａ６ｕ３＋ａ７ｖ３

（２１）
ξ̈＝ －ｂ２ｕ＋ｂ１ｖ＋（－γ１０１ａ１ｂ２－γ０１１ｂ２ｃ１－ｂ３）ｕ２＋

（－γ１０１ａ２ｂ２－γ０１１ｂ２ｃ２＋２ｂ４－２ｂ５）ｕｖ＋ｂ３ｖ２＋

（３ｂ８－２ｂ７）ｕ２ｖ＋（２ｂ６－３ｂ９）ｕｖ２－ｂ６ｕ３＋ｂ７ｖ３

（２２）
η̇＝ －ｃ２ｕ＋ｃ１ｖ＋（－γ１０１ａ１ｃ２－γ０１１ｃ１ｃ２－ｃ３）ｕ２＋

（－γ１０１ａ２ｃ２－γ０１１ｃ２２＋２ｃ４－２ｃ５）ｕｖ＋ｃ３ｖ２＋

（３ｃ８－２ｃ７）ｕ２ｖ＋（２ｃ６－３ｃ９）ｕｖ２－ｃ６ｕ３＋ｃ７ｖ３

（２３）
η̈＝ －ｄ２ｕ＋ｄ１ｖ＋（－γ１０１ａ１ｄ２－γ０１１ｃ１ｄ２－ｄ３）ｕ２＋

（－γ１０１ａ２ｄ２－γ０１１ｃ２ｄ２＋２ｄ４－２ｄ５）ｕｖ＋ｄ３ｖ２＋

（３ｄ８－２ｄ７）ｕ２ｖ＋（２ｄ６－３ｄ９）ｕｖ２－ｄ６ｕ３＋ｄ７ｖ３

（２４）

分别对比式 （ １５） 与式 （ ２１）、式 （ １７） 与式

（２３）、式（１８）与式（２２）、式（１９）与式（２４）的一次

项系数可得到：
ｕ： ｇｄ１－ｋ１ａ１ ＝ －ｂ２ 　 －ａ２ ＝ ｂ１

－ｇｂ１－ｋ２ｃ１ ＝ －ｄ２ 　 －ｃ２ ＝ｄ１

ｖ： ｇｄ２－ｋ１ａ２ ＝ ｂ１ 　 ａ１ ＝ ｂ２

－ｇｂ２－ｋ２ｃ２ ＝ｄ１ 　 ｃ１ ＝ｄ２ （２５）
对比二次项系数可得到：

ｕｖ： －γ１０１ａ２
２－γ０１１ａ２ｃ２＋２ａ４－２ａ５－ｂ３ ＝０

－γ１０１ａ２ｃ２－γ０１１ｃ２２＋２ｃ４－２ｃ５－ｄ３ ＝０
ｇｄ３－ｋ１ａ３－２α２００ａ１ａ２－２α０２０ｃ１ｃ２－α１１０ａ１ｃ２－

　 α１１０ａ２ｃ１＋γ１０１ａ２ｂ２＋γ０１１ｂ２ｃ２－２ｂ４＋２ｂ５ ＝０
　 －ｇｂ３－ｋ２ｃ３－２β２００ａ１ａ２－２β０２０ｃ１ｃ２－β１１０ａ１ｃ２－

　 β１１０ａ２ｃ１＋γ１０１ａ２ｄ２＋γ０１１ｃ２ｄ２－２ｄ４＋２ｄ５ ＝０

ｕ２： －γ１０１ａ１ａ２－γ０１１ａ２ｃ１－ａ３－ｂ４ ＝０
－γ１０１ａ１ｃ２－γ０１１ｃ１ｃ２－ｃ３－ｄ４ ＝０

ｇｄ４－ｋ１ａ４－α２００ａ２
１－α０２０ｃ２１－α００２－α１１０ａ１ｃ１＋

　 γ１０１ａ１ｂ２＋γ０１１ｂ２ｃ１＋ｂ３ ＝０
－ｇｂ４－ｋ２ｃ４－β２００ａ２

１－β０２０ｃ２１－β００２－β１１０ａ１ｃ１＋

　 γ１０１ａ１ｄ２＋γ０１１ｃ１ｄ２＋ｄ３ ＝０

ｖ２： ａ３－ｂ５ ＝０
ｃ３－ｄ５ ＝０

ｇｄ５－ｋ１ａ５－α２００ａ２
２－α０２０ｃ２２－α１１０ａ２ｃ２－ｂ３ ＝０

－ｇｂ５－ｋ２ｃ５－β２００ａ２
２－β０２０ｃ２２－β１１０ａ２ｃ２－ｄ３ ＝０ （２６）

对比三次项系数可得到：
ｕ２ｖ： ｂ６ ＝ ３ａ８－２ａ７ 　 ｇｄ６－ｋ１ａ６－３ｂ８＋２ｂ７ ＝ ０

ｄ６ ＝ ３ｃ８－２ｃ７ 　 －ｇｂ６－ｋ２ｃ６－３ｄ８＋２ｄ７ ＝ ０

ｕｖ２： ｂ７ ＝ ２ａ６－３ａ９ 　 ｇｄ７－ｋ１ａ７－２ｂ６＋３ｂ９ ＝ ０
ｄ７ ＝ ２ｃ６－３ｃ９ 　 －ｇｂ７－ｋ２ｃ７－２ｄ６＋３ｄ９ ＝ ０

ｕ３： ｂ８＋ａ６ ＝ ０　 ｇｄ８－ｋ１ａ８＋ｂ６ ＝ ０
ｄ８＋ｃ６ ＝ ０　 ｇｂ８＋ｋ２ｃ８－ｄ６ ＝ ０

ｖ３： ｂ９－ａ７ ＝ ０　 ｇｄ９－ｋ１ａ９－ｂ７ ＝ ０
ｄ９－ｃ７ ＝ ０　 ｇｂ９＋ｋ２ｃ９＋ｄ７ ＝ ０ （２７）

求解式（２５）、式（２６）、式（２７）可以得到线性项

系数：
ａ１ ＝ ０， ａ２ ＝ ０， ｂ１ ＝ ０， ｂ２ ＝ ０

ｃ１ ＝ ０， ｃ２ ＝ ０， ｄ１ ＝ ０， ｄ２ ＝ ０
（２８）

二次项系数的表达式为：

ａ３ ＝ －
２β００２ｇ
Ａ

， ａ４ ＝ －
α００２

２ｋ１
－
α００２（－４＋ｋ２）

２Ａ

９２
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ａ５ ＝ －
α００２

２ｋ１
＋
α００２（－４＋ｋ２）

２Ａ
，ｂ３ ＝ －

２α００２（－４＋ｋ２）
Ａ

ｂ４ ＝
２β００２ｇ
Ａ

， ｂ５ ＝ －
２β００２ｇ
Ａ

（２９）

ｃ３ ＝
２α００２ｇ
Ａ

，ｃ４ ＝ －
β００２（８－２ｇ２－２ｋ１－４ｋ２＋ｋ１ｋ２）

ｋ２Ａ

ｃ５ ＝
２β００２（－４＋ｇ２＋ｋ１）

ｋ２Ａ
， ｄ３ ＝ －

２β００２（－４＋ｋ１）
Ａ

ｄ４ ＝ －
２α００２ｇ
Ａ

， ｄ５ ＝
２α００２ｇ

Ａ
（３０）

三次项系数的表达式为：
ａ７ ＝ ０， ａ８ ＝ ０， ａ９ ＝ ０

ｂ７ ＝ ０， ｂ８ ＝ ０， ｂ９ ＝ ０

ｃ７ ＝ ０， ｃ８ ＝ ０， ｃ９ ＝ ０

ｄ７ ＝ ０， ｄ８ ＝ ０， ｄ８ ＝ ０

（３１）

其中 Ａ＝ －４ｋ１－４ｋ２＋ｋ１ｋ２ ．
由此得到圆型限制性三体问题中三角平动点

附近运动三个自由度之间关系表达式中所有系数，
同样，我们也可以将系数求解至更高次项，使结果

更加精确．三角点附近周期运动的三个方向 ξ、η 和

ζ 之间关系满足如下方程：
ξ＝ａ３ｕｖ＋ａ４ｕ２＋ａ５ｖ２ ＝ａ３ζζ̇＋ａ４ζ２＋ａ５ ζ̇２

ξ̇＝ ｂ３ｕｖ＋ｂ４ｕ２＋ｂ５ｖ２ ＝ ｂ３ζζ̇＋ｂ４ζ２＋ｂ５ ζ̇２

η＝ ｃ３ｕｖ＋ｃ４ｕ２＋ｃ５ｖ２ ＝ ｃ３ζζ̇＋ｃ４ζ２＋ｃ５ ζ̇２

η̇＝ｄ３ｕｖ＋ｄ４ｕ２＋ｄ５ｖ２ ＝ｄ３ζζ̇＋ｄ４ζ２＋ｄ５ ζ̇２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３２）

４　 周期运动方程解析求解

通过前文对三自由度运动之间关系的求解，可
以将运动方程转化为一个自由度的运动方程，将式

（３２）带入到式（９）的第三个方程中，并忽略 ３ 次以

上项，可以得到：
ｕ̈＋ｕ＝ －εＧ１ｕ３ （３３）

其中 Ｇ１ ＝ － ３
２
．

这样，一个三自由度的运动方程就转化为单一

自由度的振动方程，我们可以通过传统的摄动方法

求解其解析解．本节使用多尺度法进行解析求解．
引入小参数 ε，并设方程的解为：
ｕ＝ｕ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｕ１（Ｔ０，Ｔ１）＋… （３４）

其中，Ｔ０ ＝ ｔ，Ｔ１ ＝εｔ．
微分算子为：
ｄ
ｄｔ

＝Ｄ０＋εＤ１ （３５）

ｄ２

ｄｔ２
＝Ｄ２

０＋２εＤ０Ｄ１ （３６）

将式（３４）、式（３５）和式（３６）带入到式（３３）
中，令方程两边 ε 同阶项系数相等，则得微分方程

如下：
ε０ 阶：

Ｄ０
２ｕ０＋ｕ０ ＝ ０ （３７）

ε１ 阶：
Ｄ０

２ｕ１＋ｕ１ ＝ －２Ｄ０Ｄ１ｕ０－Ｇ１ｕ３
０ （３８）

设方程（３７）有如下形式的解：
ｕ０ ＝Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０＋ｃｃ （３９）

其中，ｃｃ 代表共轭项，且 ω０ ＝ １．
将式（３９）带入到式（３８）中得：

Ｄ０
２ｕ１＋ｕ１ ＝ －２ ｄＡ

ｄＴ１
ｉω０ｅｉω０Ｔ０－Ｇ１Ａ３ｅｉ３ω０Ｔ０－

３Ｇ１Ａ２Ａｅｉω０Ｔ０＋ｃｃ （４０）
消除式（４０）中得共振项，可得：

－２ ｄＡ
ｄＴ１

ｉω０－３Ｇ１Ａ２Ａ＝ ０ （４１）

取：

Ａ（Ｔ１）＝
α（Ｔ１）

２
ｅβ（Ｔ１）ｉ （４２）

则：
ｄＡ
ｄＴ１

＝ ２ ｅβｉ＋ｉβ̇ α
２
ｅβｉ （４３）

将式（４２）和式（４３）代入到式（４１）中并整理得

到：

－ｉω０ α̇ｅβｉ＋ω０ β̇αｅβｉ－ ３
８
Ｇ１α３ｅβｉ ＝ ０ （４４）

分离实虚部得到：
－ｉω０ α̇＝ ０

ω０ β̇α－
３
８
Ｇ１α３ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

（４５）

解得：
α＝α０

β＝
３εＧ１α２

０

８
ｔ＋β０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４６）

则：

０３
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ｕ０ ＝
α０

２
ｅｉ

３εＧ１α
２
０

８ ＋１( ) ｔ＋β０( ) ＋ｃｃ （４７）

消除共振项之后的式（４０）变为：
Ｄ０

２ｕ１＋ｕ１ ＝ －Ｇ１（Ａ３ｅｉ３ω０Ｔ０＋Ａ３ｅ－ｉ３ω０Ｔ０） （４８）
设式（４８）的解有如下形式：

ｕ１ ＝Ｐｅｉ３ω０Ｔ０＋Ｐｅ－ｉ３ω０Ｔ０ （４９）
带入到式（４８）中可得：

（－９ω２
０＋１）Ｐｅｉ３ω０Ｔ０＋（－９ω２

０＋１）Ｐｅ
－ｉ３ω０Ｔ０

＝ －
Ｇ１α３

０

８
ｅｉ３（３ε８ Ｇ１α２０ｔ＋β０） ｅｉ３ω０Ｔ０－

　
Ｇ１α３

０

８
ｅ－ｉ３（３ε８ Ｇ１α２０ｔ＋β０） ｅ－ｉ３ω０Ｔ０ （５０）

令式（５０）等号左右两边相同项系数相等，可得：

Ｐ＝
Ｇ１α３

０

６４
ｅ３（３ε８ Ｇ１α２０ｔ＋β０）ｉ

Ｐ＝
Ｇ１α３

０

６４
ｅ－３（３ε８ Ｇ１α２０ｔ＋β０）ｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（５１）
将式（５１）带入到式（４９）中即可得到：

ｕ１ ＝
Ｇ１α３

０

３２
ｃｏｓ ３ ３ε

８
Ｇ１α２

０＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ＋３β０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （５２）

最后可以得到式（３３）的解为：
ξ ＝ｕ

＝α０ｃｏｓ
３ε
８
Ｇ１α２

０＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ＋β０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

　 ε
Ｇ１α３

０

３２
ｃｏｓ ３ ３ε

８
Ｇ１α２

０＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ＋３β０

æ

è
ç

ö

ø
÷

（５３）
ξ̇ ＝ ｕ̇

＝ －α０
３ε
８
Ｇ１α２

０＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ３ε

８
Ｇ１α２

０＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ＋β０

æ

è
ç

ö

ø
÷ －

　 ε
３Ｇ１α３

０

３２
３ε
８
Ｇ１α２

０＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｉｎ ３ ３ε

８
Ｇ１α２

０＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ＋３β０

æ

è
ç

ö

ø
÷

（５４）
将式（５３）与式（５４）带入到式（３２）中，并且令

ω＝（３ε
８
Ｇ１α２

０＋１），即可得到原圆型限制性三体问题

三角平动点附近周期运动三个自由度运动的三阶

解析解：

ξ＝
α０

２ａ４

２
＋ １
２
ａ０

２ａ５ω２－ １
２
α０

２ａ３ωｓｉｎ（２ωｔ＋２β０）＋

（
α０

２ａ４

２
－ １
２
ａ０

２ａ５ω２）ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０）＋

ε（ １
３２

α０
４ａ４Ｇ１＋

３
３２

α０
４ａ５Ｇ１ω２）ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０）－

ε １
３２

α０
４ａ３Ｇ１ωｓｉｎ（２ωｔ＋２β０） （５５）

ξ̇＝ －（α０
２ａ４ω－α０

２ａ５ω３）ｓｉｎ（２ωｔ＋２β０）－

α０
２ａ３ω２ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０）－

ε（ ω
１６

α０
４ａ４Ｇ１＋

３
１６

α０
４ａ５Ｇ１ω３）ｓｉｎ（２ωｔ＋２β０）－

ε １
１６

α０
４ａ３Ｇ１ω２ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０）

（５６）

η＝
α０

２ｃ４
２

＋ １
２
α０

２ｃ５ω２－ １
２
α０

２ｃ３ωｓｉｎ（２ωｔ＋２β０）＋

（
α０

２ｃ４
２

－ １
２
ａ０

２ｃ５ω２）ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０）＋

ε（ １
３２

α０
４ｃ４Ｇ１＋

３
３２

α０
４ｃ５Ｇ１ω２）ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０）－

ε １
３２

α０
４ｃ３Ｇ１ωｓｉｎ（２ωｔ＋２β０）

（５７）
η̇＝ －（α０

２ｃ４ω－ａ０
２ｃ５ω３）ｓｉｎ（２ωｔ＋２β０）－

α０
２ｃ３ω２ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０）－

ε（ ω
１６

α０
４ｃ４Ｇ１＋

３
１６

α０
４ｃ５Ｇ１ω３）ｓｉｎ（２ωｔ＋２β０）－

ε １
１６

α０
４ｃ３Ｇ１ω２ｃｏｓ（２ωｔ＋２β０） （５８）

ζ＝α０ｃｏｓ（ωｔ＋β０）＋ε
Ｇ１α３

０

３２
ｃｏｓ（３ωｔ＋３β０）

（５９）

ζ̇＝ －α０ωｓｉｎ（ωｔ＋β０）－ε
３Ｇ１α３

０

３２
ωｓｉｎ（３ωｔ＋３β０）

（６０）

５　 数值仿真与对比

本节采用地⁃月⁃飞行器圆形限制性三体问题

中三角平动点附近的周期轨道为例进行仿真计算，
其质量参数为 μ ＝ ０．０１２１５０５６８．同时与传统的摄动

方法 Ｌ⁃Ｐ 法得到的解析解［１８］ 进行对比．选定一组

参数为幅值 α０ ＝ ０．０５，相角 β＝ ０．图 ２（ａ） ～ （ｃ）所示

为两种方法得到的垂直周期轨道在各个平面上的

投影对比，（ｄ）所示为三维坐标下周期轨道，其中

实线代表本文方法得到的周期轨道，星线代表 Ｌ⁃Ｐ
法得到的周期轨道．
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图 ２　 垂直周期轨道图

Ｆｉｇ．２　 Ｖｅｒｔｉｃａｌ Ｐｅｒｉｏｄｉｃ Ｏｒｂｉｔｓ

通过图 ２ 的对比可以发现，在当前无量纲化的

方程形式下，两种方法得到的解析解精度接近．且
同时得到了垂直周期轨道三个自由度运动的解析

关系，通过对比验证了此方法的正确性．

６　 结论

本文提出了基于多项式展开法构造圆型限制

性三体问题三角平动点附近周期轨道三阶解析解

的方法．通过多项式展开方法得到了其运动 ３ 个自

由度之间的解析关系，为分析其轨道动力学特性提

供了理论依据，同时揭示了周期运动的物理规律．
本文所得到的周期运动三阶解析解精度适合，

但同时也可继续求解更高阶数、更高精度的解析

解，并可以被拓展至椭圆型限制性三体问题模型

中，同时也可求解共线平动点的解析解．
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ｔｉａｌ ｔｏ ｂｅ ｅｘｔｅｎｄｅｄ ｔｏ Ｅｌｌｉｐｔｉｃａｌ Ｒ３ＢＰ ｉｎ ｔｈｒｅｅ ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｃａｓｅｓ ｏｒ ｏｒｂｉｔｓ ａｒｏｕｎｄ ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｎｅａｒ ｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ｃｉｒｃｕｌａｒ ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｔｈｒｅｅ⁃ｂｏｄｙ ｐｒｏｂｌｅｍ，　 ｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔ，　 ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ

３３
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附录

　 　 Ｏ２００ ＝ －２１Ｃ
２

１６
＋２１
８
μＣ２＋ ３

８
３ＣＳ＋３３Ｓ

２

１６
－３３
８
μＳ２

Ｏ０２０ ＝
３３Ｃ２

１６
－３３
８
μＣ２－ ３

８
３ＣＳ－２１Ｓ

２

１６
＋２１
８
μＳ２

Ｏ００２ ＝ － ３
４
＋３μ
２

Ｏ１１０ ＝
３
８

３Ｃ２＋２７
４
ＣＳ－２７

２
μＣＳ－ ３

８
３ Ｓ２

Ｏ１０１ ＝ ０， Ｏ０１１ ＝ ０

Ｏ３００ ＝
３７Ｃ３

３２
＋７５
３２

３Ｃ２Ｓ－７５
１６

３ μＣ２Ｓ－

１２３
３２

ＣＳ２－４５
３２

３ Ｓ３＋４５
１６

３ μＳ３

Ｏ２１０ ＝
７５
３２

３Ｃ３－７５
１６

３ μＣ３－３５７
３２

Ｃ２Ｓ－

２８５
３２

３ＣＳ２＋２８５
１６

３ μＣＳ２＋１２３
３２

Ｓ３

Ｏ１２０ ＝ －１２３
３２

Ｃ３－２８５
３２

３Ｃ２Ｓ＋２８５
１６

３ μＣ２Ｓ＋

３５７
３２

ＣＳ２＋７５
３２

３ Ｓ３－７５
１６

３ μＳ３

Ｏ０３０ ＝ －４５
３２

３Ｃ３＋４５
１６

３ μＣ３＋１２３
３２

Ｃ２Ｓ＋

７５
３２

３ＣＳ２－７５
１６

３ μＣＳ２－３７Ｓ
３

３２

Ｏ１０２ ＝
３
８
Ｃ＋１５

８
３ Ｓ－１５

４
３ μＳ

Ｏ０１２ ＝
１５
８

３Ｃ－１５
４

３

Ｏ００３ ＝ ０， Ｏ２０１ ＝ ０， Ｏ０２１ ＝ ０，Ｏ１１１ ＝ ０

Ｐ２００ ＝
３
１６

３Ｃ２－３３
８
ＣＳ－３３

４
μＣＳ＋ ９

１６
３ Ｓ２

Ｐ０２０ ＝
９
１６

３Ｃ２－３３
８
ＣＳ＋３３

４
μＣＳ＋ ３

１６
３ Ｓ２

Ｐ００２ ＝ －３ ３
４

Ｐ１１０ ＝
３３
８
Ｃ２－３３

４
μＣ２＋ ３

４
３ＣＳ－３３

８
Ｓ２＋３３

４
μＳ２

Ｐ１０１ ＝ ０， Ｐ０１１ ＝ ０

Ｐ３００ ＝
２５
３２

３Ｃ３－２５
１６

３ μＣ３－１２３
３２

Ｃ２Ｓ－

１３５
３２

３ＣＳ２＋１３５
１６

３ μＣＳ２－３Ｓ
３

３２

Ｐ２１０ ＝ －１２３
３２

Ｃ３－３４５
３２

３Ｃ２Ｓ＋３４５
１６

３ μＣ２Ｓ＋

２３７
３２

ＣＳ２＋１３５
３２

３ Ｓ３－１３５
１６

３ μＳ３

Ｐ１２０ ＝ －１３５
３２

３Ｃ３＋１３５
１６

３ μＣ３＋２３７
３２

Ｃ２Ｓ＋

３４５
３２

３ＣＳ２－３４５
１６

３ μＣＳ２－１２３
３２

Ｓ３

Ｐ０３０ ＝ －３Ｃ
３

３２
＋１３５
３２

３Ｃ２Ｓ－１３５
１６

３ μＣ２Ｓ－

１２３
３２

ＣＳ２－２５
３２

３ Ｓ３＋２５
１６

３ μＳ３

Ｐ１０２ ＝
１５
８

３Ｃ－１５
４

３ μＣ＋３３
８
Ｓ

Ｐ０１２ ＝
３３
８
Ｃ－１５

８
３ Ｓ＋１５

４
３ μＳ

Ｐ００３ ＝ ０，Ｐ２０１ ＝ ０，Ｐ０２１ ＝ ０，Ｐ１１１ ＝ ０

Ｑ１０１ ＝
３
２
＋３μ， Ｑ０１１ ＝ －３ ３

２
， Ｑ２０１ ＝

３
８

Ｑ１１１ ＝
１５ ３
４

＋１５ ３
２

μ，Ｑ０２１ ＝
３３
８
， Ｑ００３ ＝ － ３

２
Ｑ２００ ＝ ０， Ｑ０２０ ＝ ０， Ｑ００２ ＝ ０， Ｑ１１０ ＝ ０
Ｑ３００ ＝ ０， Ｑ０３０ ＝ ０， Ｑ２１０ ＝ ０， Ｑ１２０ ＝ ０
Ｑ１０２ ＝ ０， Ｑ０１２ ＝ ０
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