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摘要　 本文给出了一种对机电系统进行分析建模的新方法，即机电系统尼尔森方程．通过机电系统的尼尔森

方程对机电系统进行分析和建模与利用拉格朗日方程对机电系统进行建模具有相同的作用．根据方程求导

方式的不同可知，在一些情况下，使用尼尔森方程建模比使用拉格朗日方程可能会容易些．在本文中给出机

电系统尼尔森方程的推导过程并通过实例对尼尔森方程的使用加以说明．

关键词　 尼尔森方程，　 机电系统，　 拉格朗日方程，　 能量

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃４３

引言

目前，拉格朗日方程被广泛应用于机械系

统［１－３］、电路系统［４－６］、压电系统［７］ 和机电系统［８－１０］

中，并在这些系统的建模和分析方面发挥着重要的

作用．傅［８］等人研究了机电系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 对称性，
这使得机械系统的一些理论扩展到机电系统中．哈
密顿⁃拉格朗日方程是基于能量的传导机理推导出

的，而关于能量传导机理以及机电耦合系统的哈密

顿原理，在很多论文中都已有讲述．现在，机电换能

器普遍出现在人们的生活当中．在机电系统中，机
械能通过换能器能够转化为电能，反之亦然．基于

哈密顿⁃拉格朗日的原则，系统的且统一的研究机

电系统的方法已经被建立．尼尔森方程作为分析力

学的一个重要结论，应该被引入到机电系统的分析

当中去．
利用拉格朗日方程对机械系统、电路系统机电

系统分析建模的方法已经得到广泛利用．在机械系

统中，尼尔森方程是一个重要的结论，且得到广泛

应用．在这里，我们研究并推导了机电系统的的尼

尔森方程，给出利用尼尔森方程对机电系统分析建

模的方法．文中通过研究电容式麦克风给出尼尔森

方程的使用方法和计算过程．
在机械系统中，尼尔森方程为分析机械系统建

立其微分方程提供了一种新的方法［１］ ．尼尔森方程

与拉格朗日方程有这同等重要的地位，而且由于两

种方程求导方式不同，对一些系统建模时，尼尔森

方程可能更加的便捷．同样，机电系统的尼尔森方

程也具有这样的作用．

１　 机电系统中的尼尔森方程

１．１　 机电系统的拉格朗日方程

机电系统的欧拉⁃拉格朗日动力学方程为：
ｄ
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上式中，ｚｉ 是机电系统相互独立的所有机械广义坐

标，ｑｋ 为机电系统相互独立的所有电路广义坐标．ｍ
和 ｎ 分别为机械广义坐标和电路广义坐标的数量．
Ｑｉ 为系统中广义坐标，ｚｉ 对应的广义非势力，Ｅｋ 为

广义坐标，ｑｋ 对应的电源电压，Ｄ 为系统耗散函数，
其中包括电能耗散和机械耗散两个部分．函数

Ｌ＝Ｔ∗＋Ｗ∗
ｍ －Ｖ－Ｗｅ （２）

是系统拉格朗日函数．式中，Ｔ∗为系统动能，Ｗ∗
ｍ 为

系统磁余能，Ｖ 为系统势能，Ｗｅ 为系统电能．
１．２　 机电系统的尼尔森方程

机电系统包括两个部分，即机械部分和电路部

分．两个部分既有一定的联系，又各自遵循各自相

应的法则．
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首先，研究机电系统的机械部分．一个机电系

统的机械部分应满足虚位移的运动力学约束条件，
即达朗贝尔⁃拉格朗日原理：

∑
Ｎ

ｇ ＝ １
（ － ｍｇ ｒ̈ｇ ＋ Ｆｇ）δｒｇ ＝ ０ （３）

上式中，向量 Ｆｇ 是施加在系统的力，δｒｇ 为虚位移，
Ｎ 表示系统质点的数量．对于机电系统，Ｆｇ 包括三

个部分，即系统内力 ｆｇ、系统所受外力 ｆ′ｇ 和有质动

力 ｆ″ｇ ．机械部分和电路部分是由有质动力联系，有
质动力可以写为：

ｆ″ｇ ＝
∂Ｗ∗

ｍ

∂ｒｇ
－
∂Ｗｅ

∂ｒｇ
（４）

根据机械系统的尼尔森方程可以得到［１］：
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上式中，Ｑ′ｉ 为机械系统广义坐标对应的广义力．同
时可得：
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通过计算拉格朗日函数对时间的导数可得：

Ｌ̇ ＝ Ｔ̇∗ ＋ ∑
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和式
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由式（６）和（８）可得：
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和式

Ｑｉ ＝ ∑
Ｎ

ｇ ＝ １
ｆ′ｇ

∂ｒｇ
∂ｚｉ

（１０）

在系统中，式（９）中 δｚｉ 是彼此独立的．因此，式
（９）能够改写为：

∂Ｌ̇
∂ｚ̇ｉ

－２ ∂Ｌ
∂ｚｉ

＝Ｑｉ （１１）

在机电系统中，耗散函数为：
Ｄ＝Ｄｍ（ ｚｉ，ｚ̇ｉ）＋Ｄｅ（ ｑ̇ｋ） （１２）
从上式（１２）可以看出，Ｄｍ 和 Ｄｅ 分别表示机电

系统机械部分和电路部分的耗散，电路部分的耗散

不依赖于机械的广义坐标，机械部分的耗散与电路

中电流无关．因此含有耗散的尼尔森方程为：
∂Ｌ̇
∂ｚ̇ｉ

＋∂Ｄ
∂ｚ̇ｉ

－２ ∂Ｌ
∂ｚｉ

＝Ｑｉ （１３）

然后，研究机电系统的电路部分．机电系统的

机械部分和电路部分通过一些独立的广义坐标联

系在一起．但是，电路部分必须满足基尔霍夫电压

定律，电压只依赖于电路部分的广义坐标．
对于电路，电能函数为：

Ｗｅ ＝
１
２ ∑

ｎ

ｋ ＝ １

ｑ２
ｋ

Ｃｋ
（１４）

在对电容器充电的过程中，电容器两极板间产

生一个电势差：

Ｕｅ
ｋ ＝

∂Ｗｅ

∂ｑｋ
＝
ｑｋ

Ｃｋ
（１５）

磁余能函数为：

Ｗ∗
ｍ ＝ １

２ ∑
ｎ

ｋ ＝ １
∑

ｎ

ｒ ＝ １
Ｌｋｒ ｑ̇ｋ ｑ̇ｒ （１６）

上式中，Ｌｋｒ（ｋ≠ｒ）是第 ｋ 个独立回路与第 ｒ 个独立

回路的互感系数，Ｌｋｋ为第 ｋ 个回路的自感系数，且：
Ｌｋｒ ＝Ｌｒｋ（ ｚｉ） （１７）

现在，利用 Ｕｉ
ｋ 代表第 ｋ 个独立回路产生的感

应电动势，Ｅｋ 表示第 ｋ 个独立回路电源电压．根据

基尔霍夫电压定律可得：
Ｕｉ

ｋ＋Ｅｋ ＝Ｒｋ ｑ̇ｋ＋Ｕｅ
ｋ （１８）

根据式（１８）可得：
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电路部分耗散为：
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１
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且
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然后，计算偏导数：
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和偏导数：

∂Ｌ
∂ｑｈ

＝
∂Ｗｅ

∂ｑｈ
（２３）

２２
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将式（２１）、（２２）和（２３）带入（１９）得：
∂Ｌ̇
∂ｑ̇ｈ

＋∂Ｄ
∂ｑ̇ｈ

－２ ∂Ｌ
∂ｑｈ

＝Ｅｋ （２４）

综上所述，式（１３）和（２４）为机电系统的尼尔

森方程，即：
∂Ｌ̇
∂ｚ̇ｉ

＋∂Ｄ
∂ｚ̇ｉ

－２ ∂Ｌ
∂ｚｉ

＝Ｑｉ

∂Ｌ̇
∂ｑ̇ｋ

＋∂Ｄ
∂ｑ̇ｋ

－２ ∂Ｌ
∂ｑｋ

＝Ｅｋ

（２５）

１．３　 机电系统的尼尔森方程与拉格朗日方程的等

效性

电磁扬声器是一个简单的机电系统．下面分析

该系统来验证机电系统的尼尔森方程与拉格朗日

方程的等效性．
扬声器将电能转换为声能．图 １ 是低频的扬声

器模型，其机械部分为含有阻尼的弹簧⁃质量系统，
ｍ、ｋ、ｃ 为对应元件的常数，Ｔ 是传感器常数．

图 １　 电磁扬声器

Ｆｉｇ．１　 Ｅｌｅｃｔｒｏｍａｇｎｅｔｉｃ ｌｏｕｄｓｐｅａｋｅｒ

选取系统中的广义坐标为 ｘ 和 ｑ（ ｑ̇ ＝ ｉ），系统

能量函数为：

Ｔ∗ ＝ １
２
ｍｘ̇２

Ｖ＝ １
２
ｋｘ２

Ｗ∗
ｍ ＝ １

２
Ｌ０ ｑ̇２＋Ｔｑ̇（ｘ－ｘ０）

Ｗｅ ＝ ０

（２６）

系统耗散为：

Ｄ＝ １
２
ｃｘ̇２＋ １

２
Ｒｑ̇２ （２７）

从上式（２６）可得系统拉格朗日函数为：

Ｌ＝ １
２
ｍｘ̇２＋ １

２
Ｌ０ ｑ̇２＋Ｔｑ̇（ｘ－ｘ０）－

１
２
ｋｘ２ （２８）

首先，将式（２７）和（２８）带入式（１）得：
ｍｘ̈＋ｃｘ̇＋ｋｘ－Ｔｑ̇＝ ０
Ｔｘ̇＋Ｌ０ ｑ̈＋Ｒｑ̇＝Ｅ（ ｔ）

（２９）

式（２９）即为电磁扬声器的拉格朗日方程．
然后，对拉格朗日函数对时间求导得：
Ｌ̇＝ｍｘ̇ｘ̈＋Ｌ０ ｑ̇ｑ̈＋Ｔｑ̈（ｘ－ｘ０）＋Ｔｑ̇ｘ̇－ｋｘｘ̇ （３０）
将式（２７）和（３０）带入式（２５）得：
ｍｘ̈＋ｃｘ̇＋ｋｘ－Ｔｑ̇＝ ０
Ｔｘ̇＋Ｌ０ ｑ̈＋Ｒｑ̇＝Ｅ（ ｔ）

（３１）

式（３１）即为电磁扬声器的尼尔森方程．通过比

较，式（２９）和（３１）完全相同．因此，我们可以看出

机电系统的尼尔森方程与拉格朗日方程具有相同

的作用．
机电系统拉格朗日方程和尼尔森方程除具有

等效性外也有不同．其中，尼尔森方程在其计算过

程中与拉格朗日方程有差异，尼尔森方程是计算

∂Ｌ̇
∂ｚ̇ｉ

和
∂Ｌ̇
∂ｑ̇ｋ

，而拉格朗日方程是计算
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÷ 简单．因此，由于求导方式的不同，

在一些情况下，使用尼尔森方程去建立偏微分方程

可能比拉格朗日方程去建立更简单．

２　 电容式麦克风

利用实例电容式麦克分来说明机电尼尔森方

程的分析建模过程．
电容式麦克风由一个固定的极板和一个与之

平行的可动极板组成，后者与弹簧相连．该电容通

过一个具有电压源和 ＲＬ 支路的串联电路充电．电
阻 Ｒ 两端的电势差可反映作用于极板上的压强．

图 ２ 为电容式麦克风的模型，在系统中，ｃ 为机

械部分阻尼系数，ｋ 是弹簧弹性系数，ｍ 为动极板

的质量．ｘ０ 表示两个极板的距离，ｘ１ 表示弹簧在平

衡位置的伸长．假设可动极板电容的电容值为：

Ｃ（ｘ）＝ ξＡ
ｘ０－ｘ

（３２）

在平衡位置时，电容器的电量 ｑ０ 在两极板间

产生一个吸引力为：
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∂Ｗｅ

∂ｘ
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它与弹簧力相平衡，因此有：

ｋｘ１ ＝
ｑ２
０

２ξＡ
（３４）

图 ２　 电容式麦克风

Ｆｉｇ．２　 Ｃａｐａｃｉｔｉｖｅ ｍｉｃｒｏｐｈｏｎｅ

选取广义坐标为 ｘ 和 ｑ，在这里 ｉ ＝ ｑ̇．系统的能

量函数为：

Ｔ∗ ＝ １
２
ｍｘ̇２

Ｗ∗
ｍ ＝ １

２
Ｌ１ ｑ̇２

Ｖ＝ １
２
ｋ（ｘ＋ｘ１） ２

Ｗｅ ＝
１
２Ｃ

（ｑ０＋ｑ） ２ ＝
ｘ０－ｘ
２ξＡ

（ｑ０＋ｑ） ２

（３５）

因此，系统拉格朗日函数为：

Ｌ＝ １
２
ｍｘ̇２＋ １

２
Ｌ１ ｑ̇２－ １

２
ｋ（ｘ＋ｘ１） ２－

ｘ０－ｘ
２ξＡ

（ｑ＋ｑ０） ２ （３６）

求上式的关于时间的导数为：
Ｌ̇＝ｍｘ̇ｘ̈＋Ｌｑ̇ｑ̈－ｋ（ｘ＋ｘ１） ｘ̇＋

１
２ξＡ

（ｑ＋ｑ０） ２－
ｘ０－ｘ
ξＡ

（ｑ＋ｑ０） ｑ̇ （３７）

系统耗散为：

Ｄ＝ １
２
ｃｘ̇２＋ １

２
Ｒｑ̇２ （３８）

因此，由上可以得到系统的尼尔森方程为：

ｍｘ̈＋ｃｘ̇＋ｋ（ｘ＋ｘ１）－
１

２ξＡ
（ｑ＋ｑ０） ２ ＝ ｆ

Ｌ１ ｑ̈＋Ｒｑ̇＋
ｘ０－ｘ
ξＡ

（ｑ＋ｑ０）＝ Ｅ
（３９）

在平衡位置，ｘ＝ ｘ̇＝ ｘ̈ ＝ ０ ＝ ｑ ＝ ｑ̇ ＝ ｑ̈ ＝ ｆ，尼尔森方

程（３９）能够缩写为：

ｋｘ１ ＝
ｑ２
０

２ξＡ

Ｅ＝
ｘ０ｑ０

ξＡ

（４０）

假设 ｑ≪ｑ０、ｘ≪ｘ０，即系统关于平衡位置作小

幅度振动，有：
（ｑ０＋ｑ） ２≈ｑ２

０＋２ｑ０ｑ

（ｘ０－ｘ）（ｑ０＋ｑ）≈ｘ０ｑ０－ｑ０ｘ＋ｘ０ｑ
（４１）

通过式（４０）和（４１），式（３９）能被改写为：

ｍｘ̈＋ｃｘ̈＋ｋｘ－
ｑ０ｑ
ξＡ

＝ ｆ

Ｌｑ̈＋Ｒｑ̇－
ｑ０ｘ
ξＡ

＋
ｘ０ｑ
ξＡ

＝ ０
（４２）

３　 小结

在本文中，我们提出用尼尔森方程为机电系统

建模的方程并给出了计算过程．这种方法与拉格朗

日方程具有相同的作用．无论机电系统中机械部分

和电路部分是否有耦合，我们都可以利用尼尔森方

程为其建模．在机械系统中，尼尔森方程为一些系

统建立方程提供一种更为简单的方法，而本文将这

种方程扩展到机电系统中，为机电系统建立微分方

程提供了一种新的方法．
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