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１ ∶１内共振情况下轻质材料层合板

动力学的奇异性分析∗

郭宇红† 　 张　 伟　 杨晓东
（北京工业大学 机电学院， 北京　 １００１２４）

摘要　 利用奇异性理论研究 １ ∶１内共振情况下的点阵夹芯板的非线性动力学分叉，基于平均方程，计算出含

有两个调谐参数和一个面内激励的限制切空间；对于含有两个状态变量和三个参数的一般非线性动力学方

程的奇异性理论进行了推广；利用推广的奇异性理论得到 １ ∶１内共振情况下分叉方程余维 ４ 的普适开折，画

出了转迁集和分叉图；当分叉、滞后和双极限点产生时，两个调谐参数和面内激励之间的关系被确定，数值

结果表明，在不同的分叉区域解的个数不同．

关键词　 分叉方程，　 奇异性理论，　 普适开折，　 转迁集

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃５７

引言

随着高新技术的发展，人们已不再满足于材料

单纯的轻质化，而是寻找兼有轻质化和其他某种或

几种优良性能相结合的先进材料以适应不同的需

求，作为一种生物材料中普遍存在的典型结构，多
孔介质在自然界动植物体中发挥着不可替代的生

理功能． 在这些构型中，３Ｄ⁃Ｋａｇｏｍｅ 结构拥有更加

稀少的杆件布局和更小的相对密度．３Ｄ⁃Ｋａｇｏｍｅ 结

构是由两个正四面体对顶连接而成的网架结构，将
这种核心连接在面板上就形成了 ３Ｄ⁃Ｋａｇｏｍｅ 点阵

夹芯板［１－３］ ． 通过实验和数值模拟得到结论，相对

于其他构型的点阵夹芯板，在同一相对密度情况

下，３Ｄ⁃Ｋａｇｏｍｅ 点阵夹芯板具有更高的强度和抗屈

曲性能［４－６］ ． 此外，３Ｄ⁃Ｋａｇｏｍｅ 点阵夹芯板在功能

性方面的表现也比较突出，例如具有优异的驱动和

致动性能，能够在受到很小的内部抵抗力的情况下

获得很大范围内的整体变形． 点阵材料在航空航天

等领域有着广泛的应用，可以减轻飞行器的重量，
同时保证结构的强度和刚度满足要求．

自从上世纪 ７０ 年代，Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ、Ｓｃｈａｅｆｆｅｒ 和

Ｓｔｅｗａｒｔ 等将奇异性理论和群论方法引入分叉问题

的研究后，分叉理论得到了越来越多的关注，从而

也推动了奇异性理论的发展．１９８１ 年，Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ 和

Ｌａｎｇｆｏｒｄ［７］研究了退化 Ｈｏｐｆ 分叉问题的分类和开

折．１９８２ 年，Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ［８］ 和 Ｍａｒｔｉｎｅｔ［９］ 等讨论了在

强等价下光滑映射芽的开折，给出了各种形式的通

有开折定理． １９８５ 年，Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ 和 Ｓｃｈａｅｆｆｅｒ［１０］ 得
到了余维数不大于 ３ 的分叉问题的分类，其中状态

变量只有一个且具有 Ｚ２ 对称性． １９８６ 年， Ｋｅｙ⁃
ｆｉｔｚ［１１］给出了余维数不大于 ７ 的分叉问题的分类，
其中状态变量只有一个但不具对称性，给出了各种

形式的通有开折定理，但是这些研究都是针对单状

态变量、单分叉参数的分叉系统而言． 随后人们将

奇异性理论推广到了多状态变量的分叉研究中，
１９８６ 年，Ｇｏｌｕｂｉｔｓｋｙ［１２］研究了单参数两状态变量余

维数不超过 ２ 的分叉问题的分类，其中状态变量关

于二面体群 ４Ｄ 对称，１９８８ 年，Ｍｅｌｂｏｕｒｎｅ［１３］ 得到了

单参数三个状态变量余维数不超过 １ 的分叉问题

的分类．
在开始的研究中，研究工作没有考虑分叉参数

的对称性． １９８６ 年，Ｇａｆｆｎｅｙ［１４］ 将幂单代数群和幂

零 Ｌｉｅ 代数应用于多参数分叉问题中，给出了 Ｄ
（Γ）⁃等价． １９９６ 年，Ｆｕｒｔｅｒ 和 Ｓｉｔｔａ［１５］等考虑了分叉
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参数的对称性，研究了余维数不大于 １ 的分叉问题

的分类．２００３ 年，高守平和李养成等［１６］ 讨论了状态

变量和分叉参数具有不同对称性的余维数不超过

１ 的分叉问题的分类，其中状态变量关于二面体群

Ｄ４ 对称，分叉参数关于 Ｓ１ 对称． ２００６ 年，郭瑞

芝［１７］给出了状态变量和分叉参数具不同对称性的

岔问题的分类及识别条件，其中状态变量关于二面

体群 Ｄ３ 对称，分叉参数关于 Ｏ（２）对称． ２００７ 年，

崔登兰和李养成等［１８］也研究了含有两组状态变量

且参数具有对称性的等变分叉问题．
随着研究的进一步深入，开始了多分叉参数的

研究工作． １９９３ 年，Ｌａｖａｓｓａｎｉ 等［１９］ 通过奇异性理

论研究了等变多参数分叉，给出了多参数分叉问题

的有限确定定理和正规型，并讨论了多参数分叉的

稳定性问题． ２０００ 年，胡凡努和李养成［２０］ 将状态

变量分为两组，一组状态变量可以独立变化，而另

一组状态变量则依赖于前一组状态变量，研究了该

类分叉问题的通有开折． ２００３ 年，高守平和李养

成［２１］研究了多参数等变分歧问题及其开折，给出

了通有的开折定理． 但是人们通常将分歧（分叉）
问题中的状态变量看作是“平等”的，并不加以区

分． ２００５ 年，郭瑞芝和李养成［２２］ 研究了含有两组

状态变量的多参数等变分歧问题在左右等价群下

的开折，得出了通有开折的充要条件． ２０１０ 年，秦
朝红和陈予恕等［２３－２６］研究了含有两个状态变量和

两个分叉参数的分叉系统的奇异性理论，并给出了

含有两个分叉参数系统的转迁集的计算方法．
本文以点阵夹芯板为切入点，计算 １ ∶１内共振

情况下点阵夹芯板的非线性动力学方程，推广含有

两个状态变量和三个及三个以上参数的一般非线

性动力学分叉方程的奇异性理论，利用推广的奇异

性理论计算复合层合板的非线性动力学分叉方程

的普适开折，同时计算普适开折的转迁集，并进一

步讨论若干重要参数对稳定性的影响．

１　 点阵夹芯板非线性动力学分叉方程的普

适开折

１．１　 点阵夹芯板的非线性动力学方程

考虑横向激励与面内激励联合作用下四边简

支点阵夹芯板，在板的中面上建立坐标系 ｏｘｙ，板在

ｘ 和 ｙ 方向的长度分别为 ａ 和 ｂ，厚度为 ｈ，设夹芯

板中面上任一点在 ｘ、ｙ 和 ｚ 方向的位移分别为 ｕ、ｖ
和 ｗ，板承受沿 ｚ 方向的横向激励 ｆ＝Ｆ（ｘ，ｙ）ｃｏｓΩ１ ｔ
与沿 ｙ 方向作用于 ｘ＝ ０ 和 ｘ＝ａ 的面内激励 ｐ ＝ ｐ０＋

ｐ１ｃｏｓΩ２ ｔ 联合作用，这里，Ω１ 和 Ω２ 分别为横向激

励与面内激励的频率． 点阵夹芯板由点阵夹芯层与

覆盖在上面的两层蒙皮组成，蒙皮采用各向同性材

料，其厚度为 ｈｆ，芯层厚度为 ｈｃ ． 其动力学方程为：

ｗ̈１＋μ１ｗ̇１＋β１１ｗ１＋β１６（ｐ０－ｐ１ｃｏｓ（Ω２ ｔ））ｗ１＋β１２ｗ１ｗ２
２＋

β１３ｗ２
１ｗ２＋β１４ｗ３

１＋β１５ｗ３
２ ＝β１７Ｆ１ｃｏｓ（Ω１ ｔ） （１ａ）

ｗ̈２＋μ２ｗ̇２＋β２１ｗ２＋β２６（ｐ０－ｐ１ｃｏｓ（Ω２ ｔ））ｗ２＋β２２ｗ２
１ｗ２＋

β２３ｗ１ｗ２
２＋β２４ｗ３

２＋β２５ｗ３
１ ＝β２７Ｆ２ｃｏｓ（Ω１ ｔ） （１ｂ）

其中，ｗ１ 为第一阶模态的振幅，ｗ２ 为第二阶模态的

振幅，μ１ 和 μ２ 表示对应于两阶模态的阻尼，Ｆ１ 和

Ｆ２ 表示对应于两阶模态的横向激励幅值，βｉｊ（ ｉ ＝ １，
２； ｊ＝ １…７）表示材料参数． 方程（１）的详细推导过

程及其所有参数表达式参见文献［２７］ ．
１．２　 在 １ ∶１内共振情况下点阵夹芯板动力学方程

摄动分析

利用多尺度法进行研究，将方程（１）中的阻尼

项、参数激励项、热激励项和非线性项添加小扰动

项 ε，考虑点阵夹芯板的主参数共振⁃１ ∶１内共振的

情况，共振关系如下：
２ω１ ＝Ω１－εσ１， ２ω２ ＝Ω２－εσ２， Ω１ ＝Ω２ （２）

式中 ω１ 和 ω２ 为相应线性系统的第一阶和第二阶

固有频率，σ１ 和 σ２ 为系统的调谐参数，为了方便

处理，令 Ω１ ＝ １．
设方程（１）的一致渐近解为：
ｗ（ｘ，ｔ，ε）＝ ｗ０（ｘ，Ｔ０，Ｔ１）＋εｗ１（ｘ，Ｔ０，Ｔ１） （３）

其中 Ｔ０ ＝ ｔ，Ｔ１ ＝εｔ．
则有微分算子：

ｄ
ｄｔ

＝ ∂
∂Ｔ０

＋ ∂
∂Ｔ１

∂Ｔ１

∂ｔ
＋…＝Ｄ０＋εＤ１＋… （４ａ）

ｄ２

ｄｔ２
＝（Ｄ０＋εＤ１＋…） ２ ＝Ｄ２

０＋２εＤ０Ｄ１＋… （４ｂ）

其中 Ｄ０ ＝
∂

∂Ｔ０
，Ｄ１ ＝

∂
∂Ｔ１

．

将式（３）和（４）带入方程（１）中，比较方程两边

摄动参数 ε 同阶次的系数，得到如下方程：
ε０ 阶：

Ｄ２
０ｘ１０＋

１
４
ｘ１０ ＝ ０ （５ａ）

７
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Ｄ２
０ｘ２０＋

１
４
ｘ２０ ＝ ０ （５ｂ）

ε１ 阶：

Ｄ２
０ｘ１１＋

１
４
ｘ１１ ＝ －２Ｄ０Ｄ１ｘ１０－μ１Ｄ０ｘ１０＋

１
２
σ１ｘ１０＋

β１６ｘ１０ｐ１ｃｏｓｔ－β１３ｘ２
１０ｘ２０－β１４ｘ３

１０－

β１５ｘ３
２０－β１２ｘ１０ｘ２

２０＋β１７Ｆ１ｃｏｓｔ （６ａ）

Ｄ２
０ｘ２１＋

１
４
ｘ２１ ＝ －２Ｄ０Ｄ１ｘ２０－μ２Ｄ０ｘ２０＋

１
２
σ２ｘ２０＋

β２６ｘ２０ｐ１ｃｏｓｔ－β２３ｘ１０ｘ２
２０－β２４ｘ３

２０－

β２５ｘ３
１０－β２２ｘ２

１０ｘ２０＋β２７Ｆ２ｃｏｓｔ （６ｂ）
方程（５ａ）和（５ｂ）的解可以写成如下复数形

式：

ｘ１０ ＝Ａ１（Ｔ１）ｅ
ｉ
２ Ｔ０＋Ａ１（Ｔ１）ｅ

－ ｉ
２ Ｔ０

ｘ２０ ＝Ａ２（Ｔ１）ｅ
ｉ
２ Ｔ０＋Ａ２（Ｔ１）ｅ

－ ｉ
２ Ｔ０ （７）

式中 Ａ１ 和 Ａ２ 分别是 Ａ１ 和 Ａ２ 的复共轭．
将方程（７）代入方程（６ａ）和方程（６ｂ）中得到：

Ｄ２
０ｘ１１＋

１
４
ｘ１１ ＝（ｉＤ１Ａ１－

１
２
ｉμ１Ａ１＋

１
２
σ１Ａ１＋

１
２
β１６ｐ１Ａ１－

β１３Ａ２
１Ａ２－３β１４Ａ２

１Ａ１－２β１３Ａ１Ａ１Ａ２－３β１５Ａ２
２Ａ２－

２β１２Ａ１Ａ２Ａ２－β１２Ａ１Ａ２
２）ｅ

ｉＴ０
２ ＋ｃｃ＋ＮＳＴ （８ａ）

Ｄ２
０ｘ２１＋

１
４
ｘ２１ ＝（－ｉＤ１Ａ２－

１
２
ｉμ２Ａ２＋

１
２
σ２Ａ２＋

１
２
β２６ｐ１Ａ２－

β２３Ａ１Ａ２
２－３β２４Ａ２

２Ａ２－２β２３Ａ１Ａ２Ａ２－３β２５Ａ２
１Ａ１－

２β２２Ａ１Ａ２Ａ１－β２２Ａ２Ａ２
１）ｅ

ｉＴ０
２ ＋ｃｃ＋ＮＳＴ （８ｂ）

其中 ｃｃ 和 ＮＳＴ 分别表示方程（８）右端函数的复数

部分和长期项．
Ａ１ 和 Ａ２ 可以表示为下列形式：

Ａ２ ＝
１
２
ａ２ｅｉφ２ （９）

消除方程（８）中可以产生长期项的部分，将方

程（９）代入方程（８）， 将实部与虚部分离，得到极

坐标形式的四维平均方程为：

ａ̇１ ＝ －
μ１ａ１

２
－
β１６ｐ１ａ１

２
ｓｉｎ（２φ１）－

β１３ａ２
１ａ２

４
ｓｉｎ（φ１－φ２）－

（
β１３ａ２

１ａ２

２
＋
３β１５ａ３

２

４
＋
β１２ａ１ａ２

２

２
ｃｏｓ（φ２－φ１））ｓｉｎ（φ２－φ１）

（１０ａ）

ａ１ φ̇１ ＝ －
μ１ａ１

２
－
β１６ｐ１ａ１

２
ｃｏｓ（２φ１）＋

３β１４ａ３
１

４
＋

β１２ａ１ａ２
２

４
＋
β１３ａ２

１ａ２

４
ｃｏｓ（φ１－φ２）＋

（
β１３ａ２

１ａ２

２
＋
３β１５ａ３

２

４
＋
β１２ａ１ａ２

２

２
ｃｏｓ（φ２－φ１））ｃｏｓ（φ２－φ１）

（１０ｂ）

ａ̇２ ＝ －
μ２ａ２

２
－
β２６ｐ１ａ２

２
ｓｉｎ（２φ２）－

（
β２３ａ１ａ２

２

４
＋
３β２５ａ３

１

４
＋
β２２ａ２

１ａ２

２
ｃｏｓ（φ１－φ２））ｓｉｎ（φ１－φ２）

（１０ｃ）

ａ２ φ̇２ ＝ －
μ２ａ２

２
－
β２６ｐ１ａ２

２
ｃｏｓ（２φ１）＋

３β２４ａ３
２

４
＋

β２２ａ２
１ａ２

４
＋
β２３ａ１ａ２

２

４
ｃｏｓ（φ２－φ１）＋

（
β２３ａ１ａ２

２

２
＋
３β２５ａ３

１

４
＋
β２２ａ２

１ａ２

２
ｃｏｓ（φ１－φ２））ｃｏｓ（φ１－φ２）

（１０ｄ）
让方程 （ １０） 的左边都等于零，同时在方程

（１０ａ）和方程（１０ｂ）中消除 φ２－φ１，在方程（１０ｃ）和
方程（１０ｄ）中消除 φ１－φ２，得到：

[ － １
２
μ１ａ１－

１
８
γ１５ａ２

２ａ１ｓｉｎ２（φ２－φ１）－
１
２
γ１８ ｆＴｓｉｎφ１＋

１
８
γ１４ａ２

１ａ２ｓｉｎ（φ２－φ１） ]
２
＋ [ １

２
σ１ａ１＋

３
８
γ１３ａ３

１＋

１
４
γ１５ａ１ａ２

２＋
１
８
γ１５ａ１ａ２

２ｃｏｓ２（φ２－φ１）－

１
２
γ１８ ｆＴｃｏｓφ１＋

１
８
γ１４ａ２

１ａ２ｃｏｓ（φ２－φ１） ]
２

＝（ １
２
γ１２ａ２＋

１
４
γ１４ａ２

１ａ２＋
３
８
γ１６ａ３

２） ２ （１１ａ）

[ － １
２
μ２ａ２－

１
８
γ２５ａ２

１ａ２ｓｉｎ２（φ１－φ２）－
１
２
γ２８ ｆＴｓｉｎφ２＋

１
８
γ２４ａ１ａ２

２ｓｉｎ（φ１－φ２） ]
２
＋ [ １

２
σ２ａ２＋

３
８
γ２３ａ３

２＋

１
４
γ２５ａ２

１ａ２＋
１
８
γ２５ａ２

１ａ２ｃｏｓ２（φ１－φ２）－

１
２
γ２８ ｆＴｃｏｓφ２＋

１
８
γ２４ａ１ａ２

２ｃｏｓ（φ１－φ２） ]
２

＝（ １
２
γ２２ａ１＋

１
４
γ２４ａ１ａ２

２＋
３
８
γ２６ａ３

１） ２ （１１ｂ）

展开方程（１１），得到：
ｋ１１ａ６

１＋ｋ１２ａ６
２＋ｋ１３ａ５

１ａ２＋ｋ１４ａ１ａ５
２＋ｋ１５ａ４

１ａ２
２＋ｋ１６ａ２

１ａ４
２＋

ｋ１７ａ３
１ａ３

２＋ｋ１８μ１ａ３
１ａ２＋ｋ１９σ１ａ３

１ａ２＋

ｋ１１０ｐ１ａ３
１ａ２＋ｋ１１１ｐ１ａ４

１＋ｋ１１２σ１ａ４
１＋

ｋ１１３σ１ａ２
１ａ２

２＋ｋ１１４ｐ１ａ２
１ａ２

２＋ｋ１１５ｐ２
１ａ２

１＋

８
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ｋ１１６μ１ｐ１ａ２
１＋ｋ１１７ｐ１σ１ａ２

１＋σ２
１ａ２

１＋μ２
１ａ２

１ ＝ ０ （１２ａ）

ｋ２１ａ６
２＋ｋ２２ａ６

１＋ｋ２３ａ１ａ５
２＋ｋ２４ａ５

１ａ２＋ｋ２５ａ２
１ａ４

２＋ｋ２６ａ４
１ａ２

２＋

ｋ２７ａ３
１ａ３

２＋ｋ２８μ２ａ１ａ３
２＋ｋ２９σ２ａ１ａ３

２＋

ｋ２１０ｐ１ａ１ａ３
２＋ｋ２１１ｐ１ａ４

２＋ｋ２１２σ２ａ４
２＋

ｋ２１３σ２ａ２
１ａ２

２＋ｋ２１４ｐ１ａ２
１ａ２

２＋ｋ２１５ｐ２
１ａ２

２＋

ｋ２１６μ２ｐ１ａ２
２＋ｋ２１７ｐ１σ２ａ２

２＋σ２
２ａ２

２＋μ２
２ａ２

２ ＝ ０ （１２ｂ）
式中：

ｋ１１ ＝
９β２

１４

４
， ｋ１２ ＝－

９β２
１５

４
， ｋ１３ ＝

３β１３β１４

２
ｃｏｓ（φ１－φ２），

ｋ１４ ＝ －３β１２β１５ｃｏｓ（φ２－φ１）， ｋ１５ ＝
３β１２β１４

２
，

ｋ１６ ＝β２
１２ｓｉｎ２（φ２－φ１）－

３β１３β１５

２
，

ｋ１７ ＝ －
β１２β１３

２
ｃｏｓ（φ１－φ２）， ｋ１８ ＝β１３ｓｉｎ（φ１－φ２），

ｋ１９ ＝－β１３ｃｏｓ（φ１－φ２）， ｋ１１０ ＝－β１３β１６ｃｏｓ（３φ１－φ２），
ｋ１１１ ＝ －３β１４β１６ｃｏｓ（２φ１）， ｋ１１２ ＝ －３β１４，

ｋ１１３ ＝ －β１２， ｋ１１４ ＝ －β１２β１６ｃｏｓ（２φ１）， ｋ１１５ ＝β２
１６，

ｋ１１６ ＝ ２β１６ｓｉｎ（２φ１）， ｋ１１７ ＝ ２β１６ｃｏｓ（２φ１），

ｋ２１ ＝
９β２

２４

４
， ｋ２２ ＝－

９β２
２５

４
， ｋ２３ ＝

３β２３β２４

２
ｃｏｓ（φ２－φ１），

ｋ２４ ＝ －３β２２β２５ｃｏｓ（φ１－φ２）， ｋ２５ ＝
３β２２β２４

２
，

ｋ２６ ＝β２
２２ｓｉｎ２（φ１－φ２）－

３β２３β２５

２
，

ｋ２７ ＝ －
β２２β２３

２
ｃｏｓ（φ２－φ１）， ｋ２８ ＝β２３ｓｉｎ（φ２－φ１），

ｋ２９ ＝－β２３ｃｏｓ（φ２－φ１）， ｋ２１０ ＝－β２３β２６ｃｏｓ（３φ２－φ１），
ｋ２１１ ＝ －３β２４β２６ｃｏｓ（２φ２）， ｋ２１２ ＝ －３β２４，

ｋ２１３ ＝ －β２２， ｋ２１４ ＝ －β２２β２６ｃｏｓ（２φ２）， ｋ２１５ ＝β２
２６，

ｋ２１６ ＝ ２β２６ｓｉｎ（２φ２）， ｋ２１７ ＝ ２β２６ｃｏｓ（２φ２）
（１２ｃ）

根据 φ̇１ ＝ ０ 和 φ̇２ ＝ ０，φ１ 和 φ２ 是 －π，π[ ] 中的

任意固定值．
１．３　 在 １ ∶１内共振情况下点阵夹芯板动力学方程

分叉分析

令：

ｇ＝（ｇ１，ｇ２）∈Ｅ→ ｚ，λ （１３）
式中：

ｇ１ ＝ ｋ１１ａ６
１＋ｋ１２ａ６

２＋ｋ１３ａ５
１ａ２＋ｋ１４ａ１ａ５

２＋ｋ１５ａ４
１ａ２

２＋

ｋ１６ａ２
１ａ４

２＋ｋ１７ａ３
１ａ３

２＋ｋ１８μ１ａ３
１ａ２＋ｋ１９σ１ａ３

１ａ２＋

ｋ１１０ｐ１ａ３
１ａ２＋ｋ１１１ｐ１ａ４

１＋ｋ１１２σ１ａ４
１＋

ｋ１１３σ１ａ２
１ａ２

２＋ｋ１１４ｐ１ａ２
１ａ２

２＋ｋ１１５ｐ２
１ａ２

１＋

ｋ１１６μ１ｐ１ａ２
１＋ｋ１１７ｐ１σ１ａ２

１＋σ２
１ａ２

１＋μ２
１ａ２

１ （１４ａ）
ｇ２ ＝ ｋ２１ａ６

２＋ｋ２２ａ６
１＋ｋ２３ａ１ａ５

２＋ｋ２４ａ５
１ａ２＋ｋ２５ａ２

１ａ４
２＋

ｋ２６ａ４
１ａ２

２＋ｋ２７ａ３
１ａ３

２＋ｋ２８μ２ａ１ａ３
２＋ｋ２９σ２ａ１ａ３

２＋

ｋ２１０ｐ１ａ１ａ３
２＋ｋ２１１ｐ１ａ４

２＋ｋ２１２σ２ａ４
２＋

ｋ２１３σ２ａ２
１ａ２

２＋ｋ２１４ｐ１ａ２
１ａ２

２＋ｋ２１５ｐ２
１ａ２

２＋

ｋ２１６μ２ｐ１ａ２
２＋ｋ２１７ｐ１σ２ａ２

２＋σ２
２ａ２

２＋μ２
２ａ２

２ （１４ｂ）
ｚ＝（ａ１，ａ２）， λ＝（σ１，σ２，ｐ１） （１４ｃ）

１．３．１　 限制切空间

定理 １．１　 芽 ｇ（ ｚ，λ）的限制切空间 ＲＴ（ｇ，１）
能够表示为：

ＲＴ（ｇ，１）＝ Ｍ２＋Ｍ〈σ１，σ２，ｐ１〉 （１５）
证明：根据命题 １．４（文献［１０］中，第二册 １６９

页），ＲＴ（ｇ，１）的生成元有 １４ 个：
（ｇ１，０），（ｇ２，０），（０，ｇ１），（０，ｇ２），ａ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１），
ａ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１），σ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１），σ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１），
ｐ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１），ａ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２），ａ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２），
σ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２），σ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２），ｐ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）

（１６）
式中：

ｇ１，ａ１
＝ ６ｋ１１ａ５

１＋５ｋ１３ａ４
１ａ２＋ｋ１４ａ５

２＋４ｋ１５ａ３
１ａ２

２＋

２ｋ１６ａ１ａ４
２＋３ｋ１７ａ２

１ａ３
２＋３ｋ１８μ１ａ２

１ａ２＋

３ｋ１９σ１ａ２
１ａ２＋３ｋ１１０ｐ１ａ２

１ａ２＋４ｋ１１１ｐ１ａ３
１＋

４ｋ１１２σ１ａ３
１＋２ｋ１１３σ１ａ１ａ２

２＋２ｋ１１４ｐ１ａ１ａ２
２＋

２ｋ１１５ｐ２
１ａ１＋２ｋ１１６μ１ｐ１ａ１＋２ｋ１１７ｐ１σ１ａ１＋

２σ２
１ａ１＋２μ２

１ａ１ （１７ａ）
ｇ２，ａ１

＝ ６ｋ２２ａ５
１＋ｋ２３ａ５

２＋５ｋ２４ａ４
１ａ２＋２ｋ２５ａ１ａ４

２＋

４ｋ２６ａ３
１ａ２

２＋３ｋ２７ａ２
１ａ３

２＋ｋ２８μ２ａ３
２＋ｋ２９σ２ａ３

２＋

ｋ２１０ｐ１ａ３
２＋２ｋ２１３σ２ａ１ａ２

２＋２ｋ２１４ｐ１ａ１ａ２
２ （１７ｂ）

ｇ１，ａ２
＝ ６ｋ１２ａ５

２＋ｋ１３ａ５
１＋５ｋ１４ａ１ａ４

２＋２ｋ１５ａ４
１ａ２＋

４ｋ１６ａ２
１ａ３

２＋３ｋ１７ａ３
１ａ２

２＋ｋ１８μ１ａ３
１＋ｋ１９σ１ａ３

１＋

ｋ１１０ｐ１ａ３
１＋２ｋ１１３σ１ａ２

１ａ２＋２ｋ１１４ｐ１ａ２
１ａ２ （１７ｃ）

ｇ２，ａ２
＝ ６ｋ２１ａ５

２＋５ｋ２３ａ１ａ４
２＋ｋ２４ａ５

１＋４ｋ２５ａ２
１ａ３

２＋

２ｋ２６ａ４
１ａ２＋３ｋ２７ａ３

１ａ２
２＋３ｋ２８μ２ａ１ａ２

２＋

３ｋ２９σ２ａ１ａ２
２＋３ｋ２１０ｐ１ａ１ａ２

２＋４ｋ２１１ｐ１ａ３
２＋

４ｋ２１２σ２ａ３
２＋２ｋ２１３σ２ａ２

１ａ２＋２ｋ２１４ｐ１ａ２
１ａ２＋

２ｋ２１５ｐ２
１ａ２＋２ｋ２１６μ２ｐ１ａ２＋２ｋ２１７ｐ１σ２ａ２＋

２σ２
２ａ２＋２μ２

２ａ２ （１７ｄ）
Ｍ２＋Ｍ〈σ１，σ２，ｐ１〉的生成元有 １８ 个：

９
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（ａ２
１，０）， （ａ１ａ２，０）， （ａ２

２，０）， （σ１ａ１，０） ，
（σ２ａ１，０）， （ｐ１ａ１，０）， （σ１ａ２，０）， （σ２ａ２，０），

（ｐ１ａ２，０）， （０，ａ２
１）， （０，ａ１ａ２）， （０，ａ２

２），
（０，σ１ａ１）， （０，σ２ａ１）， （０，ｐ１ａ１）， （０，σ１ａ２），
（０，σ２ａ２）， （０，ｐ１ａ２） （１８）
下面证明，当（ａ１，ａ２，σ１，σ２，ｐ１）＝ （０，０，０，０，０）

时，（１６）和（１８）之间存在一个可逆矩阵 Ａ，使得两

者可以互相表示：

ｕ１

ｕ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝Ａ

ｖ１
ｖ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ａ１ Ａ２

Ａ３ Ａ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｖ１
ｖ２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （１９）

式中：

ｕ１ ＝ (（ｇ１，０） （ｇ２，０） （０，ｇ１） （０，ｇ２）

ａ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１） ａ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１） σ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１） )
Ｔ

１×７

（２０ａ）

ｕ２ ＝ (σ２（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１） ｐ１（ｇ１，ａ１，ｇ２，ａ１） ａ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）

ａ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２） σ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２） σ２（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２）

ｐ１（ｇ１，ａ２，ｇ２，ａ２） )
Ｔ

１×７
（２０ｂ）

ｖ１ ＝ (（ａ２
１，０） （ａ１ａ２，０） （ａ２

２，０） （σ１ａ１，０）

（σ２ａ１，０） （ｐ１ａ１，０） （σ１ａ２，０） （σ２ａ２，０）

（ｐ１ａ２，０） )
Ｔ

１×９
（２０ｃ）

ｖ２ ＝ (（０，ａ２
１） （０，ａ１ａ２） （０，ａ２

２） （０，σ１ａ１）

（０，σ２ａ１） （０，ｐ１ａ１） （０，σ１ａ２） （０，σ２ａ２）

（０，ｐ１ａ２） )
Ｔ

１×９
（２０ｄ）

Ａ１ ＝

Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｃ４ Ｃ５ Ｃ６ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｃ７ Ｃ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ Ｃ７ Ｃ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｃ７ ０ ０ Ｃ２ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

７×９

（２０ｅ）

Ａ２ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
Ｃ１ Ｃ２ Ｃ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｃ４ Ｃ５ Ｃ６ ０ ０ ０ ０ ０ ０

６Ｃ４ Ｃ８ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ６Ｃ４ Ｃ８ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ６Ｃ４ ０ ０ Ｃ８ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

７×９

（２０ｆ）

Ａ３ ＝

０ ０ ０ ０ Ｃ７ ０ ０ Ｃ２ ０

０ ０ ０ ０ ０ Ｃ７ ０ ０ Ｃ２

Ｃ９ ６Ｃ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ Ｃ９ ６Ｃ３ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｃ９ ０ ０ ６Ｃ３ ０ ０

０ ０ ０ ０ Ｃ９ ０ ０ ６Ｃ３ ０

０ ０ ０ ０ ０ Ｃ９ ０ ０ ６Ｃ３

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

７×９

（２０ｇ）

Ａ４ ＝

０ ０ ０ ０ ６Ｃ４ ０ ０ Ｃ８ ０

０ ０ ０ ０ ０ ６Ｃ４ ０ ０ Ｃ８

Ｃ５ Ｃ１０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ Ｃ５ Ｃ１０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ Ｃ５ ０ ０ Ｃ１０ ０ ０

０ ０ ０ ０ Ｃ５ ０ ０ Ｃ１０ ０

０ ０ ０ ０ ０ Ｃ５ ０ ０ Ｃ１０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

７×９

（２０ｈ）
式中：

Ｃ１ ＝ ｋ１１ａ４
１＋ｋ１３ａ３

１ａ２＋ｋ１５ａ２
１ａ２

２＋ｋ１６ａ４
２＋ｋ１７ａ１ａ３

２＋

ｋ１８μ１ａ１ａ２＋ｋ１９σ１ａ１ａ２＋ｋ１１０ｐ１ａ１ａ２＋ｋ１１１ｐ１ａ２
１＋

ｋ１１２σ１ａ２
１＋ｋ１１３σ１ａ２

２＋ｋ１１４ｐ１ａ２
２＋ｋ１１５ｐ２

１＋

ｋ１１６μ１ｐ１＋ｋ１１７ｐ１σ１＋σ２
１＋μ２

１ （２１ａ）
Ｃ２ ＝ ｋ１４ａ４

２ （２１ｂ）
Ｃ３ ＝ ｋ１２ａ４

２ （２１ｃ）

Ｃ４ ＝ ｋ２２ａ４
１ （２１ｄ）

Ｃ５ ＝ ｋ２４ａ４
１ （２１ｅ）

Ｃ６ ＝ ｋ２１ａ４
２＋ｋ２３ａ１ａ３

２＋ｋ２５ａ２
１ａ２

２＋ｋ２６ａ４
１＋ｋ２７ａ３

１ａ２＋
ｋ２８μ２ａ１ａ２＋ ｋ２９σ２ａ１ａ２＋ｋ２１０ｐ１ａ１ａ２＋

ｋ２１１ｐ１ａ２
２＋ｋ２１２σ２ａ２

２＋ｋ２１３σ２ａ２
１＋ｋ２１４ｐ１ａ２

１＋

ｋ２１５ｐ２
１＋ｋ２１６μ２ｐ１＋ｋ２１７ｐ１σ２＋σ２

２＋μ２
２ （２１ｆ）

Ｃ７ ＝ ６ｋ１１ａ４
１＋５ｋ１３ａ３

１ａ２＋４ｋ１５ａ２
１ａ２

２＋２ｋ１６ａ４
２＋

３ｋ１７ａ１ａ３
２＋３ｋ１８μ１ａ１ａ２＋３ｋ１９σ１ａ１ａ２＋

３ｋ１１０ｐ１ａ１ａ２＋４ｋ１１１ｐ１ａ２
１＋４ｋ１１２σ１ａ２

１＋

２ｋ１１３σ１ａ２
２＋２ｋ１１４ｐ１ａ２

２＋２ｋ１１５ｐ２
１＋２ｋ１１６μ１ｐ１＋

２ｋ１１７ｐ１σ１＋２σ２
１＋２μ２

１ （２１ｇ）
Ｃ８ ＝ ｋ２３ａ４

２＋５ｋ２４ａ４
１＋２ｋ２５ａ１ａ３

２＋４ｋ２６ａ３
１ａ２＋

３ｋ２７ａ２
１ａ２

２＋ｋ２８μ２ａ２
２＋ｋ２９σ２ａ２

２＋ｋ２１０ｐ１ａ２
２＋

２ｋ２１３σ２ａ１ａ２＋２ｋ２１４ｐ１ａ１ａ２ （２１ｈ）
Ｃ９ ＝ ｋ１３ａ４

１＋５ｋ１４ａ４
２＋２ｋ１５ａ３

１ａ２＋４ｋ１６ａ１ａ３
２＋

３ｋ１７ａ２
１ａ２

２＋ｋ１８μ１ａ２
１＋ｋ１９σ１ａ２

１＋ｋ１１０ｐ１ａ２
１＋

０１
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２ｋ１１３σ１ａ１ａ２＋２ｋ１１４ｐ１ａ１ａ２

（２１ｉ）
Ｃ１０ ＝ ６ｋ２１ａ４

２＋５ｋ２３ａ１ａ３
２＋４ｋ２５ａ２

１ａ２
２＋２ｋ２６ａ４

１＋

３ｋ２７ａ３
１ａ２＋３ｋ２８μ２ａ１ａ２＋３ｋ２９σ２ａ１ａ２＋

３ｋ２１０ｐ１ａ１ａ２＋４ｋ２１１ｐ１ａ２
２＋４ｋ２１２σ２ａ２

２＋

２ｋ２１３σ２ａ２
１＋２ｋ２１４ｐ１ａ２

１＋２ｋ２１５ｐ２
１＋２ｋ２１６μ２ｐ１＋

２ｋ２１７ｐ１σ２＋２σ２
２＋２μ２

２ （２１ｊ）
因为 μ１＞０，μ２＞０，当 ａ１ ＝ａ２ ＝σ１ ＝σ２ ＝ ｐ１ ＝ ０ 时，

Ｃ１ ＝μ２
１≠０， Ｃ２ ＝ ０， Ｃ３ ＝ ０， Ｃ４ ＝ ０，

Ｃ５ ＝ ０， Ｃ６ ＝μ２
２≠０，Ｃ７ ＝ ２μ２

１≠０，

Ｃ８ ＝ ０， Ｃ９ ＝ ０， Ｃ１０ ＝ ２μ２
２≠０ （２２）

这样矩阵 Ａ 等于：
Ａ′１ Ａ′２
Ａ′３ Ａ′４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （２３）

式中：

Ａ１ ＝

μ２
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ μ２
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

２μ２
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ２μ２
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ２μ２
１ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

７×９

（２４ａ）

Ａ２ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
μ２

１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ μ２
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

７×９

（２４ｂ）

Ａ３ ＝

０ ０ ０ ０ ２μ２
１ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ２μ２
１ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

７×９

（２４ｃ）

Ａ４ ＝

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ２μ２

２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ２μ２
２ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ２μ２
２ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２μ２
２ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２μ２
２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

７×９

（２４ｄ）
在 １４×１８ 的矩阵 Ａ 中，容易发现第 １ 行和第 ５

行线性相关，第 ４ 行和第 １１ 行线性相关，第 ７、８、９、
１３、１４、１５ 列是空的，剔除第 ５、１１ 行和第 ７、８、９、
１３、１４、１５ 列，剩下一个 １２×１２ 的矩阵，很容易证明

１２×１２ 的矩阵的行列式的值是非零的．
证明完成．

１．３．２　 简单识别

定理 １．２　 令：
ｇ（ ｚ，λ）＝ ｈ（ ｚ，λ）＋ｑ（ ｚ，λ） （２５）

式中：
ｈ＝（μ２

１ａ２
１，μ２

２ａ２
２） （２６ａ）

ｑ＝（ｋ１１ａ６
１＋ｋ１２ａ６

２＋ｋ１３ａ５
１ａ２＋ｋ１４ａ１ａ５

２＋ｋ１５ａ４
１ａ２

２＋

ｋ１６ａ２
１ａ４

２＋ｋ１７ａ３
１ａ３

２＋ｋ１８μ１ａ３
１ａ２＋ｋ１９σ１ａ３

１ａ２＋

ｋ１１０ｐ１ａ３
１ａ２＋ｋ１１１ｐ１ａ４

１＋ｋ１１２σ１ａ４
１＋ｋ１１３σ１ａ２

１ａ２
２＋

ｋ１１４ｐ１ａ２
１ａ２

２＋ｋ１１５ｐ２
１ａ２

１＋ｋ１１６μ１ｐ１ａ２
１＋

ｋ１１７ｐ１σ１ａ２
１＋σ２

１ａ２
１，

ｋ２１ａ６
２＋ｋ２２ａ６

１＋ｋ２３ａ１ａ５
２＋ｋ２４ａ５

１ａ２＋ｋ２５ａ２
１ａ４

２＋ｋ２６ａ４
１ａ２

２＋

　 ｋ２７ａ３
１ａ３

２＋ｋ２８μ２ａ１ａ３
２＋ｋ２９σ２ａ１ａ３

２＋ｋ２１０ｐ１ａ１ａ３
２＋

　 ｋ２１１ｐ１ａ４
２＋ｋ２１２σ２ａ４

２＋ｋ２１３σ２ａ２
１ａ２

２＋ｋ２１４ｐ１ａ２
１ａ２

２＋

　 ｋ２１５ｐ２
１ａ２

２＋ｋ２１６μ２ｐ１ａ２
２＋ｋ２１７ｐ１σ２ａ２

２＋σ２
２ａ２

２） （２６ｂ）
可以得到 ｇ 和 ｈ 是强等价的．
证明：根据定理 １．１， Ｍ２ ＋Ｍ〈σ１，σ２，ｐ１〉的一

个高阶项是：
Ｍ３＋Ｍ２〈σ１，σ２，ｐ１〉 （２７）
对于多项式 ｇ，我们观察发现：
（ｋ１１ａ６

１，０）， （ｋ１２ａ６
２，０）， （ｋ１３ａ５

１ａ２，０），
（ｋ１４ａ１ａ５

２，０）， （ｋ１５ａ４
１ａ２

２，０）， （ｋ１６ａ２
１ａ４

２，０），
（ｋ１７ａ３

１ａ３
２，０）， （ｋ１８μ１ａ３

１ａ２，０）， （０，ｋ２１ａ６
２），

（０，ｋ２２ａ６
１）， （０，ｋ２３ａ１ａ５

２）， （０，ｋ２４ａ５
１ａ２），

（０，ｋ２５ａ２
１ａ４

２）， （０，ｋ１６ａ４
１ａ２

２）， （０，ｋ２７ａ３
１ａ３

２）和

（０，ｋ２８μ２ａ１ａ３
２）属于 Ｍ３ Ｅ

→

ｚ，λ

（２８ａ）

１１
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（ｋ１９σ１ａ３
１ａ２，０）， （ｋ１１０ｐ１ａ３

１ａ２，０）， （ｋ１１１ｐ１ａ４
１，０），

（ｋ１１２σ１ａ４
１，０）， （ｋ１１３σ１ａ２

１ａ２
２，０），（ｋ１１４ｐ１ａ２

１ａ２
２，０），

（ｋ１１５ｐ２
１ａ２

１，０）， （ｋ１１６μ１ｐ１ａ２
１，０）， （ｋ１１７ｐ１σ１ａ２

１，０），

（σ２
１ａ２

１，０），（０，ｋ２９σ２ａ１ａ３
２）， （０，ｋ２１０ｐ１ａ１ａ３

２），

（０，ｋ２１１ｐ１ａ４
２）， （０，ｋ２１２σ２ａ４

２）， （０，ｋ２１３σ２ａ２
１ａ２

２），

（０，ｋ２１４ｐ１ａ２
１ａ２

２）， （０，ｋ２１５ｐ２
１ａ２

２）， （０，ｋ２１６μ２ｐ１ａ２
２），

（０，ｋ２１７ｐ１σ２ａ２
２）和（σ２

２ａ２
２，０）

属于 Ｍ２〈σ１，σ２，ｐ１〉Ｅ
→

ｚ，λ

（２８ｂ）

因此，ｑ∈（Ｍ３＋Ｍ２〈σ１，σ２，ｐ１〉）Ｅ
→

ｚ，λ

根据定理 ４．１（文献［１０］中，第二册 １８５ 页），
可以得到 ｇ 和 ｈ 是强等价的．

证明完成．
在下面的讨论中，ｇ 将被 ｈ 取代．
引理 １．１　 ｈ 的非退化条件是：
１６μ４

１ μ４
２≠０

（２９）
满足非退化条件的 ｈ 等价于：
（ａ２

１，ａ２
２）

（３０）
证明：ｈ 是关于 ａ１，ａ２ 的二次齐次多项式，根据

方程（２．７） （文献［１０］中，第一册 ４０２ 页），

Ｑ（ｈ）＝
２μ２

１ａ１ ０

０ ２μ２
２ａ２

＝ ４μ２
１ μ２

２ａ１ａ２

（３１）
根据方程（２．８）（文献［１０］中，第一册 ４０２ 页），

Ｄ＝ ｂ２－４ａｃ＝ １６μ４
１ μ４

２ （３２）
因为 μ１＞０， μ２＞０，

１６μ４
１ μ４

２≠０ （３３）
ｈ 的正规形式能够表示为：
（ａ２

１，ａ２
２） （３４）

证明完成．
观察表达式（３４），ｈ 的普适开折需要表达式

（３４）补足 ｈ 的线性项和常数项．
定理 １．３　 令：
Ｈ（ａ１，ａ２，σ１，σ２，ｐ１）＝ （ｈ１（ａ１，ａ２，σ１，σ２，ｐ１），

ｈ２（ａ１，ａ２，σ１，σ２，ｐ１））是分叉问题 ｈ 的一个 ４ 参数

开折，如果满足引理 １．１，则 Ｈ 是 ｈ 的普适开折，当
且仅当：

ｄｅｔ（Ｑ）＝

　 ｄｅｔ

０ ｈ１，ａ１ａ１ ｈ１，ａ１ａ２ ０ ｈ２，ａ１ａ１ ｈ２，ａ１ａ２

０ ｈ１，ａ２ａ１ ｈ１，ａ２ａ２ ０ ｈ２，ａ２ａ１ ｈ２，ａ２ａ２

ｈ１，σ１
ｈ１，σ１ａ１ ｈ１，σ１ａ２ ｈ２，σ１

ｈ２，σ１ａ１ ｈ２，σ１ａ２

ｈ１，σ２
ｈ１，σ２ａ１ ｈ１，σ２ａ２ ｈ２，σ２

ｈ２，σ２ａ１ ｈ２，σ２ａ２

ｈ１，ｐ１ ｈ１，ｐ１ａ１ ｈ１，ｐ１ａ２ ｈ２，ｐ１ ｈ２，ｐ１ａ１ ｈ２，ｐ１ａ２

ｈ１，γ ｈ１，γａ１ ｈ１，γａ２ ｈ２，γ ｈ２，γａ１ ｈ２，γａ２

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

≠０

（３５）
式中 γ 是辅助参数，这里：

（ａ１，ａ２，σ１，σ２，ｐ１，γ）＝ （０，０，０，０，０，０）
证明： 矩阵 Ｑ 能够被表示为：
Ｑ＝（α１，α２，α３，α４，α５，α６） Ｔ （３６）

式中：
α１ ＝（０，ｈ１，ａ１ａ１，ｈ１，ａ１ａ２，０，ｈ２，ａ１ａ１，ｈ２，ａ１ａ２） （３７ａ）
α２ ＝（０，ｈ１，ａ２ａ１，ｈ１，ａ２ａ２，０，ｈ２，ａ２ａ１，ｈ２，ａ２ａ２） （３７ｂ）
α３ ＝（ｈ１，σ１

，ｈ１，σ１ａ１，ｈ１，σ１ａ２，ｈ２，σ１
，ｈ２，σ１ａ１，ｈ２，σ１ａ２）

（３７ｃ）
α４ ＝（ｈ１，σ２

，ｈ１，σ２ａ１，ｈ１，σ２ａ２，ｈ２，σ２
，ｈ２，σ２ａ１，ｈ２，σ２ａ２）

（３７ｄ）
α５ ＝（ｈ１，ｐ１，ｈ１，ｐ１ａ１，ｈ１，ｐ１ａ２，ｈ２，ｐ１，ｈ２，ｐ１ａ１，ｈ２，ｐ１ａ２）

（３７ｅ）
α６ ＝（ｈ１，γ，ｈ１，γａ１，ｈ１，γａ２，ｈ２，γ，ｈ２，γａ１，ｈ２，γａ２） （３７ｆ）
将 ｈ 代入方程（３７）， 得到：
α１ ＝（０，２，０，０，０，０）， α２ ＝（０，０，０，０，０，２），
α３ ＝（０，０，０，０，０，０）， α４ ＝（０，０，０，０，０，０），
α５ ＝（０，０，０，０，０，０）， α６ ＝（０，０，０，０，０，０）

（３８）
在方程（３８），仅有 ２ 个向量 α１ 和 α２ 是线性无

关的，因此存在补足 ｈ 的 ４ 个线性无关的向量：
（０，λ′ａ１）， （λ″ａ２，０）， （λ，λ）， （－γ，γ） （３９）

式中 λ， λ′和 λ″的取值是 σ１， σ２ 和 ｐ１ 三个分叉参

数中的任意一个，且互相之间取值不同．
这样，我们得到：
Ｈ＝（ａ２

１＋λ″ａ２＋λ－γ，ａ２
２＋λ′ａ１＋λ＋γ） （４０）

把方程（４０）代入方程（３５），得到：
ｄｅｔ（Ｑ）≠０． （４１）
反过来，在方程（３８）中，仅有向量 α１ 和 α２ 是

线性无关，因为 ｄｅｔ（Ｑ）≠０， 补足 ｈ 的线性无关的

向量需要 ４ 个：
（０，λ′ａ１）， （λ″ａ２，０）， （λ，λ）， （－γ，γ） （４２）
这样，得到：

２１
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Ｈ＝（ａ２
１＋ε２λ″ａ２＋ε１λ－ε４γ，ａ２

２＋ε３λ′ａ１＋ε１λ＋ε４γ）
证明完成．

１．３．３　 多项式空间的维数

定理 １．４　 多项式空间能够简化为：
Ｒ｛（ｄｈ） ｚ，λ（Ｙ１），…，（ｄｈ） ｚ，λ（Ｙｍ），ｈλ，λｈλ，λ２ｈλ，…｝
＝Ｒ｛（ａ１，０），（０，ａ２）｝ （４３）

证明： 推导方程（４３），建立下面的矩阵关系：
ｕ′１
ｕ′２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝Ｂ

ｖ′１
ｖ′２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

Ｂ１ Ｂ２

Ｂ３ Ｂ４

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ｖ′１
ｖ′２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （４４）

式中：

ｕ′１ ＝ (（ｈ１，ａ１，０） （ｈ１，ａ２，０） （ｈ１，σ１
，０）

　 　 （ｈ１，σ２
，０） （ｈ１，ｐ１，０） )

Ｔ

１×５

（４５ａ）

ｕ′２ ＝ (（０，ｈ２，ａ１） （０，ｈ２，ａ２） （０，ｈ２，σ１
）

　 　 （０，ｈ２，σ２
） （０，ｈ２，ｐ１） )

Ｔ

１×５

（４５ｂ）

ｖ′１ ＝ (（ａ１，０） （ａ２，０） （σ１，０） （σ２，０）

　 　 （ｐ１，０） )
Ｔ

１×５
（４５ｃ）

ｖ′２ ＝ (（０，ａ１） （０，ａ２） （０，σ１） （０，σ２）

　 　 （０，ｐ１） )
Ｔ

１×５
（４５ｄ）

Ｂ１ ＝

Ｄ１ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

（４５ｅ）

Ｂ２ ＝

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

（４５ｆ）

Ｂ３ ＝

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

（４５ｇ）

Ｂ４ ＝

０ ０ ０ ０ ０
０ Ｄ２ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

（４５ｈ）

显然：
Ｄ１ ＝ ２， Ｄ２ ＝ ２ （４６）

我们发现（ｕ′Ｔ１ ｕ′Ｔ２ ）能够被（ａ１，０）和（０，ａ２）

两个向量表示，因此，
Ｒ （ｄｈ） ｚ，λ（Ｙ１），…，（ｄｈ） ｚ，λ（Ｙｍ），ｈλ，λｈλ，λ２ｈλ，…{ }

＝Ｒ （ａ１，０），（０，ａ２）{ } （４７）
证明完成．

１．３．４　 奇异性理论推广

根据定理 １．１，有下面的关系：
ｈ∈Ｍ２⊂Ｍ２＋Ｍ〈σ１，σ２，ｐ１〉 （４８）

得到：

（ａ２
１，０）， （０，ａ２

２） 属于 Ｍ２ Ｅ→ ｚ，λ （４９）

明显，多项式 ｈ 不包含属于 Ｍ〈σ１，σ２，ｐ１〉Ｅ
→

ｚ，λ

的单项式．
因此，对奇异性理论作如下的推广：

定义 １．１　 设 Ｔ（ｈ，１）⊂ Ｅ→ ｚ，λ有有限余维，如果

ｈ∈〈ｈ〉⊂Ｔ（ｈ，１）， 则 ｈ 在 Ｔ（ｈ，１）中的补空间的

一组基所需参数个数最小时，叫做 ｈ 在 Ｔ（ｈ，１）的

余维数，记作 ｎ；Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补空间的一组

基所需参数个数最小时，叫做 Ｔ（ｈ，１）在Ｅ→ ｚ，λ的余

维数，记作 ｍ．

引理 １．２　 ｈ 在 Ｅ→ ｚ，λ的余维数，等于 ｎ＋ｍ．

证明：根据定义 １．１， Ｔ（ｈ，１）⊂ Ｅ→ ｚ，λ有有限余

维，存在 ｎ 个线性无关的向量补足〈ｈ〉，使得：
〈ｈ〉 ｐ（ｎ）＝ Ｔ（ｈ＋１） （５０）

式中 ｐ（ｎ）是一个有限维子空间．
同理，存在 ｍ 个线性无关的向量补足 Ｔ（ｈ，１），使
得

Ｔ（ｈ＋１） ｐ′（ｍ）＝ Ｅ→ ｚ，λ （５１）
式中 ｐ′（ｍ）是一个有限维子空间．

把方程（５０）代入方程（５１）， 得到

〈ｈ〉 ｐ（ｎ） ｐ′（ｍ）＝ Ｅ→ ｚ，λ （５２）

因此， 〈ｈ〉在Ｅ→ ｚ，λ的余维数，等于 ｎ＋ｍ，即 ｈ 在

Ｅ→ ｚ，λ的余维数，等于 ｎ＋ｍ．
证明完成．
推论 １．１　 ｎ＝ ６－２－ｍ．
证明：根据定理 １．３，存在 ６ 个线性无关的向量，

但是在方程（３８）中，仅有两个线性无关的向量 α１ 和

α２ ． 根据引理 １．１， 可知 ２＋ｍ＋ｎ＝６，即：ｎ＝６－２－ｍ．
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证明完成．
引理 １．３ 　 让辅助参数 γ∈Ｒ 作用在单项式

λｌ１ｘｌ２上， 如果 ｌ１≠０，则 γ 能够被剔除，ｓｇｎ（γ）λｌ１ｘｌ２

将被获得．
证明：对于 γλ ｌ１ｘｌ２，如果 ｌ１≠０， γ 能够嵌入在

λ ｌ１中，得到 ｓｇｎ（γ）λ ｌ１，这是因为 γ 和 λ 都是参数，
有共同的辅助特性．

证明完成．
在后面的讨论中，为了简化符号，ｓｇｎ（γ）被记

作 ε．
１．３．５　 普适开折

定理 １．５　 ｈ 在 Ｅ
→

ｚ，λ中的余维数是 ４，方程（３４）
的普适开折是：

Ｇ１ ＝（ａ２
１＋２ε１２σ１ａ２＋ε１１ｐ１－γ，ａ２

２＋２ε１３σ２ａ１＋
ε１１ｐ１＋γ） （５３ａ）

Ｇ２ ＝（ａ２
１＋２ε２２σ２ａ２＋ε２１ｐ１－γ，ａ２

２＋２ε２３σ１ａ１＋
ε２１ｐ１＋γ） （５３ｂ）

Ｇ３ ＝（ａ２
１＋２ε３２σ２ａ２＋ε３１σ１－γ，ａ２

２＋２ε３３ｐ１ａ１＋
ε３１σ１＋γ） （５３ｃ）

Ｇ４ ＝（ａ２
１＋２ε４２ｐ１ａ２＋ε４１σ１－γ，ａ２

２＋２ε４３σ２ａ１＋
ε４１σ１＋γ） （５３ｄ）

Ｇ５ ＝（ａ２
１＋２ε５２σ１ａ２＋ε５１σ２－γ，ａ２

２＋２ε５３ｐ１ａ１＋
ε５１σ２＋γ） （５３ｅ）

Ｇ６ ＝（ａ２
１＋２ε６２ｐ１ａ２＋ε６１σ２－γ，ａ２

２＋２ε６３σ１ａ１＋
ε６１σ２＋γ） （５３ｆ）

式中 γ 是辅助参数，εｉｊ ＝ ＋１，０，－１；ｉ ＝ １，…，６；ｊ ＝ １，
２，３．

证明：根据方程（２．７） （文献［１０］中，第二册

２１１ 页），可知：

Ｔ（ｈ，１）＝ （Ｍ２＋Ｍ〈σ１，σ２， ｐ１〉）Ｅ
→

ｚ，λ＋
Ｒ （ａ１，０），（０，ａ２）{ } （５４）

ＩｔｒＴ（ｈ，１）是包含在 Ｔ（ｈ，１）中的极大理想：

ＩｔｒＴ（ｈ，１）＝ （Ｍ２＋Ｍ〈σ１，σ２， ｐ１〉）Ｅ
→

ｚ，λ （５５）
可知：

ＩｔｒＴ（ｈ，１）[ ] ⊥ ＝Ｒ { （ａ１，０），（ａ２，０），（σ１，０），

（σ２，０），（ｐ１，０），（－１，０）
（０，ａ１），（０，ａ２），（０，σ１），

（０，σ２），（０，ｐ１），（０，１） }

（５６）
维数是 １２．

显然，Ｒ （ａ１，０），（０，ａ２）{ } 的维数是 ２，因此存

在 ＩｔｒＴ（ｇ，１）[ ] ⊥的子空间的一组基补足 Ｒ｛（ａ１，
０），（０，ａ２）｝，即：

（ａ２，０）， （０，ａ１）， （σ１，０）， （０，σ１）， （σ２，０），
（０，σ２），（ｐ１，０）， （０，ｐ１），（－１，０），（０，１）

（５７）
根据定理 １．３，简化方程（５７），
（ａ２，０）， （０，ａ１）， （σ１，σ１）， （σ２，σ２），
（ｐ１，ｐ１）， （－１，１） （５８）

Ｍ〈σ１，σ２，ｐ１〉Ｅ
→

ｚ，λ的生成元有 １２ 个：
（σ１ａ１，０）， （σ２ａ１，０）， （ｐ１ａ１，０）， （σ１ａ２，０），
（σ２ａ２，０）， （ｐ１ａ２，０）， （０，σ１ａ１）， （０，σ２ａ１），
（０，ｐ１ａ１）， （０，σ１ａ２）， （０，σ２ａ２）， （０，ｐ１ａ２）

（５９）
在方程（５８）中，对于向量（ａ２，０）和（０，ａ１），存

在两个辅助参数 β１ 和 β２，使得 （ β１ａ２，０） 和 （ ０，
β２ａ１）发生． 根据定理 １． ３，（β１ａ２，０）和（σ１ａ２，０），
（σ２ａ２，０）， （ｐ１ａ２，０）三个向量中的任意一个线性

相关；（０，β２ａ１）和（０，σ１ａ１）， （０，σ２ａ１）， （０，ｐ１ａ１）
三个向量中的任意一个线性相关． 因此，（ａ２，０）和
（０，ａ１）将被剔除．

在 ｈ 的普适开折中，存在 ４ 个辅助参数 α１，
α２，α３ 和 γ， 使得 （ α１ｐ１， α１ｐ１ ）， （ α２σ１， α２σ１ ），
（α３σ２，α３σ２）和（－γ，γ）发生，根据引理 １．３，（ε１ｐ１，
ε１ｐ１），（ε２σ１，ε２σ１），（ε３σ２，ε３σ２）和（－γ，γ）发生．
因为 ｐ１，σ１，σ２ 和 γ 都是参数，根据定理 １．３，把四

个向量（ε１ｐ１，ε１ｐ１），（ε２σ１，ε２σ１），（ε３σ２，ε３σ２）和
（－γ，γ）代入方程（３７）中，仅有两个向量是线性无

关的，根据定义 １．１，ｍ＝ ２．
根据定理 １．３， 在矩阵 Ｑ 中，可知向量（－γ，γ）

必然发生．

因此，Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补基是（ε１ｐ１，ε１ｐ１）
和（ － γ，γ），或者 （ ε２σ１， ε２σ１ ） 和 （ － γ， γ），或者

（ε３σ２，ε３σ２）和（－γ，γ） ．
为了简化符号， （ ε２σ１， ε２σ１ ） 记作 （ ε１σ１，

ε１σ１），（ε３σ２，ε３σ２）记作（ε１σ２，ε１σ２） ．
根据推论 １．１，ｎ＝ ２．
根据定义 １．１，在 Ｔ（ｈ，１）中，存在 ２ 个线性无

关的向量补足〈 ｈ〉 ． 根据定理 １． ３，当选择（ε１ｐ１，

ε１ｐ１）和（ －γ，γ）作为 Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补基时，
它们是（σ１ａ２，０）和（０，σ２ａ１）或者（σ２ａ２，０）和（０，
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σ１ａ２）；当选择（ε１σ１，ε１σ１）和（ －γ，γ）作为 Ｔ（ ｈ，

１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补基时，它们是（ｐ１ａ２，０）和（０，σ２ａ１）
或者（σ２ａ２，０）和（０，ｐ１ａ１）；当选择（ε１σ２，ε１σ２）和

（－γ，γ）作为 Ｔ（ ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补基时，它们是

（ｐ１ａ２，０）和（０，σ１ａ１）或者（σ１ａ２，０）和（０，ｐ１ａ１） ．
这样，存在两个辅助参数 β１ 和 β２，当选择

（ε１ｐ１，ε１ｐ１）和（－γ，γ）作为 Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补

基时，使得（β１σ１ａ２，０）和（０，β２σ２ａ１）或者（β１σ２ａ２，
０）和（０，β２σ１ａ２）发生；当选择（ε１σ１，ε１σ１）和（－γ，

γ）作为 Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补基时，（β１ｐ１ａ２，０）和
（０，β２σ２ａ１）或者（β１σ２ａ２，０）和（０，β２ｐ１ａ１）发生；当

选择（ε１σ２，ε１σ２）和（－γ，γ）作为 Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中

的补基时，（β１ｐ１ａ２，０）和（０，β２σ１ａ１）或者（β１σ１ａ２，
０）和（０，β２ｐ１ａ１）发生．

根据引理 １．３，当选择（ε１ｐ１，ε１ｐ１）和（－γ，γ）作

为 Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补基时，（ε２σ１ａ２，０）和（０，
ε３σ２ａ１）或者（ε２σ２ａ２，０）和（０，ε３σ１ａ２）发生；当选

择（ε１σ１，ε１σ１）和（－γ，γ）作为 Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的

补基时，（ε２ｐ１ａ２，０）和（０，ε３σ２ａ１）或者（ε２σ２ａ２，０）
和（０，ε３ｐ１ａ１）发生；当选择（ε１σ２，ε１σ２）和（－γ，γ）

作为 Ｔ（ｈ，１）在 Ｅ→ ｚ，λ中的补基时，（ε２ｐ１ａ２，０）和（０，
ε３σ１ａ１）或者（ε２σ１ａ２，０）和（０，ε３ｐ１ａ１）发生．

根据上面的分析，得到：
Ｇ１ ＝（ａ２

１＋２ε１２σ１ａ２＋ε１１ｐ１－γ，ａ２
２＋２ε１３σ２ａ１＋

ε１１ｐ１＋γ） （６０ａ）
Ｇ２ ＝（ａ２

１＋２ε２２σ２ａ２＋ε２１ｐ１－γ，ａ２
２＋２ε２３σ１ａ１＋

ε２１ｐ１＋γ） （６０ｂ）
Ｇ３ ＝（ａ２

１＋２ε３２σ２ａ２＋ε３１σ１－γ，ａ２
２＋２ε３３ｐ１ａ１＋

ε３１σ１＋γ） （６０ｃ）
Ｇ４ ＝（ａ２

１＋２ε４２ｐ１ａ２＋ε４１σ１－γ，ａ２
２＋２ε４３σ２ａ１＋

ε４１σ１＋γ） （６０ｄ）
Ｇ５ ＝（ａ２

１＋２ε５２σ１ａ２＋ε５１σ２－γ，ａ２
２＋２ε５３ｐ１ａ１＋

ε５１σ２＋γ） （６０ｅ）
Ｇ６ ＝（ａ２

１＋２ε６２ｐ１ａ２＋ε６１σ２－γ，ａ２
２＋２ε６３σ１ａ１＋

ε６１σ２＋γ） （６０ｆ）
根据引理 １．３，当所有隐辅助参数和辅助参数

γ 等于零，即：εｉｊ ＝ ０ （ ｉ ＝ １，…，６； ｊ ＝ １，２，３）和 γ ＝
０，我们可以得到：

Ｇ ｉ（ａ１，ａ２，ｐ１，０，０，０，０）＝ ｈ（ａ１，ａ２，ｐ１） （６１）
根据定理 １．３，当 εｉｊ≠０，对于方程（６０）有：

ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ２ε１２ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ２ε１３ ０

ε１１ ０ ０ ε１１ ０ ０

－１ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠０ （６２ａ）

ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ０ ０ ２ε２３ ０

０ ０ ２ε２２ ０ ０ ０

ε２１ ０ ０ ε２１ ０ ０

－１ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠０ （６２ｂ）

ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
ε３１ ０ ０ ε３１ ０ ０

０ ０ ２ε３２ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ２ε３３ ０

－１ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠０ （６２ｃ）

ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
ε４１ ０ ０ ε４１ ０ ０

０ ０ ０ ０ ２ε４３ ０

０ ０ ２ε４２ ０ ０ ０

－１ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠０ （６２ｄ）

ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ２ε５２ ０ ０ ０

ε５１ ０ ０ ε５１ ０ ０

０ ０ ０ ０ ２ε５３ ０

－１ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠０ （６２ｅ）

ｄｅｔ

０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ２
０ ０ ０ ０ ２ε６３ ０

ε６１ ０ ０ ε６１ ０ ０

０ ０ ２ε６２ ０ ０ ０

－１ ０ ０ １ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

≠０ （６２ｆ）

证明完成．
１．３．６　 转迁集

在下面的分析中，我们讨论方程（５３）的转迁

集．
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对于方程（５３ａ），分叉集满足的条件是：
ａ２

１＋２ε１２σ１ａ２＋ε１１ｐ１－γ＝ ０ （６３ａ）

ａ２
２＋２ε１３σ２ａ１＋ε１１ｐ１＋γ＝ ０ （６３ｂ）
ａ１

ε１３σ２
＝
ε１２σ１

ａ２
＝
ε１２ａ２

０
或

ａ１

ε１３σ２
＝
ε１２σ１

ａ２
＝ ０
ε１３ａ１

或

ａ１

ε１３σ２
＝
ε１２σ１

ａ２
＝
ε１１

ε１１
（６３ｃ）

由方程（６３ｃ）的第三个等式，可得分叉集的表

达式：

ｐ１ ＝ － ３
２ε１１

σ２
１－

３
２ε１１

σ２
２ （６４）

方程（６３ｃ）的第一和第二个等式，表明分叉发

生时：
（ａ１，ａ２，σ１，σ２，ｐ１，γ）＝ （０，０，０，０，０，０） （６５）
滞后集：
Ｇ＝ ０， ｄｅｔ（ｄＧ）＝ ０ 和 ｄ２Ｇ（ｖ，ｖ）∈ｒａｎｇｅ（ｄＧ），

（６６）
任意非零 ｖ∈ｋｅｒ（ｄＧ） ．

滞后集满足的条件：
ａ２

１＋２ε１２σ１ａ２＋ε１１ｐ１－γ＝ ０ （６７ａ）

ａ２
２＋２ε１３σ２ａ１＋ε１１ｐ１＋γ＝ ０ （６７ｂ）

ａ１ａ２－ε１２ε１３σ１σ２ ＝ ０ （６７ｃ）

（ｖ２１，ｖ２２）∈ｒａｎｇｅ（ｄＧ） （６７ｄ）
式中 ｖ＝（ｖ１，ｖ２） ．

我们假设 σ１≠０ 和 σ２≠０，则：
ｖ＝（ａ１，ε１２σ１） （６８）

注意到（ｖ２１，ｖ２２）∈ｒａｎｇｅ（ｄＧ）当且仅当：

（ｖ２１，ｖ２２）·（ε１２σ１，ａ２）＝ ０ （６９）
计算方程（６９），可得：
ε１２ａ２

１＋σ１ａ２ ＝ ０ （７０）
让 ａ１ 乘以方程（７０） 的两端，然后代入方程

（６７ｃ）中，得到：
ａ１ ＝ －ε１３σ２ ／ ３

１ σ１ ／ ３
２ （７１）

由方程（６７ｃ）和方程（７１），可得：
ａ２ ＝ －ε１２σ１ ／ ３

１ σ２ ／ ３
２ （７２）

方程（６７ａ）加方程（６７ｂ），可得：
ａ２

１＋２ε１２σ１ａ２＋ａ２
２＋２ε１３σ２ａ１＋２ε１１ｐ１ ＝ ０ （７３）

把方程（７１）和方程（７２）代入方程（７３）中，得到滞

后集的表达式：

ｐ１ ＝
１

２ε１１
σ４ ／ ３

１ σ２ ／ ３
２ ＋ １

２ε１１
σ２ ／ ３

１ σ４ ／ ３
２ （７４）

双极限点集满足的条件：
ａ２

１＋２ε１２σ１ａ２＋ε１１ｐ１－γ＝ ０ （７５ａ）

ａ２
２＋２ε１３σ２ａ１＋ε１１ｐ１＋γ＝ ０ （７５ｂ）

ａ１ａ２－ε１２ε１３σ１σ２ ＝ ０ （７５ｃ）
（ａ１１，ａ２１）≠（ａ１２，ａ２２），当 ｐ１ ＝ｃｏｎｓｔ （７５ｄ）
根据方程（６４）计算，可知：
σ１ ＝ ０， ｐ１≤０ 和 σ２ ＝ ０， ｐ１≤０ 当 ε１１ ＝ １，

（７６ａ）
σ１ ＝ ０， ｐ１≥０ 和 σ２ ＝ ０， ｐ１≥０ 当 ε１１ ＝ －１

（７６ｂ）
我们定义 ρ， θ 和 δ 是 ｆＴσ２σ１⁃空间的圆柱坐标

的转换，令：
σ１ ＝ ρ３ ｃｏｓ３θ，σ２ ＝ ρ３ ｓｉｎ３θ，ｐ１ ＝ ρ６δ （７７）
把方程（７７）代入方程（６４）和方程（７４）中，Ｂ，

Ｈ 和 Ｄ 有如下形式：

Ｂ： δ＝ － ３
２ε１１

ｃｏｓ６θ－ ３
２ε１１

ｓｉｎ６θ{ } （７８ａ）

Ｈ： δ＝ １
８ε１１

ｓｉｎ２（２θ）{ } （７８ｂ）

Ｄ： θ＝ ０，π
２
，π，３π

２
；δ≤０；ε１１ ＝ １{ }和

θ＝ ０，π
２
，π，３π

２
；δ≥０；ε１１ ＝ －１{ } （７８ｃ）

同理，方程（５３ｂ），（５３ｃ）， （５３ｄ），（５３ｅ）和（５３ｆ）的
转迁集也能够被获得．

２　 数值模拟

本节利用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法对方程（５３ａ）进行数

值计算，针对分叉表达式，滞后表达式和双极限点

集得到关于三个分叉参数 σ１，σ２ 和 ｐ１ 的平面转迁

集和立体转迁集，同时给出了相应的力－幅图．
根据以上分析结果，对方程（５３ａ）进行数值计

算，由方程（６４）和方程（７４），我们得到方程（５３ａ）
关于三个分叉参数 σ１，σ２ 和 ｐ１ 的平面转迁集和立

体转迁集，当 ε１１ ＝ －１ 时，如图 １ 和图 ２ 所示；当 ε１１

＝ １ 时，如图 ５ 和图 ６ 所示，Ｂ 表示分叉集，Ｈ 表示

滞后集，Ｄ 表示双极限点集． 从方程（６４）的表达式

可以发现，当 ｐ１ 固定时，在图 ２（ａ）中，分叉集是一

个圆；当 σ１ 或 σ２ 固定时，在图 ２（ａ）中，分叉集是

一个抛物线．

６１



第 １ 期 郭宇红等：１ ∶１内共振情况下轻质材料层合板动力学的奇异性分析

图 １ 和图 ２ 将方程（５３ａ）平衡点附近邻域分为

不同的区域，分别对应点阵夹芯板不同的振动形

式，在区域（１）中方程（５３ａ）有一个零解；在区域

（２）中方程（５３ａ）有两个零解；在区域（３）中方程

（５３ａ）没有零解．

图 １　 ε１１ ＝－１ 时方程（５３ａ）的平面转迁集

Ｆｉｇ． １　 Ｐｌａｎ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｖａｒｉｅｔｙ ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝－１

图 ２　 ε１１ ＝－１ 时方程（５３ａ）的三维转迁集

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓ ｖａｒｉｅｔｙ

ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝－１

图 ３ 表示，当 ε１１ ＝ －１，ε１２ ＝ １ 和 ε１３ ＝ １ 时，方程

（５３ａ）的第一阶模态的力⁃幅响应，其对应参数值分

别为：
（ａ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ ０
（ｂ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ ０
（ｃ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ １
（ｄ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ １
图 ４ 表示，当 ε１１ ＝ －１，ε１２ ＝ １ 和 ε１３ ＝ １ 时，方程

（５３ａ）的第二阶模态的力⁃幅响应，其对应参数值分

别为：
（ａ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ ０
（ｂ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ ０
（ｃ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ １
（ｄ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ １

图 ３　 ε１１ ＝－１ 时方程（５３ａ）在不同参数下

第一阶模态的力⁃幅响应曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｆｏｒｃｅ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝－１

图 ４　 ε１１ ＝－１ 时方程（５３ａ）在不同参数下

第一阶模态的力⁃幅响应曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｆｏｒｃｅ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝－１

同理，图 ５ 和图 ６ 将方程（５３ａ）平衡点附近邻

域分为不同的区域，分别对应点阵夹芯板不同的振

动形式，在区域（１）中方程（５３ａ）有一个零解；在区

域（２）中方程（５３ａ）有两个零解；在区域（３）中方程

（５３ａ）没有零解．
图 ７ 表示，当 ε１１ ＝ １，ε１２ ＝ １ 和 ε１３ ＝ １ 方程

（５３ａ）的第一阶模态的力⁃幅响应，其对应参数值分

别为：
（ａ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ ０
（ｂ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ ０
（ｃ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ １
（ｄ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ １
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图 ５　 ε１１ ＝ １ 时方程（５３ａ）的平面转迁集

Ｆｉｇ．５　 Ｐｌａｎ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ ｖａｒｉｅｔｙ ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝ １

图 ６　 ε１１ ＝ １ 时方程（５３ａ）的三维转迁集

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓ ｖａｒｉｅｔｙ

ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝ １

图 ７　 ε１１ ＝ １ 时方程（５３ａ）在不同参数下

第一阶模态的力⁃幅响应曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｆｏｒｃｅ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝ １

图 ８ 表示，当 ε１１ ＝ １，ε１２ ＝ １ 和 ε１３ ＝ １ 时，方程

（５３ａ）的第二阶模态的力⁃幅响应，其对应参数值分

别为：
（ａ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ ０
（ｂ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ ０
（ｃ） σ１ ＝ －１， σ２ ＝ －３， γ＝ １

（ｄ） σ１ ＝ －３， σ２ ＝ －１， γ＝ １

图 ８　 ε１１ ＝ １ 时方程（５３ａ）在不同参数下

第二阶模态的力⁃幅响应曲线

Ｆｉｇ．８　 Ｆｏｒｃｅ⁃ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｆｏｒ Ｅｑｕａｔｉｏｎ （５３ａ） ｗｈｅｎ ε１１ ＝ １

同样的方法，也可以对方程 （ ５３ｂ）、 （ ５３ｃ）、
（５３ｄ）、 （５３ｅ）和（５３ｆ）进行数值计算，针对分叉表

达式，滞后表达式和双极限点集得到关于三个分叉

参数 σ１、σ２ 和 ｐ１ 的平面转迁集和立体转迁集．

３　 结论

针对 １ ∶１内共振情况下点阵夹芯板的非线性

动力学分叉方程，推广了对于含有两个状态变量和

三个及三个以上分叉参数的一般非线性动力学方

程的奇异性理论，得到点阵夹芯板的非线性力学分

叉方程余维 ４ 的 ６ 个普适开折的表达式，从方程

（６４）的表达式可以发现：当 ｐ１ 固定时，分叉集是一

个圆；当 σ１ 或 σ２ 固定时，分叉集是一个抛物线，同
时，在区域（１）中，方程（５３）有一个零解；在区域

（２）中方程（５３）有两个零解；在区域（３）中方程

（５３）没有零解． 研究结果对理解点阵夹芯板结构

的稳定性具有指导意义，并为该类构件的工程应用

提供参考．
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