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摘要　 本文以求解非线性非保守的 Ｍａｔｈｅｗｓ⁃Ｌａｋｓｈｍａｎａｎ 振子（以下简写成 Ｍ⁃Ｌ 振子）为例，说明分析力学

理论和方法在非线性系统研究中的应用．根据变分法逆问题理论，将 Ｍ⁃Ｌ 振子方程变换为自伴随形式方程；

利用四种方法构造出振子的拉格朗日函数和哈密顿函数；分别基于诺特理论和哈密顿⁃雅可比方法得到 Ｍ⁃Ｌ

振子方程的解．
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引言

非线性的振荡是无处不在的事物运动发展的

现象，除了传统的力学物理学和诸多工程技术科学

外，还涉及从天体系统大气系统，到生态系统经济

系统等很多自然和社会科学领域，人们以非线性微

分方程模拟这些现象，利用多种方法求解这些方

程，得到很多重要的研究成果［１，２］ ．然而，对有些基

本的理论问题而言，例如，涉及的系统的量子化时，
近似解法、计算方法或实验的方法就达不到要求，
因为理论要求能够导出系统的拉格朗日函数和哈

密顿函数，能够得到精确的解析解．虽然这样的非

线性系统很少，但是有必要研究它们，而且也存在

不同的研究途径和方法［３－１０］ ．上世纪中叶以来，分
析力学理论在很多方面仍然取得新的进展，例如，
变分法逆问题和对称性与守恒量理论，分析力学理

论和方法在求解微分方程中得到广泛的应用，这就

为非线性系统研究提供了新的重要基础和途

径［１１－２０］ ．在力学和物理学的研究中，振动是一个重

要课题，人们将线性的保守的振子系统，多方面推

广变形，其中之一就是非线性非保守的 Ｍａｔｈｅｗｓ⁃
Ｌａｋｓｈｍａｎａｎ 振子（以下简写成 Ｍ⁃Ｌ 振子），此后，对
该振子及其推广进行了多方面的研究，包括它的量

子化［７－１０］ ．本文利用分析力学研究 Ｍ⁃Ｌ 振子，包括

根据变分法逆问题理论和方法，将方程变换为自伴

随方程，利用四种方法计算对应的拉格朗日函数和

哈密顿函数，实现方程的分析力学化，再从拉格朗

日力学和哈密顿力学两条途径，得到振子方程的

解，从而以此振子为例，说明分析力学理论和方法

在非线性系统研究中的价值．

１　 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的自伴随形式

１．１　 一维微分方程系统的自伴随条件

根据变分法逆问题的理论和方法［１２］，对写成

基本形式的一维系统：
Ａ（ ｔ，ｑ，ｑ̇） ｑ̈＋Ｂ（ ｔ，ｑ，ｑ̇）＝ ０ （１）

自伴随的充分和必要条件是：
∂Ａ
∂ｔ

＋∂Ａ
∂ｑｑ̇

＝∂Ｂ
∂ｑ̇

（２）

据此可知，对运动学形式的一维系统：
ｑ̈＋ｆ（ ｔ，ｑ，ｑ̇）＝ ０ （３）

自伴随的充分和必要条件是：
∂ｆ
∂ｑ̇

＝ ０ （４）

若方程（３）不满足条件（４），则通过引入因子 φ（ ｔ，
ｑ，ｑ̇），将式（３）变换成：

φ（ ｔ，ｑ，ｑ̇） ｑ̈＋φ（ ｔ，ｑ，ｑ̇） ｆ（ ｔ，ｑ，ｑ̇）＝ ０ （５）
代入条件（２），得到确定 φ 的方程：

∂φ
∂ｑ̇

ｆ＋φ ∂ｆ
∂ｑ̇

＝∂φ
∂ｔ

＋∂φ
∂ｑ ｑ̇

（６）
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如果从上述方程解得 φ（ ｔ，ｑ，ｑ̇），代入式（５），就将

方程（３）变换为满足自伴随条件的基本形式的运

动微分方程．
１．２　 将 Ｍ⁃Ｌ 振子方程变换为自伴随形式

１９７４ 年，Ｍａｔｈｅｗｓ 和 Ｌａｋｓｈｍａｎａｎ 提出一种非

线性非保守振子［６，７］：

ｘ̈－
λｘ

１＋λｘ２ ｘ̇
２＋

ω２
０ｘ

１＋λｘ２ ＝ ０　 　 （λ＞０） （７）

多年来，已经有一系列工作涉及上述振子的经

典解和量子化的研究，也涉及将它推广成多维系统

等［８－１０］ ．下面将根据变分法逆问题理论和方法，实
现方程（７）分析力学化．首先，将它变换成为自伴随

形式的方程，从而证明该方程可以构造对应的拉格

朗日函数和哈密顿函数，将其表示为拉格朗日方程

和哈密顿方程形式．显然，方程 （ ７） 不满足条件

（４），故引入因子 φ，代入式（６）得到：

－ ２λｘ
１＋λｘ２ ｘ̇φ＋

∂φ
∂ｘ̇

（－ λｘ
１＋λｘ２ ｘ̇

２＋
ω２

０ｘ
１＋λｘ２）＝

∂φ
∂ｔ

＋∂φ
∂ｘ ｘ̇

（８）
这个方程的一个解为：

φ＝ １
１＋λｘ２ （９）

即方程（７）能够变换成为如下自伴随方程：

１
１＋λｘ２ ｘ̈－

λｘ
（１＋λｘ２） ２ ｘ̇

２＋
ω２

０ｘ
（１＋λｘ２） ２ ＝ ０ （１０）

换句话说，Ｍ⁃Ｌ 振子（７）能够间接地表示为拉格朗

日方程形式．

２　 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的拉格朗日函数

２．１　 构造 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的拉格朗日函数的途径一

对于自伴随形式的微分方程有多种途径构造

拉格朗日函数，其中之一是 Ｅｎｇｅｌｓ 第一方法［１２］ ．若
一维系统（１）是自伴随的，则其拉格朗日函数为：

Ｌ ＝ － ｑ ∫１
０
ｄτ［Ａ（ ｔ，τｑ，τｑ̇）τｑ̈ ＋ Ｂ（ ｔ，τｑ，τｑ̇）］ ＋

ｄ
ｄｔ∫

１

０
ｄτ∫１

０
ｄτ′τｑＡ（ ｔ，τｑ，τ′τｑ̇） ｑ̇ （１１）

这是一种比较简单的直接计算方法，将

Ａ＝ １
１＋λｘ２

Ｂ＝（－ λｘ
（１＋λｘ２） ２ ｘ̇

２＋
ω２

０ｘ
（１＋λｘ２） ２）

代入式（１１），计算得到：

Ｌ＝ ｘ̇２

２（１＋λｘ２）
＋

ω２
０

２λ（１＋λｘ２）
（１２）

２．２　 构造 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的拉格朗日函数的途径二

有些情况下，通过变量变换可以将非自伴随的

方程变换成为自伴随形式的，构造得到新变量的拉

格朗日函数后，再变换成原来变量的拉格朗日函

数［１７，１８］ ．
文献［１８］中通过变量变换方法，对下列变系

数非线性动力学系统：
ｘ̈＋ｂ（ｘ） ｘ̇２＋ｃ（ｘ）ｘ＝ ０ （１３）

消去包含 ｘ̇ 的项，导出对应的拉格朗日函数后，再
变换回到原来的变量，得到如下拉格朗日函数：

Ｌ１（ ｘ̇，ｘ） ＝ １
２
ｘ̇２ｅ２Ｉｂ（ｘ） － ∫ｘ

ｘ０
ｘｃ（ｘ）ｅ２Ｉｂ（ｘ）ｄｘ （１４）

其中：

Ｉｂ ＝ ∫ｘ
ｘ０
ｂ（ ｘ～）ｄｘ～ （１５）

比较式（１３）和（７），对 Ｍ⁃Ｌ 振子有：

ｂ（ｘ）＝ － λｘ
１＋λｘ２

ｃ（ｘ）＝
ω２

０

１＋λｘ２ （１６）

代入式（１５）和（１４），得到式（１２）拉格朗日函数 Ｌ．
文献［１７］提出另一种利用变量变换构造拉格

朗日函数的方法，将此方法应用到方程（１３），同样

得到式（１４）结果，即对方程（７）又导出式（１２） ．
２．３　 构造 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的拉格朗日函数的途径三

文献［１９］给出一种从下列一维系统：
ｘ̈＝Ｑ（ ｔ，ｘ，ｘ̇） （１７）

的第一积分 Ｉ（ ｔ，ｘ，ｘ̇）直接构造拉格朗日函数的方

法．当第一积分满足条件：
∂２Ｉ
∂ｘ̇２≠０ （１８）

系统的拉格朗日函数可以写成以下形式：
Ｌ＝Ａ（ ｔ，ｘ） Ｉ（ ｔ，ｘ，ｘ̇）＋Ｂ（ ｔ，ｘ） （１９）

其中系数 Ａ（ ｔ，ｘ）和 Ｂ（ ｔ，ｘ）由下列方程确定：

（∂Ａ
∂ｔ

＋∂Ａ
∂ｘｘ̇

） ∂Ｉ
∂ｘ̇

－∂Ａ
∂ｘ

Ｉ－２Ａ ∂Ｉ
∂ｘ

＋Ａ ∂Ｉ
∂ｘ̇

∂Ｑ
∂ｘ̇

－∂Ｂ
∂ｘ

＝ ０ （２０）

对方程（７）应当先导出第一积分，为此将方程

改写成：

ｘ̇
ｄｘ̇
ｄｘ

－ λｘ
１＋λｘ２ ｘ̇

２＋
ω２

０ｘ
１＋λｘ２ ＝ ０

２
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上式乘以积分因子
１

１＋λｘ２，写成：

ｄ
ｄｘ

ｘ̇２

２（１＋λｘ２）
＋

ω２
０ｘ

（１＋λｘ２） ２ ＝ ０

由此可得第一积分：

Ｉ＝ ｘ̇２

２（１＋λｘ２）
－

ω２
０

２λ（１＋λｘ２）
＝ Ｅ （２１）

将满足条件（１８） 的上述积分 Ｉ 和 Ｑ ＝ λｘ
１＋λｘ２ ｘ̇

２ －

ω２
０ｘ

１＋λｘ２，代入方程（２０），可以得到：

（∂Ａ
∂ｔ

＋∂Ａ
∂ｘｘ̇

） ｘ̇
１＋λｘ２－

∂Ａ
∂ｘ

［ ｘ̇２

２（１＋λｘ２）
－

ω２
０

２λ（１＋λｘ２）
］－

２Ａ［－ λｘｘ̇２

（１＋λｘ２） ２＋
ω２

０ｘ
（１＋λｘ２） ２］＋

Ａ［ ｘ̇
１＋λｘ２×（－

２λｘｘ̇
１＋λｘ２）］－

∂Ｂ
∂ｘ

＝ ０

上述方程存在如下一组解：

Ａ＝ １，Ｂ＝
ω２

０

λ（１＋λｘ２）
（２２）

代入式（２０），又得到式（１２）拉格朗日函数 Ｌ．
２．４　 构造 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的拉格朗日函数的途径四

文献 ［ ２０］ 给出一种直接从运动方程构造

Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的直接方法．根据此方法，对方程（７），
可以设拉格朗日函数：

Ｌ＝ １
２
ｕ（ｘ） ｘ̇２＋ｖ（ｘ） （２３）

代入拉格朗日方程，得到：

ｕｘ̈＋ １
２
ｄｕ
ｄｘｘ̇

２－ｄｖ
ｄｘ

＝ ０

与方程（７）比较，得到：

１
２ｕ

ｄｕ
ｄｘ

＝ － λｘ
１＋λｘ２，－

１
ｕ
ｄｖ
ｄｘ

＝
ω２

０ｘ
１＋λｘ２ （２４）

由此可得一组解：

ｕ＝ １
１＋λｘ２，ｖ＝

ω２
０

２λ（１＋λｘ２）
（２５）

代入式（２３），又导出式（１２）拉格朗日函数 Ｌ．

３　 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的哈密顿函数

对于非线性系统的某些研究，还需要构造系统

的哈密顿函数．在导出系统的拉格朗日函数后，利
用勒让德变换，即可以导出哈密顿函数．由式（１２）

得到方程（７）的哈密顿函数：

Ｈ＝ １
２
（１＋λｘ２）ｐ２－

ω２
０

２λ（１＋λｘ２）
（２６）

式中广义动量：

ｐ＝ ｘ̇
１＋λｘ２ （２７）

上述拉格朗日函数（１２）和哈密顿函数（２６），
与通常简谐振子拉格朗日函数和哈密顿函数存在

一定的相似性，因此有人将 Ｍ⁃Ｌ 振子（７）看作质量

与位置（坐标）相关的振子，哈密顿函数（２６）是讨

论 Ｍ⁃Ｌ 振子量子化的出发点．

４　 Ｍ⁃Ｌ 振子方程的经典解

４．１　 利用拉格朗日函数根据诺特理论求解

导出拉格朗日函数 （ １２） 后，可以根据诺特

（Ｎｏｅｔｈｅｒ）理论导出守恒量［１４］，由于函数 Ｌ 不显含

时间 ｔ，故可从时间平移对称性导出振子的守恒量

为：

Ｉ＝ ｘ̇２

２（１＋λｘ２）
－

ω２
０

２λ（１＋λｘ２）
（２８）

这就是前面已经从运动方程直接导出的广义能量

积分（２１） ．由此积分进一步得到振子的解为：

ｔ － ｔ０ ＝ ∫ｘ
ｘ０

ｄｘ

２λＩｘ２ ＋ ２Ｉ ＋
ω ２

０

λ

（２９）

当 Ｉ＜０ 时，振子存在严格的周期解：
ｘ＝Ａｃｏｓ（ωｔ＋φ０） （３０）

式中：

ω＝
ω０

１＋λＡ２
（３１）

这就是说，这个非线性振子周期（频率）与振幅相

关．
４．２　 利用哈密顿函数根据哈密顿⁃雅可比理论求解

在导出哈密顿函数（２６）后，可以列出正则方

程求解，也根据哈密顿⁃雅可比理论求解［２２］ ．由于式

（２６）中的哈密顿函数不显含时间，故哈密顿⁃雅可

比方程写成：

Ｈ＝ １
２
（１＋λｘ２）（ｄＫ

ｄｘ
） ２－

ω２
０

２λ（１＋λｘ２）
＝ Ｉ （３２）

上述方程的积分为：

Ｋ ＝ ∫ｘ
ｘ０

２Ｉ
１ ＋ λｘ２

＋
ω ２

０

λ（１ ＋ λｘ２） ２ ｄｘ （３３）

３
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振子的运动方程由下式给出：

ｔ － ｔ０ ＝ ∂Ｋ
∂Ｉ

＝ ∫ｘ
ｘ０

ｄｘ

２λＩｘ２ ＋ ２Ｉ ＋
ω ２

０

λ
这个结果与式（２９）相同．

５　 结果与讨论

（１）本文对 Ｍ⁃Ｌ 振子给出了全面的分析力学

求解过程：根据变分法逆问题理论和方法，从变换

为自伴随形式的方程，说明它能够分析力学化；利
用多种不同的途径构造得到振子的拉格朗日函数，
进而导出哈密顿函数，即实现振子的分析力学化；
分别通过诺特对称性与守恒量理论和哈密顿－雅可

比方法，得到 Ｍ⁃Ｌ 振子的解析解．
（２）非线性现象是普遍存在的，研究的方法也

多种多样的．Ｍ⁃Ｌ 振子是一种非线性非保守的振动

系统，也研究了它的量子化问题，这个振子系统可

以被推广，有些系统的近似研究可以由它出发，因
此，在经典力学基础上给出它的解析解是必要的．
Ｍ⁃Ｌ 振子的解法说明在非线性研究中可以利用分

析力学理论和方法，与矢量力学相比，分析力学发

展了更多更有效的积分方法［１４，１５，２２］，因此在研究非

线性系统时，应当重视分析力学理论和方法．
（３）力学系统，包括非线性系统的分析力学

化，关键在于构造对应的拉格朗日函数和哈密顿函

数，这就表明变分法逆问题的理论和方法的研究和

应用，应当得到进一步重视．
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