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摘要　 为研究斜拉桥中索与梁、索与索之间的耦合振动问题，建立了斜拉桥的单梁⁃多索力学模型．考虑索的

初始垂度引起的几何非线性因素的影响，将多索梁模型分段处理，基于索、梁经典的面内振动的微分方程，

通过索、梁连接处的动态平衡条件，建立多索梁模型面内振动理论．以双索梁为例，应用分离变量法，结合边

界条件，求解双索斜拉梁模型平面内自由振动的特征值问题．同时，建立双索梁的有限元模型，有限元所得结

果与本文理论研究吻合良好．最后对 ＣＦＲＰ 索梁模型的各项相关重要参数进行分析，并将本文理论与课题组

前期成果进行对比分析．研究表明，ＣＦＲＰ 索能极大改善双索梁模型的基本动力学性能．增大拉索轴向刚度能

明显提高模型的低阶频率，而梁弯曲刚度的提高对其高阶频率的提高比较明显．
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引言

由柔性索和弹性梁组成的索⁃梁组合结构具有

施工方便、造价低廉、跨越能力大和受力性能好等

特点，因此在实际工程中得到了广泛的应用．斜拉

桥中的斜拉索和桥面梁、起吊塔和起重机中的拉索

和横臂、网架结构中的索和梁等都可以抽象为索⁃
梁组合结构［１］ ．索梁耦合结构一直都是工程界和力

学学者研究的热点．亢战等［２］应用单个质量块分别

模拟连续系统的拉索和梁，并将拉索振动问题简化

为 １ 个自由度的非线性振动系统，并对其进行了参

数研究．汪至刚等［３］ 提出了索⁃梁组合结构的弦⁃质
量块模型．Ｆｕｎｇ［４］通过 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和有限元法推

导出的非线性时变微分方程研究了斜拉梁中索的

长度和张力随时间变化的振动问题．Ｇａｔｔｕｌｌｉ 等［５－７］

通过经典变分公式得到了斜拉梁的面内外横向振

动的运动控制方程，从模态耦合角度分析了索⁃梁
组合结构的整体、局部和耦合模态的存在及相互间

的影响并将其与有限元方法和实验进行对比．赵跃

宇等［８］利用索⁃梁组合结构的连接条件和边界条

件，建立了索⁃梁组合结构的约化振动控制方程，并
且利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 模态截断得到了该系统的多模态

离散动力学方程；诸俊等［９］研究了双索单梁组合结

构的非线性动力响应，建立了索⁃梁组合结构的约

化运动方程，利用回传射线矩阵法求解了结构的面

内特征模态，并以此为基础采用一阶模态截断的方

式构造了结构的单自由度非线性方程． 曹登庆

等［１０］研究了由四根索与梁组成的复杂斜拉桥模型

的振动问题，推导了面内外的线性及非线性微分振

动方程，并且给出了斜拉桥线性模型的无阻尼固有

频率和振型，进行了参数分析．康厚军等［１１］ 利用张

紧弦和欧拉梁振动理论，通过索梁连接处的动态平

衡条件，建立了斜拉桥面内振动理论，应用传递矩

阵法求解了其特征值问题，并进行了参数分析．彭
剑等［１２］采用多尺度方法研究了时滞反馈控制下铰

支柔性梁的主参数共振问题，并分析了时滞、反馈

控制増益、非线性参数等对系统非线性主参数振动

的影响．孙立新等［１３］ 建立了粘弹性地基上损伤弹

性 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁在有限变形情况下的运动微分方

程，利用 Ｍａｔｌａｂ 进行数值模拟并进行了参数分析．
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彭剑等［１４］基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立了受控压电梁的

参数振动方程，研究了轴向激励压电梁时滞反馈控

制下的主参数共振，并对其稳定域进行分析．以上研

究主要针对单根索与梁的组合结构进行分析，不能

很好地反映实际桥梁中索梁之间的复杂耦合特性．
ＣＦＲＰ（Ｃａｒｂｏｎ Ｆｉｂｅｒ Ｒｅｉｎｆｏｒｃｅｄ Ｐｏｌｙｍｅｒ）索斜

拉桥是近几年出现的一种具有广阔发展前景的新

型大跨度桥梁．它不仅能够克服传统钢质拉索的锈

蚀、疲劳、极限长度小和承载效率低等问题，而且具

有轻质（容重约为钢材的 １ ／ ５）、高强（弹性模量最

高可达 １０００ＧＰａ，抗拉强度可达 ２７００ＭＰａ［１５］ ）和耐

腐蚀的优点，被广泛应用于航空航天和机械工程领

域．目前，国内外学者已开始从理论上证明 ＣＦＲＰ
索相对于钢索的静动力特性有不同程度的改

善［１６－１９］ ．目前国内外已建成 ＣＦＲＰ 索斜拉桥 ６ 座，
其应用前景将更加广阔．

综上所述，已有的研究多数以单索单梁组合体

系为研究对象，此类理论只能反映单根索与梁之间

的动力学关系，不能用于研究索与索之间的能量传

递及其组合结构的基本动力学行为．针对以上问

题，本文在文献［１０］的基础上进一步研究索梁组

合结构的特性，以索和梁的面内经典振动理论为基

础，结合索和梁之间的动态平衡条件，建立斜拉桥

的多索梁模型，推导了系统的面内自由振动微分方

程．以双索梁为例，对 ＣＦＲＰ 索斜拉梁的自由振动

特性进行研究，重点分析索和梁刚度对模型的模态

及内力的影响．为了验证本文理论和方法的正确

性，建立了双索斜拉梁系统的有限元模型，对本文

的求解结果进行验证．

１　 斜拉桥的多索梁模型

１．１　 基本构型与假设

本文研究斜拉桥面内运动的多索梁模型如图

１ 所示．建立如图所示的坐标系，以坐标系 ｘ ｊｏｙ ｊ 描

述拉索的运动，坐标系 ｘｏｙ 描述桥面梁的运动．以索

梁结合处为节点将梁分段处理，其中 θ ｊ 为第 ｊ 根斜

拉索的倾角，ｕｃｊ，ｖｃｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ）为第 ｊ 根索在平

面内运动的动态位移，ｖｂｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ＋１）为梁竖

向振动时的动态位移，ｌｂ 表示梁全长，ｌｃｊ表示第 ｊ 根
索的跨长．因为实际桥面梁的横向（竖向）振动远大

于纵向（水平）振动，所以，这里只考虑了桥面梁的

横向振动．为了使梁在斜拉索初始应力的作用下保

持水平，在索、梁耦合点处施加竖直向下的力 ｆ０ ＝
Ｎ０ｓｉｎθ，在工程实际中为了保持梁水平通常用梁的

自重来平衡拉索初始应力的分量或设置预拱

度［１１］ ．

图 １　 多索梁模型

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｍｕｌｔｉｐｌｅ ｃａｂｌｅ⁃ｓｔａｙｅｄ ｂｅａｍ

　 　 本文引入文献［７］中的假设，如下：
（１）视桥塔为刚性塔，不考虑其对系统振动的

影响．
（２）组合体系中，拉索为对称布置，索和梁都

为均质线弹性材料．
（３）在索的局部坐标系中，索的垂跨比很小

ｄ∗
ｊ ／ ｌｃｊ＜１ ／ １０( ) ，索的静力构型为二次抛物线，表示

为 ｙｃｊ ＝ ４ｄ ｊ ｘｃｊ ／ ｌｃｊ－ ｘｃｊ ／ ｌｃｊ( ) ２[ ] ， ｊ＝ １，２，…，ｎ．
（４）索的轴向动态应变由索中线的 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ

应变来描述．
（５）忽略索的弯曲、扭转、剪切刚度及轴向惯

性力的影响．

（６）忽略梁的轴向、扭转、剪切变形以及几何

非线性的影响．
１．２　 运动方程及边界条件

在上述假设下，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理，并进行约

化处理之后，可以得到组合体系的平面内运动方

程，如下：
ｍｂｉ ｖ̈∗ｂｉ （ｘｉ）＋ξ∗

ｂｉ ｖ̇∗ｂｉ （ｘｉ）＋ＥｂｉＩｂｉｖｉｖ∗ｂｉ （ｘｉ）＝ ０ （１）
其中，ｓｉ－１＜ｘｉ＜ｓｉ

ｍｃｊ ｖ̈∗ｃｊ ＋ξ∗
ｃｊ ｖ̇∗ｃｊ －

Ｈｃｊｖ″∗ｃｊ ＋ＥｃｊＡｃｊ ｙ″ｊ∗＋ｖ″ｃｊ∗( ) ｅｊ∗（ ｔ）[ ] ＝ ０ （２）

ｅｊ∗（ｔ） ＝
ｕ∗
ｃｊ （ｌｃｊ，ｔ）
ｌｃｊ

＋

５９４
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０
ｙ′ｊ∗ｖ′ｃｊ∗ ＋ １

２
ｖ′２ｃｊ∗

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ∗

ｊ

（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ；ｉ ＝ １，２，…，ｎ ＋ １） （３）
式中：ｖ̈∗ｃｊ 、ｖ̈∗ｂｉ 为对时间的 ２ 阶导数；ｖｉｖ∗ｂｉ 为对坐标的

４ 阶导数；ｙ′ｊ∗、ｙ″ｊ∗及 ｖ′∗ｃｊ 、ｖ″ｃｊ∗分别为对坐标的 １

阶导数和 ２ 阶导数；ｍｃｊ，ξ∗
ｃｊ 与 ｍｂｉ，ξ∗

ｂｉ 分别为第 ｊ 根
索和第 ｉ 段梁的单位质量及阻尼系数；Ｈｃｊ表示第 ｊ
根斜拉索的初始张力在局部坐标系中的水平分量；
ＥｃｊＡｃｊ与 ＥｂｉＩｂｉ分别为第 ｊ 根索的轴向刚度和第 ｉ 段

梁的抗弯刚度；ｅ∗ｊ （ ｔ）为第 ｊ 根拉索的平均动应变．
本文假设梁的两端为铰支，拉索上端锚固在桥

塔上，下端锚固在梁上．则组合体系应满足下面的

几何边界和连续条件：
ｖ∗ｂ１（０，ｔ）＝ ｖ∗ｂ（ｎ＋１）（ ｌｂ，ｔ）＝ ０，ｖ″∗ｂ１（０，ｔ）＝ ０

ｖ″∗ｂｊ （ ｓ∗ｊ ，ｔ）＝ ｖ″∗ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ∗ｊ ，ｔ）

ｖ′∗ｂｊ （ ｓ∗ｊ ，ｔ）＝ ｖ′∗ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ∗ｊ ，ｔ）
ｖ″∗ｂ（ｎ＋１）（ ｌｂ，ｔ）＝ ０，ｖ∗ｂｊ （ ｓ∗ｊ ，ｔ）＝ ｖ∗ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ∗ｊ ，ｔ）

ｕ∗
ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）ｓｉｎθ ｊ＋ｖ∗ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）ｃｏｓθ ｊ ＝ ｖ∗ｂｊ （ ｓ∗ｊ ，ｔ）

ｕ∗
ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）ｃｏｓθ ｊ－ｖ∗ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）ｓｉｎθ ｊ ＝ ０

ｕ∗
ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）＝ ｖ∗ｂｊ （ ｓ∗ｊ ，ｔ）ｓｉｎθ ｊ，ｖ∗ｃｊ （０，ｔ）＝ ０

ｖ∗ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）＝ ｖ∗ｂｊ （ ｓ∗ｊ ，ｔ）ｃｏｓθ ｊ（ ｊ＝ １，２，…，ｎ） （４）
此外，从 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 变分过程中还可得到力学边界条

件如下［１０］：
ＥｂｊＩｂｊｖ‴∗

ｂｊ （ ｓ∗ｊ ，ｔ）－Ｅｂ（ ｊ＋１） Ｉｂ（ ｊ＋１） ｖ‴∗
ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ∗ｊ ，ｔ）

＝ ＥｃｊＡｃｊｅ∗ｃｊ （ ｔ）ｓｉｎθ ｊ＋［Ｈｃｊｖ′∗ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）＋

ＥｃｊＡｃｊｅ∗ｃｊ （ ｔ）（ｖ′∗ｃｊ （ ｌｃｊ，ｔ）＋ｙ′∗ｃｊ （ ｌｃｊ））］ｃｏｓθ ｊ

ｊ＝ １，２，…，ｎ （５）
为得到更一般的结论，引入以下无量纲变量：

ｘ ｊ ＝
ｘ∗
ｊ

ｌｃｊ
，τ＝ω０ ｔ，ｙ ｊ ＝

ｙ∗
ｊ

ｌｃｊ
，ｕ ｊ ＝

ｕ∗
ｊ

ｌｃｊ
，ｖｊ ＝

ｖ∗ｊ
ｌｃｊ

ｖｂｉ ＝
ｖ∗ｂｉ
ｌｂ

，γ ｊ ＝
ｌｂ
ｌｃｊ

，ｓ ＝ ｓ∗

ｌｂ
，ω０ ＝ １．０ｒａｄ·ｓ－１

ξｃｊ ＝
ξ∗
ｃｊ

ｍｃｊω０
，ｄ ｊ ＝

ｄ∗
ｊ

ｌｃｊ
，μ＝

ＥｃＡｃ

Ｈｃ

βｂ
４ ＝

ｍｂ ｌｂ ４ω０
２

ＥｂＩｂ
，β２

ｃ ＝
ｍｃ ｌｃ ２ω０

２

Ｈｃ

χ＝
ＥｂＩｂ

ｌｂ ２ＥｃＡｃ

，ξｂｉ ＝
ξ∗
ｂｉ

ｍｂｉω０
，μ ｊ ＝

ＥｃｊＡｃｊ

Ｈｃｊ

（ ｊ＝ １，２，…，ｎ； ｉ＝ １，２，…，ｎ＋１） （６）
可将式（１） ～ （５）化成无量纲的形式，如下：
β４
ｂ（ ｖ̈ｂｉ＋ξｂｉ ｖ̇ｂｉ）＋ｖｉｖｂｉ ＝ ０

β２
ｃ（ ｖ̈ｃｊ＋ξｃｊ ｖ̇ｃｊ）－ｖ″ｃｊ－μｅ（ｙ″＋ｖ″ｃｊ）＝ ０

（ ｊ＝ １，２，…，ｎ； ｉ＝ １，２，…，ｎ＋１） （７）
利用式（４）中的边界条件，拉索的平均动应变

可以表示为：

ｅｊ ＝ ｖｃｊ（１，ｔ）ｔａｎθ ｊ ＋ ∫１
０
ｙ′ｊｖ′ｃｊ ＋

１
２
ｖ′２ｃｊ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ｊ

（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） （８）
无量纲的边界条件，如下：
ｖｂ１（０，ｔ）＝ ｖｂｍ（１，ｔ）＝ ０，ｖ″ｂ１（０，ｔ）＝ ０
ｖ″ｂｍ（１，ｔ）＝ ０，ｖ′ｂｊ（ ｓ ｊ，ｔ）＝ ｖ′ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ ｊ，ｔ）
ｖｂｊ（ ｓ ｊ，ｔ）＝ ｖｂ（ ｊ＋１）（ ｓ ｊ，ｔ），ｖｃｊ（０，ｔ）＝ ０
ｖ″ｂｊ（ ｓ ｊ，ｔ）＝ ｖ″ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ ｊ，ｔ）
ｕｃｊ（１，ｔ）ｓｉｎθ ｊ＋ｖｃ１（１，ｔ）ｃｏｓθ ｊ ＝ ｖｂｊ（ ｓ ｊ，ｔ）
ｖｃｊ（１，ｔ）＝ ｖｂｊ（ ｓ ｊ，ｔ）ｃｏｓθ ｊ

ＥｂｊＩｂｊｖ‴ｂｊ（ ｓ ｊ，ｔ）－Ｅｂ（ ｊ＋１） Ｉｂ（ ｊ＋１） ｖ‴ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ ｊ，ｔ）
＝ ＥｃｊＡｃｊｅｃｊ（ ｔ）ｓｉｎθ ｊ＋（Ｈｃｊｖ′ｃｊ（１，ｔ）＋
ＥｃｊＡｃｊｅｃｊ（ ｔ）（ｖ′ｃｊ（１，ｔ）＋ｙ′ｃｊ（１）））ｃｏｓθ ｊ （９）

２　 平面内特征值问题求解

展开索的运动微分方程，忽略方程中的高阶项

以及索的平均动应变 ｅｃｊ（ ｔ）中积分号内的平方非线

性项［９］，得到索、梁无阻尼自由振动方程为：
β２
ｃ ｖ̈ｃｊ－ｖ″ｃｊ－μｅ^ｊｙ″＝ ０

β４
ｂ ｖ̈ｂｉ＋ｖｉｖｂｉ ＝ ０ （ ｊ＝ １，２，…，ｎ；ｉ＝ １，２，…，ｍ） （１０）

式中：

ｅ^ｊ ＝ ｖｃｊ（１，ｔ）ｔａｎθ ｊ ＋ ∫１
０
ｙ′ｊｖ′ｃｊｄｘｊ （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ）

（１１）
同样，力学边界条件的线性形式写成下面的形

式：
ＥｂｊＩｂｊ
ｌｂ ２

ｖ‴ｂｊ（ ｓ ｊ，ｔ）－
Ｅｂ（ ｊ＋１） Ｉｂ（ ｊ＋１）

ｌｂ ２
ｖ‴ｂ（ ｊ＋１）（ ｓ ｊ，ｔ）

＝ ＥｃｊＡｃｊ ｅ^ｃｊ（ ｔ）ｓｉｎθ ｊ＋
Ｈｃｊｖ′ｃｊ（１，ｔ）＋ＥｃｊＡｃｊ ｅ^ｃｊ（ ｔ）ｙ′ｃｊ（１）[ ] ｃｏｓθ ｊ

（１２）
以双索梁为例，基于上述理论且考虑两根索为

对称时的情况，两索分别锚固在三分之一点处，倾
角 ３０°．作下面的变量替换：

Ｈｃｊ ＝Ｈｃ，ｄ ｊ ＝ｄ，θ ｊ ＝ θ

ｍｃｊ ＝ｍｃ，ＥｃｊＡｃｊ ＝ＥｃＡｃ，ｌｃｊ ＝ ｌｃ
γｃｊ ＝γｃ，ｍｂｉ ＝ｍｂ，ＥｂｉＩｂｉ ＝ＥｂＩｂ
ｊ＝ １，２；ｉ＝ １，２，３

（１３）

６９４
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其中，ｄ ｊ 为第 ｊ 根拉索的无量纲垂度，采用分

离变量法，令：
ｖｃｊ ＝φｃｊ ｘ( ) ｅｉ ω ／ ω０( ) τ，ｖｂｉ ＝φｂｉ ｘ( ) ｅｉ ω ／ ω０( ) τ

ｊ＝ １，２；ｉ＝ １，２，３( ) （１４）
以及 ｘｃ ＝ ｓ＝ ｘ．
将式（１４）代入索、梁的线性振动方程，得到：
β２
ｃφｃｊ＋φ″ｃｊ ＝ ８μｄｅ^ｊ （ ｊ＝ １，２） （１５）

－β４
ｂφｂｉ＋φ″″ｂｉ ＝ ０ （ ｉ＝ １，２，３） （１６）

其中：

ｅ^ｊ ＝ φ ｃｊ（１）ｔａｎθ ｊ ＋ ∫１
０
ｙ′ｊφ′ｃｊｄｘ ｊ （ ｊ ＝ １，２）

（１７）
同时得到相应的边界条件：
φｃ１（０）＝ φｃ２（０）＝ ０，φｃ１（１）＝ γ１φｂ１（ ｓ１）ｃｏｓθ
φｃ２（１）＝ γ２φｂ２（ ｓ２）ｃｏｓθ
φｂ１（０）＝ φｂ３（１）＝ φ″ｂ１（０）＝ φ″ｂ３（１）＝ ０
φｂ１（ ｓ１）＝ φｂ２（ ｓ１），φ′ｂ１（ ｓ１）＝ φ′ｂ２（ ｓ１），
φ″ｂ１（ ｓ１）＝ φ″ｂ２（ ｓ１）
φｂ２（ ｓ２）＝ φｂ３（ ｓ２），φ′ｂ２（ ｓ２）＝ φ′ｂ３（ ｓ２），
φ″ｂ２（ ｓ２）＝ φ″ｂ３（ ｓ２）χ φ‴ｂ１（ ｓ１）－φ‴ｂ２（ ｓ１）[ ] －

ｓｉｎθ＋ｙ′１（１）ｃｏｓθ１( ) ｅ^１－
ｃｏｓθ
μ

φ′ｃ１（１）＝ ０

χ φ‴ｂ２（ ｓ２）－φ‴ｂ３（ ｓ２）[ ] －

ｓｉｎθ２＋ｙ′２（１）ｃｏｓθ２( ) ｅ^２－
ｃｏｓθ
μ

φ′ｃ２（１）＝ ０ （１８）

方程（１５，１６）的解的形式可以表示为下面的

形式：
φｃｊ（ｘ）＝ ａ ｊｃｓｉｎβｃｘ＋ｂ ｊｃｃｏｓβｃｘ＋Ｄ ｊｃ （ ｊ＝ １，２） （１９）

式中：

Ｄ ｊｃ ＝
８μｄｅ^ｊ
β２
ｃ

（２０）

φｂｉ（ｘ）＝ ｃｉｂｃｏｓβｂｘ＋ｄｉｂｓｉｎβｂｘ＋
ｅｉｂｃｏｓｈβｂｘ＋ｆｉｂｓｉｎｈβｂｘ （ ｉ＝ １，２，３）

（２１）
将式（１９）代入式（１７）得到：
ｅ^ｊ ＝ ｔａｎθ（ａｊｃｓｉｎβ ｃ ＋ ｂｊｃｃｏｓβ ｃ ＋ Ｄｊｃ） ＋

∫１
０
４ｄ（１ － ２ｘｃ）β ｃ（ａｊｃｃｏｓβ ｃｘ － ｂｊｃｓｉｎβ ｃｘ）ｄｘｃ

　 ＝（ｓｉｎβｃｔａｎθ－４ｄ（ｓｉｎβｃ＋
２ ｃｏｓβｃ－１( )

βｃ
））ａｊｃ＋

ｔａｎθＤｊｃ＋（ｃｏｓβｃｔａｎθ－４ｄ（１＋ｃｏｓβｃ－
２ｓｉｎβｃ

βｃ
））ｂｊｃ

（２２）

式（２０）又可以写成下面的形式：

Ｄ ｊｃ ＝
８μｄｅ^ｊ
β２
ｃ

＝ ８μｄ
β２
ｃ －８μｄｔａｎθ

ｅ^ｊ－ｔａｎθＤ ｊｃ( )

（２３）
将式（２３）代入式（２２）可得：
Ｄ ｊｃ ＝η ｊ１ｃａ ｊｃ＋η ｊ２ｃｂ ｊｃ （２４）

式中：

η ｊ１ｃ ＝
８μｄ

β２
ｃ －８μｄｔａｎθ

（ｓｉｎβｃ ｔａｎθ－

４ｄ（ｓｉｎβｃ＋
２ ｃｏｓβｃ－１( )

βｃ
））

η ｊ２ｃ ＝
８μｄ

β２
ｃ －８μｄｔａｎθ

（ｃｏｓβｃ ｔａｎθ－

４ｄ（１＋ｃｏｓβｃ－
２ｓｉｎβｃ

βｃ
））

（ ｊ＝ １，２） （２５）
将边界条件和连续条件式（１８）代入（１９）及式

（２１），可以得到关于系数 ａ ｊｃ，ｂ ｊｃ，ｃｉｂ，ｄｉｂ，ｅｉｂ，ｆｉｂ，（ ｊ ＝
１，２，ｉ ＝ １，２，３）１６ 个方程组成的线性方程组，易知

方程组有解的条件就是其系数矩阵行列式必须为

０，则可以得到组合结构的特征方程如下式（２６）所
示．

Ｔ[ ] Ｘ{ } ＝ ０ （２６）
其中，Ｔ 中的各元素 ｔｍ，ｎ（ｍ，ｎ ＝ １，２，…，１６）为

上式各方程中 ａ ｊｃ，ｂ ｊｃ，ｃｉｂ，ｄｉｂ，ｅｉｂ，ｆｉｂ，（ ｊ ＝ １，２，ｉ ＝ １，
２，３）的各系数，其表达式见附录 Ａ．特征方程（２６）
是关于组合结构面内自振频率 ω 的函数，将满足

方程的各阶频率值代回式（１９）及式（２１）即可得到

组合结构的各阶振型．
梁的振型可以表示为分段函数的形式，如下：

φｂｘ（ｘ）＝

ｃｉｂｃｏｓβｂｘｉ＋ｄｉｂｓｉｎβｂｘｉ＋

ｅｉｂｃｏｓｈβｂｘｉ＋ｆｉｂｓｉｎｈβｂｘｉ

ｓｉ－１＜ｘｉ＜ｓｉ，ｓ１ ＝ ０，ｓ３ ＝ １

（ ｉ＝ １，２，３）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２７）

３　 算例分析

考虑工程实际问题，选取如下的物理参数：索
为 ＣＦＲＰ 索，单位长度质量为 １０．４ ｋｇ ／ ｍ，横截面积

为 ６．２７３×１０－３ｍ２，弹性模量为 ２１０ＧＰａ， 初始索力

为 １ＭＮ，倾斜角度为 ３０°；梁为钢筋混凝土箱梁，长
为 ３００ ｍ，单位长度质量为 ４．４×１０４ ｋｇ ／ ｍ，横截面积

为 １６．３ ｍ２，截面惯性矩为 ９．８ ｍ４，弹性模量为 ３４．５

７９４
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ＧＰａ．同时为验算本文理论的正确性，用有限元软件

ＡＮＳＹＳ １２．０ 建立了相同参数下的双索斜拉梁有限

元模型，索、梁都采用 Ｂｅａｍ３ 单元，全梁划分单元

数为 １５０，索为 １００．表 １ 列出了应用本文理论和有

限元方法计算得到的前 １０ 阶频率，从表中数据看

到，两种结果吻合良好，最大误差仅为 ０．４９８７％．图
２ 给出了两种方法计算所得的前 ５ 阶振型，可以看

出一致性良好．

表 １　 双索斜拉梁模型的前 １０ 阶频率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｔｅｎ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ ｃａｂｌｅ⁃ｓｔａｙｅｄ ｂｅａｍ

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ １ｓｔ ２ｎｄ ３ｒｄ ４ｔｈ ５ｔｈ ６ｔｈ ７ｔｈ ８ｔｈ ９ｔｈ １０ｔｈ
Ｔｈｅｏｒｙ ｖａｌｕｅ ０．１３５５ ０．２３０７ ０．４３５４ ０．７８４８ １．２１６２ １．３５０３ １．３５０３ １．７４１７ ２．３７４０ ２．６８５４
ＡＮＳＹＳ ｒｅｓｕｌｔｓ ０．１３６０ ０．２３０７ ０．４３４９ ０．７８４０ １．２１４７ １．３４３６ １．３４３７ １．７３９１ ２．３６９６ ２．６８９０

Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ／ ％ ０．３１６３ ０．００００ ０．１２８８ ０．１０５９ ０．１２３５ ０．４９８７ ０．４９１２ ０．１４９５ ０．１８５７ ０．１３３９

图 ２　 双索斜拉梁模型的前 ５ 阶振型

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ５ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅｓ ｏｆ ｄｏｕｂｌｅ ｃａｂｌｅ⁃ｓｔａｙｅｄ ｂｅａｍ

　 　 图 ３ 给出了梁的抗弯刚度对结构的前 ５ 阶频

率的影响曲线，分析中保持梁的弹性模量不变，通
过增大截面惯性矩提高截面的抗弯刚度．从图中看

到结构的各阶频率随着梁抗弯刚度的提高而增加，

８９４
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且高阶频率变化更加明显．当 Ｉｂ 很小时，梁的抗弯

刚度相对拉索的轴向刚度较小，索可以看作两个简

支约束，梁近似看作连续简支梁，故系统的各阶频

率随着梁弯曲刚度的增加而增加；当 Ｉｂ 较大时，梁
的弯曲刚度较大，此时拉索的轴向刚度相对较小，
其对梁的约束作用较小，故曲线增长的速度逐渐变

缓，这一影响对结构的低阶频率更加明显．同时看

到，在 Ｉｂ 较小时，频率曲线出现了 Ｖｅｅｒｉｎｇ 现象，这
在实际工程中容易诱发内共振问题，应予重视．

图 ３　 梁的抗弯刚度对系统的前 ５ 阶频率的影响

Ｆｉｇ．３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ ｂｅａｍ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ５ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ

图 ４ 给出了系统的前 ５ 阶频率值随拉索的轴

向刚度的变化曲线．由于 ＣＦＲＰ 索具有轻质、高强的

特性，且其弹性模量具有很大的调整区间，分析中保

持拉索的横截面积不变，通过调整其弹性模量来改

变拉索的轴向刚度．从图中看到，随着拉索轴向刚度

的增加，系统的各阶频率逐渐增大，与图 ３ 所不同的

是低频变化显著．拉索的轴向刚度增加，其对梁的约

束相应增加，系统的整体刚度增大，故各阶频率增

大．同时看到，系统的第 ３ 阶频率值基本保持不变，由
图 ２ 看到，第 ３ 阶模态为整体模态，所以改变拉索的

参数对系统的振动特性几乎没影响．

图 ４　 拉索的轴向刚度对系统的前 ５ 阶频率的影响

Ｆｉｇ．４　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ ｃａｂｌｅ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ５ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ

为进一步研究梁和拉索的刚度对系统特性的

影响，下面选取系统的第 ５ 阶模态（混合模态）为

研究对象，着重分析其模态及内力问题．
表 ２ 列出了梁的刚度改变时系统的第 ５ 阶模

态、梁的弯矩图及剪力图．从图中弯矩图看到，随着

梁弯曲刚度的增大，梁所承担的弯矩相应增大，根
据结构力学中的力矩分配法，构件刚度越大所承受

内力越大．梁的抗弯刚度取 ３ＥｂＩｂ 和 ５ＥｂＩｂ 时，系统

表现出局部模态，此时梁的振动非常小，这是由于

两种情况下的系统频率值接近拉索的自振频率值，
该两阶模态仅有拉索的振动．当梁的抗弯刚度为

３ＥｂＩｂ 时，系统的局部模态为拉索的一阶模态，并且

为反对称，其对应的弯矩图为反对称，在索梁耦合

点的剪力跳跃值为 ６．２１４０２ＥｂＩｂ，相对其他情况较

大，此时梁对拉索的作用较大，能量向拉索传递，引
起拉索的大幅振动，威胁桥梁安全，实际工程中应

予重视．随着梁弯曲刚度的进一步增加，一方面，拉
索对其约束作用减小，故剪力跳跃值减小；另一方

面，根据图 ３ 所示，结构各阶的频率值随梁刚度的

增大而增大，各阶模态振动时能量变大，传递到拉

索的能量增加，激起拉索的高阶模态，如表 ２ 所示．
实际工程中应合理选取梁的抗弯刚度，既要避免柔

性梁的大幅振动，又要防止梁弯曲刚度过大，使能

量过多向拉索传递，导致其以高阶模态振动，产生

疲劳破坏．
表 ３ 给出了拉索的轴向刚度改变时，系统的第

５ 阶模态变化以及相应的梁的弯矩图和剪力图．从
表中各情况下的模态看到，提高拉索刚度能明显减

弱梁的振动．这是因为随着拉索轴向刚度的增加，
其对梁的约束作用增大，能量向拉索传递，拉索振

动幅值增加，梁的振动幅值减小，实际工程中使用

性能较好且高弹性模量的 ＣＦＲＰ 索能有效降低桥

面的振动幅值．观察梁的内力图发现，拉索轴向刚

度的增加能有效减小梁的受力，梁弯矩值和剪力值

随着拉索轴向刚度的提高而降低，与表 ２ 不同之处

在于：梁的内力图走势不随拉索刚度的变化而改

变．各情况下的梁的剪力在索梁耦合点的跳跃值随

着拉索轴向刚度的增加而减小，这主要是由于索的

刚度增大时，梁的弯曲刚度相对减小，索对梁的约

束越大，拉索可以视为简支约束，耦合点处拉索承

受的剪力减小．
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表 ２　 梁抗弯刚度对系统第 ５ 阶模态及内力的影响

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ｆｌｅｘｕｒａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ ｏｎ ｔｈｅ ５ｔｈ ｍｏｄｅｓｈａｐｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

Ｆｌｅｘｕｒａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ
ｂｅａｍ （×Ｅｂ Ｉｂ）

Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ Ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ Ｓｈｅａｒｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ

表 ３　 拉索轴向刚度对系统第 ５ 阶模态及内力的影响

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｂｌｅ ｏｎ ｔｈｅ ５ｔｈ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

Ｆｌｅｘｕｒａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ
ｃａｂｌｅ （×Ａｃ）

Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ Ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ Ｓｈｅａｒｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ
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表 ３　 拉索轴向刚度对系统第 ５ 阶模态及内力的影响（续表）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｔｈｅ ａｘｉａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｂｌｅ ｏｎ ｔｈｅ ５ｔｈ ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｎａｌ ｆｏｒｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ （ｃｏｎｔｉｎｕｅｄ）

Ｆｌｅｘｕｒａｌ ｒｉｇｉｄｉｔｙ ｏｆ
ｃａｂｌｅ （×Ａｃ）

Ｍｏｄｅ ｓｈａｐｅ Ｂｅｎｄｉｎｇ ｍｏｍｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ Ｓｈｅａｒｉｎｇ ｆｏｒｃｅ ｄｉａｇｒａｍ

　 　 下面将本文理论与课题组的前期研究成果进

行对比分析．文献［２０］研究多索浅拱模型的非线性

动力学问题，选取拉索与浅拱的模态为正弦函数，
通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法离散为三自由度系统，得到如下

的频率表达式：
ω ２

ａ ＝ Γ３３（ ｒ３３ － ηｄ３３ ｆ３３） ／ β ４ －

１
２
Γ３３∑

２

ｊ ＝ １
ｄ ｊ０Ｋ ｊφ２（ ｓ ｊ）ｓｉｎ２θ ｊ ＋

Γ３３∑
２

ｊ ＝ １
γ ｊＫ ｊφ２（ ｓ ｊ） ｓｉｎ２θ ｊ （２８）

ω ２
ｃ ＝ － Γ１１（λ １ｄ１１ ｆ１１ ＋ ｈ１１） ／ β ２

ｃ

（２９）
式中，ω２

ａ 为浅拱频率的平方，ω２
ｃ 为索的频率的平

方．Ｋ ｊ 为与索对浅拱的弹性支撑作用相关的参数．
忽略桥面梁几何非线性的影响，将上述公式退化为

与本文模型一致的索梁组合模型的问题．
表 ４ 给出了由两种方法计算得到的拉索与梁

的频率．本文计算得到的梁和索的频率值分别对应

系统的第一阶频率（整体模态，主要表现为梁的第

一阶模态，拉索为拖拽运动，对梁起弹性支撑的作

用）和第 ６ 阶频率（局部模态，表现为索的第一阶

模态） ．由表中数据看到两种方法所得结果具有很

好的一致性，最大误差仅为 １．１０７％．

表 ４　 两种计算方法的频率对比

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｔｗｏ ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ Ｐａｐｅｒ［２０］ Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ （％）
ｃａｂｌｅ １．３５０３ １．３５０２ ０．００７４
ｂｅａｍ ０．１３５５ ０．１３７０ １．１０７

图 ５ 给出了正弦振型函数与本文理论计算得

出的系统第一阶模态（整体模态）的对比图．从图中

看到两曲线吻合良好，由此说明在非线性动力学分

析中，采用正弦函数作为浅拱振型与采用相应线性

问题求解的特征函数作为振型足够满足位移精度

的要求．

图 ５　 正弦函数与本文模型 １ 阶模态对比

Ｆｉｇ．５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｓｉｎｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ １ｓｔ ｍｏｄｅ ｏｆ ｍｏｄａｌ

ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

另外，从表 ２ 和表 ３ 可以看出，分段函数能够

进一步反应出梁的内力在索的锚固处的突变．如果

在动力学研究中，需要研究该位置处的内力响应，
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则选择分段函数更为合适．但是，突变值的大小通

常较小．另外，在工程实际中，对斜拉桥的索⁃梁 ／浅
拱模型的非线性动力学行为的研究，重点关注其各

够件间的能量传递导致的大幅振动，侧重点在位移

响应，特别是索的振动问题．因此，取正弦函数作为

斜拉桥的多索⁃梁 ／浅拱模型中梁 ／浅拱的模态函数

足够满足位移精度的要求．若进一步分析其内力及

高阶混合模态的内共振特性，则须采用本文理论所

得分段函数作为梁 ／浅拱的模态函数，以满足索⁃
梁 ／浅拱耦合点处的力学条件．

４　 结论

本文建立了斜拉桥的单梁⁃多索力学模型，考虑

索的初始垂度引起的几何非线性因素的影响，将多索

梁模型分段处理，基于索、梁经典的面内振动微分方

程，通过索、梁连接处的动态平衡条件，建立多索梁模

型面内振动理论．同时，建立了相应的有限元模型，两
者计算结果吻合良好．最后讨论了索和梁的刚度对模

型的模态及力学特性的影响，并得到以下结论：
（１）系统的各阶频率值随梁弯曲刚度的增大

而增大，并且高阶频率更加敏感．梁刚度取值较小

时出现 Ｖｅｅｒｉｎｇ 现象，容易导致系统内共振，实际工

程中应重点关注．
（２）系统的各阶频率值随拉索轴向刚度的增

大而增大，低阶频率更加敏感．
（３）实际工程中应合理选取梁的抗弯刚度，既

要避免柔性梁的大幅振动，又要防止梁弯曲刚度过

大，使能量过多向拉索传递，导致其以高阶模态振

动，发生疲劳破坏．
（４）调整梁和拉索的刚度对梁的模态形状几

乎没有影响，对其内力影响较大．
（５）选取正弦函数作为斜拉桥的多索⁃梁 ／浅拱模

型中梁 ／浅拱的模态函数足够满足非线性动力学行为

响应分析精度，如需进一步分析其内力以及高阶混合

模态的内共振问题，须选用本文推导的分段函数．
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ｔ１１，１１ ＝ －ｃｏｓｈ ｓ１βｂ( ) ；ｔ１１，１２ ＝ －ｓｉｎｈ ｓ１βｂ( ) ；
ｔ１２，９ ＝ ｔ１３，１０ ＝ｃｏｓ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１２，１０ ＝ ｔ１３，１３ ＝ｓｉｎ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１２，１１ ＝ ｔ１３，１２ ＝ｃｏｓｈ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１２，１２ ＝ ｔ１３，１１ ＝ｓｉｎｈ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１２，１３ ＝ ｔ１３，１４ ＝ －ｃｏｓ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１２，１４ ＝ ｔ１３，９ ＝ －ｓｉｎ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１２，１５ ＝ －ｃｏｓｈ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１２，１６ ＝ －ｓｉｎｈ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１３，１５ ＝ －ｓｉｎｈ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１３，１６ ＝ －ｃｏｓｈ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１４，９ ＝ －ｃｏｓ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１４，１０ ＝ －ｓｉｎ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１４，１１ ＝ｃｏｓｈ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１４，１２ ＝ｓｉｎｈ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１４，１３ ＝ｃｏｓ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１４，１４ ＝ｓｉｎ ｓ２βｂ( ) ；
ｔ１４，１５ ＝ －ｃｏｓｈ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１４，１６ ＝ －ｓｉｎｈ ｓ２βｂ( ) ；

ｔ１５，１ ＝ －
βｃｃｏｓβｃｃｏｓθ

μ
＋８ｄ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( )

βｃ
－

８ｄｃｏｓβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( )

βｃ
－

４ｄｓｉｎβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ＋
η１１ｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ＋
ｓｉｎβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ；

ｔ１５，２ ＝
βｃｓｉｎβｃｃｏｓθ

μ
－４ｄ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) －

４ｄｃｏｓβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ＋
８ｄｓｉｎβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( )

βｃ
＋

η１２ｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ＋
＋ｃｏｓβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ；

ｔ１５，５ ＝β３
ｂ
χｓｉｎ ｓ１βｂ( ) ；ｔ１５，６ ＝ －β３

ｂ
χｃｏｓ ｓ１βｂ( ) ；

ｔ１５，７ ＝β３
ｂ
χｓｉｎｈ ｓ１βｂ( ) ；ｔ１５，８ ＝β３

ｂ
χｃｏｓｈ ｓ１βｂ( ) ；

ｔ１５，９ ＝ －β３
ｂ
χｓｉｎ ｓ１βｂ( ) ；ｔ１５，１０ ＝β３

ｂ
χｃｏｓ ｓ１βｂ( ) ；

ｔ１５，１１ ＝ －β３
ｂ
χｓｉｎｈ ｓ１βｂ( ) ；ｔ１５，１２ ＝ －β３

ｂ
χｃｏｓｈ ｓ１βｂ( ) ；

ｔ１６，３ ＝ －
βｃｃｏｓβｃｃｏｓθ

μ
＋８ｄ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( )

βｃ
－

８ｄｃｏｓβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( )

βｃ
－

４ｄｓｉｎβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ＋
η２１ｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ＋
ｓｉｎβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ；

ｔ１６，４ ＝
βｃｓｉｎβｃｃｏｓθ

μ
－４ｄ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) －

４ｄｃｏｓβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ＋
８ｄｓｉｎβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( )

βｃ
＋

η２２ｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ＋
ｃｏｓβｃ ４ｄｃｏｓθ－ｓｉｎθ( ) ｔａｎθ；

ｔ１６，９ ＝β３
ｂ
χｓｉｎ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１６，１０ ＝β３

ｂ
χｃｏｓ ｓ２βｂ( ) ；

ｔ１６，１１ ＝β３
ｂ
χｓｉｎｈ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１６，１２ ＝β３

ｂ
χｃｏｓｈ ｓ２βｂ( ) ；

ｔ１６，１３ ＝ －β３
ｂ
χｓｉｎ ｓ２βｂ( ) ；ｔ１６，１４ ＝ －β３

ｂ
χｃｏｓ ｓ２βｂ( ) ；

ｔ１６，１５ ＝ －β３
ｂ
χｓｉｎｈ ｓ２βｂ( ) ；

ｔ１６，１６ ＝ － β ３
ｂ
χｃｏｓｈ ｓ２β ｂ( ) ；Γ３３ ＝ １ ／ ∫

１

０

φ２ｄｓ；

ｒ３３ ＝ ∫
１

０

φ４φｄｓ；ｄ３３ ＝ ∫
１

０

ｙ′（ ｓ）φ′（ ｓ）ｄｓ；

ｆ３３ ＝ ∫
１

０

ｙ″φｄｓ；ｄ ｊ０ ＝ ∫
１

０

ｙ′ｊｄｘ；γ ｊ ＝
Ｌ
ｌ ｊ
；

Ｋ ｊ ＝
ＥｃｊＡｃｊ

ｍａω ２
０Ｌ２；Γ１１ ＝ １ ／ ∫

１

０

φ２
１ｄｓ；

ｄ１１ ＝ ∫
１

０

ｙ′１（ ｓ）φ′１（ｘ）ｄｘ；ｆ１１ ＝ ∫
１

０

ｙ″１φ１（ｘ）ｄｘ；

ｈ１１ ＝ ∫
１

０

φ１φ″１ｄｘ１；λ １ ＝
Ｅｃ１Ａｃ１

Ｈｃ１

４０５


