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摘要　 以飞行器机翼作为工程背景，将机翼简化为悬臂板模型，研究了受横向电压激励、基础激励、面内激

励联合作用下复合材料层合悬臂板的非线性动力学问题．首先建立其动力学模型，考虑冯⁃卡门大变形理论，

利用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立复合材料层合悬臂板的非线性动力学方程；选择符合边界条件的模态函数，利用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对系统进行四阶离散，得到四自由度非线性常微分方程；代入系统实际物理参数，应用ＭＡＴＬＡＢ

软件数值模拟得到系统振动幅值随电压激励变化的分叉图，由图可知，电压激励使系统从混沌运动变为倍

周期运动，降低了系统振幅，保持系统的稳定．
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引言

压电效应是 １８８０ 年 Ｃｕｒｉｅ 兄弟发现的．压电材

料的正压电效应即通过施加外作用力，使压电材料

变形，从而输出电能，一般用做能量采集器．压电材

料的逆压电效应是在外电场作用下压电材料产生形

变，从而抑制系统振动．常用的压电材料有压电陶瓷

类（ＰＺＴ）和压电薄膜类（ＰＶＤＦ）．压电陶瓷较脆，在
电场激励下所能产生的驱动力有限．压电薄膜轻而

柔软，易加工成型，可应用于梁、板、壳及复杂形面结

构．压电材料成本低廉、生产工艺比较成熟［１］ ．
２００１ 年，Ｚｈａｎｇ［２，３］ 等分别研究了面内激励作

用下四边简支矩形板以及面内激励和横向外激励

联合作用下四边简支矩形板的非线性动力学．２００８
年，Ｈａｏ［４］等利用高阶板壳理论研究了面内激励和

横向外激励联合作用下四边简支矩形功能梯度板

的非线性动力学行为．２００９ 年，Ｙａｏ［５］ 等对压电复

合材料层合简支梁进行了混沌动力学与控制研究．
２０１１ 年，Ｉｎｍａｎ［６］等研究了无人机上的能源采

集器，在无人机的机翼上嵌入压电陶瓷，利用气动

载荷使压电材料振动发电，机翼的力学模型是悬臂

压电板结构．２０１３ 年，Ｉｎｍａｎ［７］等用实验方法研究了

双稳态层合压电板结构，给出了低频振动、不均匀

的跳变和重复均匀跳变时的时间历程图和二维相

图．２０１６ 年，李蒙［８］ 等以复合材料悬臂板为主要研

究对象，研究了其振动主动控制及控制器铺设位置

的优化问题．
以上文献建立的动力学模型多为简支板模型，

悬臂板较少，且最多为三阶离散，本文以飞行器机

翼为工程背景，建立受电压激励、基础激励、面内激

励联合作用下复合材料层合悬臂板的力学模型，应
用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理及 ｖｏｎ Ｋａｒｍａｎ 大变形板理论，对
系统进行四阶 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散，得到四自由度非线性

动力学方程，分析了受电压激励时，复合材料层合

悬臂板的非线性动力学响应．

１　 基本方程

建立复合材料层合悬臂板的力学模型如图 １
所示．悬臂板由三层材料组成，中间为基底层，材料

选用石墨 ／环氧（ＨＴ３ ／ ＱＹ８９１１）树脂，上下两层为

压电薄膜（ＰＶＤＦ）层．悬臂板总的长、宽、厚分别为

ａ， ｂ， ｈ，建立直角坐标系在板的中面，板的固定端

受基础激励 Ｆｃｏｓ（Ω１ ｔ）的作用，横向受电压激励，
形式为 Ｖｃｏｓ（Ω２ ｔ），面内激励为 ｐ０＋ｐ１ｃｏｓ（Ω３ ｔ） ．
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图 １　 复合材料层合压电悬臂板的力学模型

Ｆｉｇ．１　 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃ ｐｌａｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

根据经典板理论［９］，板的任意一点的位移可以

写为：

ｕ１ ＝ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）－ｚ
∂ｗ０

∂ｘ

ｕ２ ＝ ｖ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ）－ｚ
∂ｗ０

∂ｙ
ｕ３ ＝ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ）

（１）

式（１）中 ｕ０，ｖ０，ｗ０ 分别为中面上任意一点沿 ｘ，ｙ，ｚ
方向的位移．

根据 ｖｏｎ Ｋａｒｍａｎ 非线性应变⁃位移几何关系，
得应变⁃位移关系：
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对于正交铺设的各向异性层合板，其应力⁃应
变的本构方程可以写为：
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其中 ｅｉｊ为压电常数，Ｅ 为电场强度，弹性刚度系数

Ｑｉｊ如下式所示：

Ｑ１１ ＝
Ｅ１

１－ν１２ν２１
，Ｑ１２ ＝

ν１２Ｅ２

１－ν１２ν２１
，Ｑ２１ ＝Ｑ１２，

Ｑ２２ ＝
Ｅ２

１－ν１２ν２１
，Ｑ４４ ＝Ｇ２３，Ｑ５５ ＝Ｇ１３，Ｑ６６ ＝Ｇ１２

（４）

其中 Ｅ ｉ（ ｉ＝ １，２）为单层材料的弹性模量，Ｇ１２为单

层材料的剪切模量，ν１２和 ν２１为单层材料的泊松比．
根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理：

δ∫ｔ ２
ｔ１
（Ｔ － Ｕ）ｄｔ ＋ ∫ｔ ２

ｔ１
δＷｄｔ ＝ ０ （５）

对于压电材料，引入第二类压电本构方程如

下：
Ｔ＝Ｑε－ｅＥ
Ｄ＝ ｅε＋ζＥ

（６）

式中 Ｔ，ε，Ｄ，Ｑ，ｅ，Ｅ，ζ 分别代表应力、应变、电位

移、弹性模量、压电常数、电场强度、介电常数．
代入哈密顿原理，得内力表示的复合材料层合

悬臂板的控制方程如下：
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式中：
Ｎαβ

Ｍαβ
{ } ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
σ αβ

１
ｚ{ } ｄｚ，（α，β 分别代表 ｘ，ｙ）

Ｉｉ ＝ ∑
Ｎ
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∫ｚｋ＋１
ｚｋ

ρ ｋ（ ｚ） ｉｄｚ， （ ｉ ＝ ０，１，２） （８）

将内力与应变关系带入到式（８）中，得到广义

位移表示的复合材料层合悬臂板的控制方程如下：
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∂ｗ０
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其中 （Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｄｉｊ） ＝∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∫ｚｋ＋１
ｚｋ

（Ｑｉｊ） ｋ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ，（ ｉ，ｊ ＝

１，２，６）

２　 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 离散

将悬臂板的模态函数写成悬臂梁与自由梁模

态函数的组合［１０］，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，取 ｚ 方向前

四阶振型进行离散，选取模态函数如下：

ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｕ１（ ｔ）ｓｉｎ（
πｘ
２ａ

）ｃｏｓ（πｙ
ｂ
）

ｖ０（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｖ１（ ｔ）ｓｉｎ（
πｘ
２ａ

）ｃｏｓ（πｙ
ｂ
）

ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ｗ１（ ｔ）α１β１＋ｗ２（ ｔ）α１β２＋
ｗ３（ ｔ）α２β１＋ｗ４（ ｔ）α２β２

α１ ＝ｃｏｓｈ
ｋ１ｘ
ａ

－ｃｏｓ
ｋ１ｘ
ａ

－φ１（ｓｉｎｈ
ｋ１ｘ
ａ

－ｓｉｎ
ｋ１ｘ
ａ

）

α２ ＝ｃｏｓｈ
ｋ２ｘ
ａ

－ｃｏｓ
ｋ２ｘ
ａ

－φ２（ｓｉｎｈ
ｋ２ｘ
ａ

－ｓｉｎ
ｋ２ｘ
ａ

）

ｃｏｓｋｉｃｏｓｈｋｉ＋１＝ ０， ｋｉ
４ ＝ω２ ρＡ

ＥＪ
（ ｉ＝ １，２）

φｉ ＝
ｓｉｎｈｋｉ－ｓｉｎｋｉ

ｃｏｓｈｋｉ＋ｃｏｓｋｉ
（ ｉ＝ １，２）

β１ ＝ １， β２ ＝ ３ （１－２ｙ
ｂ
） （１０）

对于悬臂薄板，横向位移比其它方向的位移更

加明显，因此忽略（９ａ） （９ｂ）方程的所有惯性项和

（９ｃ）关于 ｕ０，ｖ０ 的惯性项，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法，将
（１０）带入到（９），得到 ｗ１，ｗ２，ｗ３，ｗ４ 的表达式如下：
ｗ̈１＋μ１ｗ̇１＋ω２

１ｗ１＋ａ１ｗ１
３＋ａ２ｗ２

３＋ａ３ｗ３
３＋ａ４ｗ４

３＋
　 ａ５ｗ１ｗ２

２＋ａ６ｗ２ｗ２
１＋ａ７ｗ３ｗ２

２＋ａ８ｗ３ｗ２
１＋ａ９ｗ１ｗ２

３＋
　 ａ１０ｗ１ｗ２

４＋ａ１１ｗ２ｗ２
３＋ａ１２ｗ２ｗ２

４＋ａ１３ｗ４ｗ２
２＋ａ１４ｗ３ｗ２

４＋
　 ａ１５ｗ４ｗ２

１＋ａ１６ｗ４ｗ２
３＋ａ１７ｗ１ｗ２ｗ３＋ａ１８ｗ１ｗ２ｗ４＋

　 ａ１９ｗ１ｗ３ｗ４＋ａ２０ｗ２ｗ３ｗ４ ＝ａ２１ＦｃｏｓΩ１ｔ＋ａ２２Ｖｃｏｓ（Ω２ｔ）
ｗ̈２＋μ１ｗ̇２＋ω２

２ｗ２＋ｂ１ｗ１
３＋ｂ２ｗ２

３＋ｂ３ｗ３
３＋ｂ４ｗ４

３＋
　 ｂ５ｗ１ｗ２

２＋ｂ６ｗ２ｗ２
１＋ｂ７ｗ３ｗ２

２＋ｂ８ｗ３ｗ２
１＋ｂ９ｗ１ｗ２

３＋
　 ｂ１０ｗ１ｗ２

４＋ｂ１１ｗ２ｗ２
３＋ｂ１２ｗ２ｗ２

４＋ｂ１３ｗ４ｗ２
２＋ｂ１４ｗ３ｗ２

４＋
　 ｂ１５ｗ４ｗ２

１＋ｂ１６ｗ４ｗ２
３＋ｂ１７ｗ１ｗ２ｗ３＋ｂ１８ｗ１ｗ２ｗ４＋

　 ｂ１９ｗ１ｗ３ｗ４＋ｂ２０ｗ２ｗ３ｗ４ ＝ｂ２１ＦｃｏｓΩ１ｔ＋ｂ２２Ｖｃｏｓ（Ω２ｔ）
ｗ̈３＋μ１ｗ̇３＋ω２

３ｗ３＋ｃ１ｗ１
３＋ｃ２ｗ２

３＋ｃ３ｗ３
３＋ｃ４ｗ４

３＋
　 ｃ５ｗ１ｗ２

２＋ｃ６ｗ２ｗ２
１＋ｃ７ｗ３ｗ２

２＋ｃ８ｗ３ｗ２
１＋ｃ９ｗ１ｗ２

３＋
　 ｃ１０ｗ１ｗ２

４＋ｃ１１ｗ２ｗ２
３＋ｃ１２ｗ２ｗ２

４＋ｃ１３ｗ４ｗ２
２＋ｃ１４ｗ３ｗ２

４＋
　 ｃ１５ｗ４ｗ２

１＋ｃ１６ｗ４ｗ２
３＋ｃ１７ｗ１ｗ２ｗ３＋ｃ１８ｗ１ｗ２ｗ４＋

　 ｃ１９ｗ１ｗ３ｗ４＋ｃ２０ｗ２ｗ３ｗ４ ＝ｃ２１ＦｃｏｓΩ１ｔ＋ｃ２２Ｖｃｏｓ（Ω２ｔ）
ｗ̈４＋μ１ｗ̇４＋ω２

４ｗ４＋ｄ１ｗ１
３＋ｄ２ｗ２

３＋ｄ３ｗ３
３＋ｄ４ｗ４

３＋
　 ｄ５ｗ１ｗ２

２＋ｄ６ｗ２ｗ２
１＋ｄ７ｗ３ｗ２

２＋ｄ８ｗ３ｗ２
１＋ｄ９ｗ１ｗ２

３＋
　 ｄ１０ｗ１ｗ２

４＋ｄ１１ｗ２ｗ２
３＋ｄ１２ｗ２ｗ２

４＋ｄ１３ｗ４ｗ２
２＋ｄ１４ｗ３ｗ２

４＋
　 ｄ１５ｗ４ｗ２

１＋ｄ１６ｗ４ｗ２
３＋ｄ１７ｗ１ｗ２ｗ３＋ｄ１８ｗ１ｗ２ｗ４＋

　 ｄ１９ｗ１ｗ３ｗ４＋ｄ２０ｗ２ｗ３ｗ４ ＝ｄ２１ＦｃｏｓΩ１ｔ＋ｄ２２Ｖｃｏｓ（Ω２ｔ）

（１１）

３　 数值模拟

利用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法，数值模拟电压激励对于

系统非线性动力学响应的影响．选择压电层合悬臂

板的实际物理参数如表 １，其中下脚标 ｓ 代表基底

层的相关参数，下脚标 ｐ 代表压电层的相关参数，
其它参数的代表意义与前述相同．

表 １　 压电悬臂板的物理参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｅｄ ｐｌａｔｅ

ｐｈｙｓｉｃａｌ ｑｕａｎｔｉｔｙ ｖａｌｕｅ ｐｈｙｓｉｃａｌ ｑｕａｎｔｉｔｙ ｖａｌｕｅ
ａ １．５ｍ Ｅ１ｐ ２．５ＧＰａ
ｂ ０．８ｍ Ｅ２ｐ ２．５ＧＰａ
ｈｓ ０．００５ｍ Ｇ１２ｐ １．０ＧＰａ
ｈｐ ０．００１ｍ ν１２ｐ ０．３５
Ｅ１ｓ １２５Ｇｐａ ρｐ ２５００ ｋｇ ／ ｍ３

Ｅ２ｓ ７．２Ｇｐａ ｅ３１ １７ｃｏ ／ ｍ２

Ｇ１２ｓ ４．０ＧＰａ ｅ３２ ６ｃｏ ／ ｍ２

ν１２ｓ ０．３３ ｃ３ ２．８３×１０－５

ρｓ １５７０ｋｇ ／ ｍ３

１９４
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代入表 １ 的物理参数到方程（１１），并选取基

础激励的幅值 Ｆ ＝ ２００Ｎ，根据之前所做分析，当基

础激励幅值 Ｆ＝ ２００Ｎ 时，系统响应为混沌，选择电

压激励的幅值从 １５０Ｖ 变化到 １０Ｖ 时，观察系统前

二阶非线性动力学响应的变化如分叉图 ２ 所示．图
中 ｗ１、ｗ２ 分别代表前二阶响应的幅值．由图可知，
当电压达到 ９０Ｖ 时，系统响应由混沌运动变为周

期运动，降低了振幅，达到了抑制振动的效果．

图 ２　 系统前二阶模态随电压幅值变化的分叉图

Ｆｉｇ．２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｆｏｕｒ ｍｏｄｅｓ ｆｏｒ ｗ０

ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｖｏｌｔａｇｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ Ｖ

选取电压激励的幅值 １２０Ｖ 时，得到系统的波

形图（ａ），二维相图（ｂ），庞加莱截面（ｃ）和三维相

图（ｄ），如图 ３ 所示．图中 ｘ１ 代表第一阶的振幅，ｘ２

代表第一阶的速度．从图 ３ 可以看出，系统运动为

混沌．

图 ３　 当 Ｖ＝ １２０Ｖ 系统的混沌运动

Ｆｉｇ．３　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｈｅｎ Ｖ＝ １２０Ｖ

选取电压激励的幅值为 ５０Ｖ 时，得到系统的

波形图（ａ），二维相图（ｂ），庞加莱截面（ｃ）和三维

相图（ｄ），如图 ４ 所示．从这些图可以看出，系统运

动为倍周期．

图 ４　 当 Ｖ＝ ５０Ｖ 系统的倍周期运动

Ｆｉｇ．４　 Ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍ ｗｈｅｎ Ｖ＝ ５０Ｖ

４　 结论

本文研究了在基础激励、电压激励和面内激励

联合作用下，复合材料层合压电悬臂板的非线性动

力学响应．应用经典板理论和 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立系

统动力学方程，采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法对系统进行四阶

离散，代入实际物理参数，数值模拟得到振动幅值

随电压激励变化的分叉图，由图可知，通过给系统

施加电压激励，产生逆压电效应，系统响应由大幅

值的混沌运动变为幅值较小的倍周期运动，抑制了

系统的振动．实际工程中，飞行器在高速飞行时，其
机翼由于振动会产生疲劳甚至破坏，而利用压电材

料的逆压电效应，通过选择合适的电压激励的幅

值，能够抑制机翼的振动，保持系统的稳定．
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