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摘要　 蜂窝夹层结构因其良好的力学特性，在众多工程领域具有非常广泛的应用．本文建立了悬臂边界条件

下，蜂窝夹层板的动力学模型并研究其非线性动力学行为．选取文献中更加接近实体有限元解的等效弹性参

数公式对蜂窝芯层进行等效简化，得到六角形蜂窝芯的等效弹性参数．基于 Ｒｅｄｄｙ 高阶剪切变形理论，应用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立悬臂式蜂窝夹层板在受到面内激励和横向激励联合作用下的偏微分运动方程．然后利用

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法得到两自由度非自治常微分形式运动方程．在此基础上，通过对悬臂式蜂窝夹层板进行数值模

拟分析系统的非线性动力学．结果表明面内激励和横向激励对系统的动力学特性有着重要影响，在不同激励

作用下系统会出现周期运动、概周期运动以及混沌运动等复杂的非线性动力学响应．

关键词　 蜂窝夹层板，　 悬臂，　 非线性动力学，　 周期，　 混沌
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引言

蜂窝夹层结构具有重量轻、高比刚度和高比强

度以及良好的结构稳定性和能量吸收性等优越的

性能，因而广泛应用于现代工业制造的各个方面．
在航空航天工业中，蜂窝夹层结构大量用于飞机的

机翼、雷达罩、机舱、尾翼、升降舵和储物箱等部位．
蜂窝芯夹层板由较薄的上下蒙皮和较厚中间芯层

组成．它的芯层是由金属材料、纸质材料或者其它

材料制成的六边形孔格，蒙皮在芯层的上下两面胶

结或焊接．蜂窝夹层板的结构如图 １ 所示．

图 １　 蜂窝夹板结构示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ

蜂窝芯层等效是蜂窝夹层结构相关研究的前

提和基础．１９６９ 年，Ａｌｌｅｎ［１］ 针对蜂窝芯层等效提出

了一种忽略芯层面内刚度和弯曲刚度的假设，认为

芯层仅能抵抗横向剪切力，极大地简化了受力分

析，这种假设在早期的工程中应用非常广泛．１９８２
年，Ｇｉｂｓｏｎ［２］等对采用欧拉伯努利梁理论，利用材

料力学公式推导出等壁厚正六角形蜂窝芯层的二

维等效弹性参数公式．１９９９ 年，富明慧［３］ 等考虑蜂

窝壁版的伸缩变形对面内刚度的影响，提出了一种

考虑蜂窝芯层面内刚度的简化方案，克服了 Ｇｉｂｓｏｎ
公式的缺陷．２００１ 年，Ｋｉｍ［４］ 等开发了一个非均匀

支撑的柱状结构的常规三维各向异性模型，通过该

模型来研究二维六角形、三维六角形和菱形蜂窝材

料柱状结构的力学特性．２００８ 年，祝涛［５］ 等考虑面

内载荷对蜂窝芯层等效弹性模量的影响，拟合了非

线性等效弹性参数．同年，孙德强［６］ 等将铝制蜂窝

孔壁视为纤细梁，在考虑弯曲和伸缩变形的基础上

利用 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论处理蜂窝孔壁的剪切变

形，推导出了与有限元结果更加接近的双壁厚一般

六角形蜂窝芯层的面内等效弹性参数公式． ２０１１
年，陈玳珩［７］等提出了蜂窝芯层和蒙皮在位移连续
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性条件下的等效弹性模量的理论分析的新的计算

方法，并与有限元数值分析相比较验证其准确性．
２０１２ 年，陈梦成［８］ 等提出了以蜂窝芯正六角形胞

元壁板弯曲和扭转为基础的蜂窝夹层板的计算方

法．２０１５ 年，富明慧［９］ 等基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ 梁理论，
利用文献［６］的计算方法，推导出了一般六角形等

壁厚蜂窝芯的面内等效弹性参数公式．
２０１３ 年，Ｍｏｔｌｅｙ［１０］ 等研究了全部和部分浸没

的悬臂复合板的边界条件对自由振动响应的影响

以及这些影响是如何根据材料属性而变化的．同
年，Ｈａｏ［１１］等研究了热环境下受到横向和静态面内

预加激励的功能梯度悬臂圆柱壳的非线性动力学

行为．同年，杜长城［１２］ 等采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法和平均法

研究了四边简支条件下仅受到横向简谐激励作用

的功能梯度薄壁板的非线性动力学响应．同年，
Ｗａｎｇ［１３］等研究了热环境下置于弹性地基上的具有

功能梯度表层的复合板的非线性动力学响应．２０１４
年，Ｚｈａｎｇ［１４］ 等研究了同时受到横向激励和面内激

励作用的简支边界条件下，空间构架点阵夹芯层合

板的非线性动力学响应．同年，Ｚｈａｎｇ［１５］等研究了横

向气动载荷和参数激励联合作用下复合材料悬臂

外伸矩形板在伸出过程中的非线性动力学问题．
２０１５ 年，Ｔａ［１６］等利用改进板理论分析了置于弹性

基地上的功能梯度板的动力学响应． ２０１６ 年，
Ａｚａｒｂｏｎｉ［１７］ 等研究了非理想矩形板在六种边界条

件下激励频率对非线性动态脉冲屈曲的影响．同
年，Ｐａｒａｎｄｖａｒ［１８］等使用有限元方法研究了受到热

和谐波负载下功能梯度扁壳的非线性动力学响应．
综上所述，国内外很多学者对不同边界条件下

蜂窝夹层板的非线性动力学特性进行了大量研究，
但对于复杂载荷作用下悬臂式蜂窝夹层板的非线

性动力学响应的研究相对较少．另外，多数文献在

蜂窝芯层等效时采用了文献［２］给出的 Ｇｉｂｓｏｎ 公

式，本文采用了更加接近有限元实体单元的等效弹

性参数公式对蜂窝芯层进行等效简化，以悬臂式矩

形蜂窝夹层板为研究对象，考虑面内激励和横向外

激励的联合作用以及阻尼等对系统的影响，基于

Ｒｅｄｄｙ 高阶剪切变形理论，应用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立

悬臂蜂窝板的动力学控制方程．利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法

得到该系统的常微分形式的非线性动力学方程，根
据工程实际背景选取不同的参数，直接对所得系统

进行数值模拟和对比分析．

１　 蜂窝夹层板的力学模型

以飞机的机翼振动为实际工程背景，考虑悬臂

边界条件下矩形蜂窝芯夹层板，模型如图 ２ 所示，
矩形蜂窝夹层板的 ｏｂ 边被固定，其余三边自由，ｘ
方向边长为 ａ，ｙ 方向边长为 ｂ，板总厚为 Ｈ，平面直

角坐标系 ｘＯｙ 位于蜂窝夹层板的中性面内，ｚ 轴竖

直向下并垂直于 ｘＯｙ 面．假设蜂窝板受到横向的简

谐外激励为 Ｆ ＝ Ｆ０ｃｏｓΩｔ 以及面内简谐激励为 Ｐ ＝
Ｐ０＋Ｐ１ｃｏｓΩ１ ｔ，并且考虑横向阻尼 γ 的影响．蜂窝夹

层板的上下蒙皮厚度均为 ｈｆ，正六角形的蜂窝芯层

厚度为 ｈｃ ．

图 ２　 悬臂式蜂窝夹层板模型示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ

由于蜂窝夹层板的蒙皮很薄并且与蜂窝芯层

紧密粘结，为了计算方便，我们忽略蒙皮厚度，将蜂

窝芯层进行等效简化．一般六角形蜂窝芯层的结构

单元结构如图 ３ 所示．其中 ｄ 为蜂窝单元壁板的厚

度，ｈ、ｌ 分别为蜂窝单元的直壁板和斜壁板长度．

图 ３　 一般六角形蜂窝芯层结构单元

Ｆｉｇ． ３　 Ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌ ｈｅｘａｇｏｎａｌ ｃｏｒｅ ｌａｙｅｒ

文献［６，９］推导出的更加接近实体有限元解

的等壁厚一般六角形蜂窝芯层的面内等效弹性参

数公式为如下形式：

２８４
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　 　 Ｅ１ ＝Ｅｓ
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（ｈ ／ ｌ＋ｓｉｎθ）
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ｖ２１ ＝
（ｈ ／ ｌ＋ｓｉｎθ）ｓｉｎθ［１＋（１．４＋１．５ｖｓ）ｄ２ ／ ｌ２］
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（１ｄ）

其中 Ｅ１、Ｅ２ 分别为蜂窝芯层在 ｘ、ｙ 方向上的弹性

模量；ｖ１２、ｖ２１分别为蜂窝芯层在 ｘ、ｙ 方向上的泊松

比；Ｅｓ 为蜂窝芯基体材料的弹性模量，ｖｓ 为蜂窝芯

基体材料本身的泊松比．由于这组公式同时考虑剪

切、拉伸和弯曲的影响，并且与实体有限元模型更

加接近，因此本文选择公式（１）作为六角形蜂窝夹

层板的等效弹性参数公式．

２　 臂蜂窝夹层板的动力学方程

根据 Ｒｅｄｄｙ 的三阶剪切变形理论，蜂窝夹层板

的位移场可以写为如下形式［１９］：

ｕ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｕ０（ｘ，ｙ，ｔ）＋ｚφｘ（ｘ，ｙ，ｔ）－

４
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３（φｘ＋
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∂ｘ
） （２ａ）
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４
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３（φｙ＋
∂ｗ０

∂ｙ
） （２ｂ）

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ ｗ０（ｘ，ｙ，ｔ） （２ｃ）
其中 ｕ０、ｖ０、ｗ０ 为板中性面在 ｘ、ｙ、ｚ 方向的位移，
φｘ、φｙ 分别为中性面的法线对于 ｘ、ｙ 轴的转角，ｈ
为板的厚度．

非线性应变位移关系如下：
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将（３）式代入（２）式可以得到位移形式的应变

表达式为如下（４）式：
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φｙ＋

∂ｗ０

∂ｙ

φｘ＋
∂ｗ０

∂ｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

， ｃ１ ＝
４

３ｈ２， ｃ２ ＝
４
ｈ２ （５）

根据 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理建立蜂窝夹层板的非线性
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动力学方程为如下形式：
∂Ｎｘｘ

∂ｘ
＋
∂Ｎｘｙ

∂ｙ
＝ Ｉ０ ｕ̈０＋（ Ｉ１－ｃ１Ｉ３） φ̈ｘ－ｃ１Ｉ３

∂ｗ̈０

∂ｘ
（６ａ）

∂Ｎｘｙ

∂ｘ
＋
∂Ｎｙｙ

∂ｙ
＝ Ｉ０ ｖ̈０＋（ Ｉ１－ｃ１Ｉ３） φ̈ｙ－ｃ１Ｉ３

∂ｗ̈０

∂ｙ
（６ｂ）

∂Ｎｘｘ

∂ｘ
∂ｗ０

∂ｘ
＋Ｎｘｘ

∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋
∂Ｎｘｙ

∂ｘ
∂ｗ０

∂ｙ
＋２Ｎｘｙ

∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ
＋

∂Ｎｘｙ

∂ｙ
∂ｗ０

∂ｘ
＋
∂Ｎｙｙ

∂ｙ
∂ｗ０

∂ｙ
＋Ｎｙｙ

∂２ｗ０

∂ｙ２ ＋（
∂Ｑｘ

∂ｘ
－ｃ２

∂Ｒｘ

∂ｘ
）＋

（
∂Ｑｙ

∂ｙ
－ｃ２

∂Ｒｙ

∂ｙ
）＋ｃ１（

∂２Ｐｘｘ

∂ｘ２ ＋２
∂２Ｐｘｙ

∂ｘ∂ｙ
＋∂

２Ｐｙｙ
∂ｙ２ ）＋

Ｆ０ｃｏｓΩｔ－γｗ̇０

＝ Ｉ０ｗ̈０－ｃ２１Ｉ６（
∂２ｗ̈０

∂ｘ２ ＋
∂２ｗ̈０

∂ｙ２ ）＋ｃ１Ｉ３（
∂ｕ̈０

∂ｘ
＋
∂ｖ̈０
∂ｙ

）＋

　 ｃ１（ Ｉ４－ｃ１Ｉ６）（
∂φ̈ｘ

∂ｘ
＋
∂φ̈ｙ

∂ｙ
） （６ｃ）

∂Ｍｘｘ

∂ｘ
＋
∂Ｍｘｙ

∂ｙ
－ｃ１

∂Ｐｘｘ

∂ｘ
－ｃ１

∂Ｐｘｙ

∂ｙ
－（Ｑｘ－ｃ２Ｒｘ）

＝ （ Ｉ１－ｃ１Ｉ３） ｕ̈０＋（ Ｉ２－２ｃ１Ｉ４＋ｃ２１Ｉ６） φ̈ｘ－

　 ｃ１（ Ｉ４－ｃ１Ｉ６）
∂ｗ̈０

∂ｘ
（６ｄ）

∂Ｍｘｙ

∂ｘ
＋
∂Ｍｙｙ

∂ｙ
－ｃ１

∂Ｐｘｙ

∂ｘ
－ｃ１

∂Ｐｙｙ

∂ｙ
－（Ｑｙ－ｃ２Ｒｙ）

＝ （ Ｉ１－ｃ１Ｉ３） ｖ̈０＋（ Ｉ２－２ｃ１Ｉ４＋ｃ２１Ｉ６） φ̈ｙ－

　 ｃ１（ Ｉ４－ｃ１Ｉ６）
∂ｗ̈０

∂ｙ
（６ｅ）

其中应力的合力与应变的关系表示为如下形式：

Ｎｘｘ

Ｎｙｙ

Ｎｘｙ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

Ａ１１ Ａ１２ ０

Ａ１２ Ａ２２ ０

０ ０ Ａ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂ｕ０

∂ｘ
＋ １
２

∂ｗ０

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

∂ｖ０
∂ｙ

＋ １
２

∂ｗ０

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

∂ｕ０

∂ｙ
＋
∂ｖ０
∂ｘ

＋
∂ｗ０

∂ｘ
∂ｗ０

∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（７ａ）

Ｍｘｘ

Ｍｙｙ

Ｍｘｙ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

Ｄ１１ Ｄ１２ ０

Ｄ２１ Ｄ２２ ０

０ ０ Ｄ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂φｘ

∂ｘ
∂φｙ

∂ｙ
∂φｘ

∂ｙ
＋
∂φｙ

∂ｘ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

－

　 　 ｃ１

Ｆ１１ Ｆ１２ ０

Ｆ２１ Ｆ２２ ０

０ ０ Ｆ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂φｘ

∂ｘ
＋
∂２ｗ０

∂ｘ２

∂φｙ

∂ｙ
＋
∂２ｗ０

∂ｙ２

∂φｘ

∂ｙ
＋
∂φｙ

∂ｘ
＋２

∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（７ｂ）

Ｐｘｘ

Ｐｙｙ

Ｐｘｙ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

＝

Ｆ１１ Ｆ１２ ０

Ｆ２１ Ｆ２２ ０

０ ０ Ｆ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂φｘ

∂ｘ
∂φｙ

∂ｙ
∂φｘ

∂ｙ
＋
∂φｙ

∂ｘ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

－

　 　 ｃ１

Ｈ１１ Ｈ１２ ０

Ｈ２１ Ｈ２２ ０

０ ０ Ｈ６６

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∂φｘ

∂ｘ
＋
∂２ｗ０

∂ｘ２

∂φｙ

∂ｙ
＋
∂２ｗ０

∂ｙ２

∂φｘ

∂ｙ
＋
∂φｙ

∂ｘ
＋２

∂２ｗ０

∂ｘ∂ｙ

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

（７ｃ）

Ｑｘ

Ｑｙ
{ } ＝

Ａ４４ ０

０ Ａ５５

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

φｙ＋
∂ｗ０

∂ｙ

φｘ＋
∂ｗ０

∂ｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

－

　 　 ｃ２
Ｄ４４ ０

０ Ｄ５５

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

φｙ＋
∂ｗ０

∂ｙ

φｘ＋
∂ｗ０

∂ｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（７ｄ）

Ｒｘ

Ｒｙ
{ } ＝

Ｄ４４ ０

０ Ｄ５５

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

φｙ＋
∂ｗ０

∂ｙ

φｘ＋
∂ｗ０

∂ｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

－

　 　 ｃ２
Ｆ４４ ０

０ Ｆ５５

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

φｙ＋
∂ｗ０

∂ｙ

φｘ＋
∂ｗ０

∂ｘ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

（７ｅ）

上式中：
　 （Ａｉｊ，Ｂ ｉｊ，Ｄｉｊ，Ｅ ｉｊ，Ｆ ｉｊ，Ｈｉｊ）＝

∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∫ｚｋ＋１
ｚｋ

Ｑｋ
ｉｊ（１，ｚ，ｚ２，ｚ３，ｚ４，ｚ６）ｄｚ， （ ｉ，ｊ ＝ １，２，６）

　 （Ａｉｊ，Ｄｉｊ，Ｆ ｉｊ）＝

∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∫ｚｋ＋１
ｚｋ

Ｑｋ
ｉｊ（１，ｚ２，ｚ４）ｄｚ， （ ｉ，ｊ ＝ ４，５）
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悬臂式蜂窝夹层板的边界条件为：
ｘ＝ ０：ｗ＝ ｖ＝ｕ＝φｘ ＝φｙ ＝ ０ （８ａ）

ｘ＝ａ：Ｎｘｙ ＝Ｍｘｘ ＝Ｍｘｙ－ｃ１Ｐｘｙ ＝Ｑｘ ＝ ０ （８ｂ）

ｙ＝ ０：Ｎｙｙ ＝Ｎｘｙ ＝Ｍｙｙ ＝Ｍｘｙ－ｃ１Ｐｘｙ ＝Ｑｙ ＝ ０ （８ｃ）

ｙ＝ ｂ：Ｎｙｙ ＝Ｎｘｙ ＝Ｍｙｙ ＝Ｍｘｙ－ｃ１Ｐｘｙ ＝Ｑｙ ＝ ０ （８ｄ）

∫ａ
０
Ｎｘｘ ｘ ＝ ０，ａｄｙ ＝ ∫ａ

０
（ｐ０ ＋ ｐ１ｃｏｓΩ２ ｔ）ｄｙ （８ｅ）

其中等效剪力可以表达为：

Ｑｘ ＝Ｑｘ＋
∂Ｍｘｙ

∂ｙ
－ｃ２Ｒｘ＋ｃ１

∂Ｐｘｘ

∂ｘ
＋
∂Ｐｘｙ

∂ｙ
æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｑｙ ＝Ｑｙ＋
∂Ｍｘｙ

∂ｘ
－ｃ２Ｒｙ＋ｃ１

∂Ｐｙｙ

∂ｙ
＋
∂Ｐｘｙ

∂ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷

取横向位移 ｗ 的模态函数为如下形式：
ｗ０ ＝ｗ１（ ｔ）Ｘ１（ｘ）Ｙ１（ｙ）＋ｗ２（ ｔ）Ｘ２（ｘ）Ｙ１（ｙ） （９）

其中：
Ｘ ｉ（ｘ）＝ ｓｉｎλ ｉｘ－ｓｉｎｈλ ｉｘ＋αｉ（ｃｏｓｈλ ｉｘ－ｃｏｓλ ｉｘ）
Ｙ ｊ（ｙ）＝ ｓｉｎμ ｊｙ＋ｓｉｎｈμ ｊｙ－β ｊ（ｃｏｓｈμ ｊｙ＋ｃｏｓμ ｊｙ）
ｃｏｓλ ｉａｃｏｓｈλ ｉａ＋１＝ ０， ｃｏｓμ ｊｂｃｏｓｈμ ｊｂ－１＝ ０

αｉ ＝
ｓｉｎｈλ ｉａ＋ｓｉｎλ ｉａ
ｃｏｓｈλ ｉａ＋ｃｏｓλ ｉａ

β ｊ ＝
ｓｉｎｈμ ｊｂ－ｓｉｎμ ｊｂ
ｃｏｓｈμ ｊｂ－ｃｏｓμ ｊｂ

悬臂式蜂窝夹层板的主要振动形式为横向振

动，因此很多文献在研究悬臂边界条件下板的振动

时仅考虑它的横向位移，本文为了更加准确地描述

蜂窝夹层板的非线性振动，综合考虑面内振动和横

向振动，引入其他方向的模态函数为如下形式：

ｕ０ ＝ｕ１（ ｔ）
∂Ｘ１（ｘ）

∂ｘ
Ｙ１（ｙ）＋ｕ２（ ｔ）

∂Ｘ２（ｘ）
∂ｘ

Ｙ１（ｙ）

（１０ａ）

ｖ０ ＝ ｖ１（ ｔ）Ｘ１（ｘ）
∂Ｙ１（ｙ）

∂ｙ
＋ｖ２（ ｔ）Ｘ２（ｘ）

∂Ｙ１（ｙ）
∂ｙ

（１０ｂ）

φｘ ＝φｘ １（ ｔ）
∂Ｘ１（ｘ）

∂ｘ
Ｙ１（ｙ）＋φｘ ２（ ｔ）

∂Ｘ２（ｘ）
∂ｘ

Ｙ１（ｙ）

（１０ｄ）

φｙ ＝φｙ １（ ｔ）Ｘ１（ｘ）
∂Ｙ１（ｙ）

∂ｙ
＋φｙ ２（ ｔ）Ｘ２（ｘ）

∂Ｙ１（ｙ）
∂ｙ
（１０ｄ）

设横向激励的表达式为如下形式：
Ｆ０（ ｔ）＝ Ｆ１（ ｔ）Ｘ１（ｘ）Ｙ１（ｙ）＋Ｆ２（ ｔ）Ｘ２（ｘ）Ｙ１（ｙ）

（１１）

根据 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 法，将所有模态函数式 （ ９）、
（１０）以及（１１）式分别代入相应的偏微分方程（６ａ）
～ （６ｅ），然后在等式的两边乘以相应的模态函数部

分并在整个板内积分，并忽略 ｕ，ｖ，φｘ，φｙ 方向的惯

性项，可以得到悬臂边界条件下蜂窝夹层板的两自

由度非线性动力学常微分方程为如下形式：
ｗ̈１－ａ７γｗ̇１－ａ５ｗ１－ａ６ｗ２－ａ９（Ｐ０＋Ｐ１ｃｏｓΩ１ ｔ）ｗ１－

　 ａ１ｗ３
１－ａ２ｗ２

１ｗ２－ａ３ｗ１ｗ２
２－ａ４ｗ３

２ ＝ａ８Ｆ１ｃｏｓΩｔ

（１２ａ）
ｗ̈２－ｂ７γｗ̇２－ｂ５ｗ１－ｂ６ｗ２－ｂ９（Ｐ０＋Ｐ１ｃｏｓΩ１ ｔ）ｗ２－

　 ｂ１ｗ３
１－ｂ２ｗ２

１ｗ２－ｂ３ｗ１ｗ２
２－ｂ４ｗ３

２ ＝ ｂ８Ｆ２ｃｏｓΩｔ

（１２ｂ）

３　 数值模拟

本节利用 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 方法直接对悬臂式蜂窝

夹层板的两自由度非线性动力学方程（１２）进行数值

模拟，分析激励和阻尼对系统非线性振动的影响．铝
合金矩形蜂窝夹层板的长 ａ ＝ ５ｍ，宽 ｂ ＝ ２ｍ，蜂窝芯

层厚度 ｈｃ ＝０．０１ｍ，材料基体的泊松比 ｖｓ ＝ ０．３３，芯层

基体密度和弹性模量分别为 ρｓ ＝ ２．６６×１０３ｋｇ ／ ｍ３ 和

Ｅｓ ＝７２×１０９Ｐａ，正六角形芯层壁板厚度和边长分别

为 ｄ＝０．０００８ｍ 和 ｌ ＝ ０．０１ｍ．横向激励和面内激励的

频率为 Ω＝Ω１ ＝ １００Ｈｚ，阻尼为 γ ＝ １５０Ｎ·ｓ ／ ｍ，经计

算得方程（１２）中各系数取如下值：ａ１ ＝ ６．９９×１０９， ａ２

＝－３．３６×１０１０， ａ３ ＝ ４．８８×１０１０， ａ４ ＝ －１．５０×１０１０， ａ５ ＝
－１２０．０９， ａ６ ＝－３１６１．９８， ａ７ ＝ －０．４１， ａ８ ＝ －０．４１， ａ９ ＝

０．９３， ｂ１ ＝１．８７×１０８， ｂ２ ＝１．１４×１０１０， ｂ３ ＝－２．２３×１０１０，

ｂ４ ＝ １．０９ × １０１０， ｂ５ ＝ ７３１． ８５， ｂ６ ＝ － ４９４８． ９１， ｂ７ ＝
－０．４１， ｂ８ ＝ －０．４１， ｂ９ ＝ ０．９３．

当横向激励为 Ｆ１ ＝ ２７Ｐａ 和 Ｆ２ ＝ １５Ｐａ，面内激

励为 Ｐ０ ＝ １１Ｐａ 和 Ｐ１ ＝ ８Ｐａ，系统出现周期运动如图

４ 所示．
当横向激励为 Ｆ１ ＝ ２５Ｐａ 和 Ｆ２ ＝ １０Ｐａ，面内激

励为 Ｐ０ ＝ ２５Ｐａ 和 Ｐ１ ＝ １２Ｐａ，系统出现 ３ 倍周期运

动如图 ５ 所示．
保持横向激励为 Ｆ１ ＝ ２５Ｐａ 和 Ｆ２ ＝ １０Ｐａ，减小

面内激励为 Ｐ０ ＝ １１Ｐａ 和 Ｐ１ ＝ ８Ｐａ，系统出现概周期

运动如图 ６ 所示．
在保持面内激励为 Ｐ０ ＝ １１．２Ｐａ 和 Ｐ１ ＝ ４．２Ｐａ

的同时，减小横向激励为 Ｆ１ ＝ －４．９Ｐａ 和 Ｆ２ ＝ １．５Ｐａ
时，系统出现混沌运动如图 ７ 所示．

５８４
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图 ４　 周期运动

Ｆｉｇ． ４　 Ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ

图 ５　 ３ 倍周期运动

Ｆｉｇ． ５　 Ｔｈｒｅｅ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ

图 ６　 概周期运动

Ｆｉｇ． ６　 Ｑｕａｓｉ⁃ｐｅｒｉｏｄｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ

图 ７　 混沌运动

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｈｏｎｅｙｃｏｍｂ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｐｌａｔｅ

６８４
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４　 结论

本文以悬臂边界条件下的矩形蜂窝夹层板作

为研究对象，基于 Ｒｅｄｄｙ 高阶剪切变形理论，运用

Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法得到受到面内激励

和横向激励联合作用下振动系统的常微分形式的

运动方程．通过对悬臂式蜂窝夹层板的非线性振动

进行数值模拟，分析在不同激励作用下系统展现出

的非线性动力学行为．
在确定悬臂式蜂窝夹层板的材料属性和几何

形状等初始参数的情况下，通过数值分析方法得到

系统的二维相图、波形图和三维相图．数值模拟表

明，随着外激励和面内激励的变化，系统会出现周

期运动、多倍周期运动、概周期运动和混沌等多种

运动形式．由此可见，激励是影响系统非线性动力

学行为的重要因素之一，改变外激励的幅值可以对

悬臂式蜂窝夹层板的非线性动力学行为产生较大

影响．本文所得结果将对于飞机机翼的减振设计提

供一定的指导．
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