
第 １５ 卷第 ５ 期 ２０１７ 年 １０ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１７ ／ １５⑸ ／ ４５９⁃８

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１５ Ｎｏ．５
Ｏｃｔ． ２０１７

　 ⁃　 ⁃　 收到第 １ 稿，　 ⁃　 ⁃　 收到修改稿．
∗浙江省自然科学基金资助项目（ＬＹ１３Ｅ０５００１８）、国家自然科学基金资助项目（５１４０５４４０）
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｈｅｎｇｃｈｅｎ＠ ｚｊｕｔ．ｅｄｕ．ｃｎ
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摘要　 二元刚性机翼结构简化为三自由度结构，在浮沉位移和俯仰位移方向的非线性刚度简化为立方非线

性，对于控制截面存在间隙采用双线性刚度代替．基于靶能量转移的原理在机翼结构耦合非线性能量阱，实

现对机翼颤振的抑制．考虑准定常气流，建立机翼减振前后的运动方程，通过数值模拟构造减振前后峰值⁃峰

值图，初步反应其整体的减振效果．通过弧长数值连续法和结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 算子构造减振前后的分岔图，并研究

其稳定性．通过分岔图结合数值模拟的峰值图，讨论在不同风速下的减振效果，结果表明机翼结构颤振可以

部分甚至全部抑制．
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引言

机翼颤振是飞行中常见可能带来灾难性后果

的气动弹性现象，属于自激振动．机翼的颤振主要

是由机翼的结构非线性和气动非线性相耦合引起．
由于结构非线性和气动非线性的存在，振动幅值限

制在一定范围内，其主要形式为极限环振动．极限

环振动是气动弹性线性的重要问题，造成飞行器结

构的危害，如 Ｆ－１６ 和 Ｆ ／ Ａ１８ 战机在超音速飞行时

均会产生是极限环振动［１］ ．对于极限环颤振，人们

在理论与实验研究方面已经做了不少研究．Ｇｉｌｌｉａｔ
等［２］研究了结构非线性和失速状态下气动非线性

的运动，得到极限环颤振．Ｊｏｎｅｓ 和 Ｒｏｂｅｒｔｓ［３］识别了

带双线性的非线性气动弹性结构的极限环振动．
Ｔａｎｇ 和 Ｄｏｗｅｌｌ［４］研究了带挂装的机翼产生间隙非

线性结构的振动响应．赵永辉等［５］进行了大展弦比

夹芯翼大攻角颤振分析．崔鹏等研究了新型运输机

的颤振特征，发现翼梢装置对机翼颤振的不利影

响［６］ ．周秋萍和邱志平研究了外挂连接具有初偏间

隙非线性的机翼颤振问题，并对其颤振进行区间分

析得到颤振边界曲线［７］ ．
机翼结构往往带有间隙非线性、双线性和碰摩

等强非线性特征，存在分岔和混沌等动力特征，减

振难度显著增大．目前其减振方法包括主动控制和

被动控制形式．主动控制需测量振动状态，通过控

制策略反馈到控制器，实现对振动的抑制［８］ ．对于

非光滑振动系统，线性刚度吸振器不再适用［９］，
Ｖａｋａｋｉｓ 等［１０］提出非线性靶能量转移的概念，耦合

非线性能量阱（ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｅｎｅｒｇｙ ｓｉｎｋｅｒ，以下简称

ＮＥＳ），实现非线性被动控制．ＭｃＦａｒｌａｎｄ 等［１１］ 实验

验证 ＮＥＳ 在强非线性系统中的减振效果．Ｌｅｅ 等［１２］

使用 ＮＥＳ 成功抑制了范德波尔方程的极限环振

动，并应用 ＮＥＳ 技术对机翼颤振进行抑制，研究了

一个二自由度机翼结构通过 ＮＥＳ 的减振效果，得
到三种不同的抑制机理［１３］ ．

另外，研究气动弹性系统在不同流速下的整体

振动特征，常用的方法是计算其分岔图．对于预测

和分析机翼结构分岔的方法主要有范式法，中心流

方法［１４］，胞映射法［１５］，谐波平衡法［１６］ 等．目前，数
值法在气动弹性系统分析和分岔计算中等到广泛

应用和发展，如 Ｇ． Ｄｉｍｉｔｒｉａｄｉｓ［１７］ 用数值法计算了

带间隙非线性的气动弹性结构的分岔，沈华勋［１８］

用数值法研究柔性机翼的稳定性问题．而对于气动

弹性系统的强非线性，不同系统具有很强的独特

性，难以用一种通用的方法实现分岔的分析．本文

带控制界面的机翼存在采用双线这种非光滑的刚
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度，通过耦合 ＮＥＳ 实现其颤振抑制，通过基于弧长

数值连续的方法构造分岔图，验证其减振效果．

１　 二元机翼基于非线性能量阱的减振模型

考虑不可压缩流中的具有浮沉、俯仰和控制截

面转动三个自由度的二元机翼颤振系统模型（如图

１（ａ）所示，其中 ＮＥＳ 质量 ｍ ＝ ０） ．图 ｌ 中 ｅ 是空气

动力焦点到弹性轴的距离；ｂ 是半弦长；ａ 是从半弦

点到弹性轴的距离；ｃ 是从半弦点到控制截面的距

离．ｈ，α 和 β 分别为浮沉位移，俯仰位移和控制截

面的转动位移．Ｋｈ 和 Ｋα 表示 ｈ 和 α 方向的弹性系

数；ｃ１ 和 ｃ２ 表示 ｈ 和 α 方向的非线性刚度系数；Ｋβ

为控制截面转动的刚度，用双线性表示（如图 １（ｂ）
所示） ．Ｕ 为气流速度．运动方程为：

Ｍｈ̈＋Ｓαα̈＋Ｓβ β̈＋Ｋｈ（ｈ＋ｃ１ｈ３）＝ －Ｌｙ

Ｉαα̈＋（ Ｉβ＋ｂ（ａ＋ｃ）Ｓβ） β̈＋Ｓα ｈ̈＋Ｋα（α＋ｃ２α３）＝ Ｍｙ

Ｉβ α̈＋Ｓβ ｈ̈＋（ Ｉβ＋ｂ（ａ＋ｃ）Ｓβ） α̈＋Ｍｃ（β）＝ Ｍβ

（１）
其中 Ｍ 为机翼质量，Ｓα 和 Ｓβ 分别为机翼主体和控

制截面的质量不平衡，Ｉα 和 Ｉβ 为机翼主体和控制

截面的转动惯量．

图 １　 带控制截面二元机翼模型

（ａ）机翼截面； （ｂ）机翼控制截面双线性扭转刚度

Ｆｉｇ． １　 Ｔｗｏ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｗｉｎｇ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ ｓｕｒｆａｃｅ ｍｏｄｅｌ

（ａ） Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｏｆ ｔｈｅ ｔｙｐｉｃａｌ ｗｉｎｇ ｓｅｃｔｉｏｎｓ ｗｉｔｈ ｃｏｎｔｒｏｌ⁃ｓｕｒｆａｃｅ；

（ｂ） Ｂｉｌｉｎｅａｒ ｔｏｒｓｉｏｎａｌ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ｏｆ ｗｉｎｇ ｃｏｎｔｒｏｌ⁃ｓｕｒｆａｃｅ

记 ｑ 为气动压强，Ｓ 为受压面积．假设气流为不

可压缩准定常状态，那么提升力可表示为 Ｌ ＝ ｑＳ
（α（ｅｆｆ）），其中 α（ｅｆｆ）＝ α＋ｈ̇ ／ Ｕ．在模型中 Ｌｙ 和 Ｌβ 分别

表示为：

Ｌα ＝（１
＋ｃ
２

）ｑＳ
∂Ｃ ｌ

∂Ｃα
（α＋ ｈ̇

Ｕ
）

Ｌβ ＝（１
－ｃ
２

）ｑＳ
∂Ｃ ｌ

∂Ｃα
（α＋β＋ ｈ̇

Ｕ
）

（２）

当转角位小角度时力矩 Ｍα≈ｅＬα，Ｍβ≈ｅＬβ ．
当振动结构耦合本征非线性刚度的结构会形

成能量单向不可逆转移，达到减振效果［１０］，非线性

能量阱结构本质特征是要求耦合结构的刚度为本

征非线性，如三次方非线性刚度的 ＮＥＳ 结构可以

形成非线性能量阱结构．在二元机翼模型上增加非

线性能量阱结构（单自由度的三次方非线性刚度的

ＮＥＳ 结构），实现对机翼颤振的抑制（如图 １（ａ）所
示，其中 ＮＥＳ 质量 ｍ≠０） ．在原来三自由度的基础

上增加一个自由度，形成四自由度系统．其运动方

程如下：
Ｍｈ̈＋Ｓαα̈＋Ｓβ β̈＋Ｋｈ（ｈ＋ｃ１ｈ３）＋

　 　 ｃｓ（ ｈ̇－ｄα̇－ｚ̇）＋ｋｓ（ｈ－ｄα－ｚ） ３ ＝ －Ｌｙ

Ｉαα̈＋（ Ｉβ＋ｂ（ａ＋ｃ）Ｓβ） β̈＋Ｓα ｈ̈＋Ｋα（α＋ｃ２α３）＋

　 　 ｄｃｓ（ ｚ̇＋ｄα̇－ｈ̇）＋ｄｋｓ（ ｚ＋ｄα－ｈ） ３ ＝Ｍｙ

Ｉβ α̈＋Ｓβ ｈ̈＋（ Ｉβ＋ｂ（ａ＋ｃ）Ｓβ） α̈＋Ｍｃ（β）＝ Ｍβ

ｍｚ̈＋ｃｓ（ ｚ̇＋ｄα̇－ｈ̇）＋ｋｓ（ ｚ＋ｄα－ｈ） ３ ＝ ０

（３）

方程（３）的无量纲形式如下：
ｙ″＋ｘαα″＋ｘβ β″＋μＣＬ，αμ∗ｙ′＋Ω２

ｙｙ＋

　 　 μＣＬ，αμ∗２α＋１
－ｃ
２

μＣＬ，βμ∗２β＋ξｙｙ３＋

　 　 ελ（ｙ′－δα′－ｖ′）＋Ｃ（ｙ－δα－ｖ） ３ ＝ ０
ｒ２αα″＋（ ｒ２β＋（ｃ＋ａ）ｘβ）β″＋ｘαｙ″＋ｒ２αα＋

　 　 （（１
－ｃ）（ｃ＋ａ）－（１＋ｃ）ｒ

２
）μＣＬ，αμ∗（μ∗α＋ｙ′）＋

　 　 （１－ｃ）（ｃ＋ａ）
２

μＣＬ，βμ∗２β＋ξαα３－ｍｃ（β）＋

　 　 δελ（δα′＋ｖ′－ｙ′）＋Ｃ（ｙ－δα－ｖ） ３ ＝ ０
ｒ２β β″＋（ ｒ２β＋（ｃ＋ａ）ｘβ）α″＋ｘαｙ″－

　 　 （（１
－ｃ）
２

１－ｃ
１＋ｃ

） ｒμＣＬ，βμ∗２（α＋β）－

　 　 （１－ｃ）（ｃ＋ａ）
２

ｒμＣＬ，βμ∗ｙ′－ｍｃ（β）＝ ０

εｖ″＋ελ（ｖ′＋δα′－ｙ′）＋Ｃ（ｖ＋δα－ｙ） ３ ＝ ０
（４）

２
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其中上式无量纲参数为 ｙ ＝ ｈ ／ ｂ， ε ＝ｍ ／ Ｍ， ｘα ＝ Ｓα ／
（Ｍｂ） ＝ ０．２， ｘβ ＝ Ｓβ ／ （Ｍｂ）＝ ０．０１，线性固有频 ωｈ ＝

Ｋｈ ／ Ｍ ＝ ４．６，ωα ＝ Ｋα ／ Ｉα ＝ ９．２，Ωｙ ＝ωｈ ／ ωα ＝ ０．５，μ
＝ １ ／ （１０π）表示空气密度比，ＣＬ，α和 ＣＬ，β为机翼和

控制截面与气流方向零角度时的提升力系数均为

２π．ｕ∗ ＝Ｕ ／ （ｂωα）表示的气流速度值大小．另外，ｒα
＝ ０．５，ｒβ ＝ ０．０５，ｒ ＝ ｅ ／ ｂ ＝ ０．５，ξｙ ＝ ξα ＝ １．无量纲方程

中时间 τ＝ωα ｔ．对于 ＮＥＳ 的质量比 ε ＝ ０．０１，位置 δ
＝ －１，阻尼系数 λ＝ ０．０７，非线性刚度系数 Ｃ ＝ ２０．控
制截面非线性恢复力矩 ｍｃ（β）（如图 １（ｂ）所示）可
表示为：

ｍｃ（β）＝
ｋβ＋Ｋ（β－δ） β＞δ
ｋβ＋Ｋ（β＋δ） β＜－δ

ｋβ β ≤δ

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中 δ＝ ０．３．

２　 减振前后数值响应的整体特征

为了描述机翼结构减振前后的整体响应特征，
在不同风速下分别数值模拟系统响应，记录响应稳

定后的极值形成峰值⁃峰值图．构造峰值⁃峰值图的

具体步骤为，给定初始条件，风速从［０．８　 １．０］范

围内 ２００ 等分，在每个不同风速下数值模拟系统的

响应，在位移风速坐标下记录 τ∈［８０００　 ８５００］内
响应的极值点（通过数值响应可认定若系统为稳

定，则当时间 τ＞８０００ 时响应已趋于稳定） ．考虑初

始大扰动和初始小扰动两种初始值情况构造峰值⁃
峰值图，小扰动初值为在浮沉自由度 ｙ ＝ ０．００１，ｙ′＝
０，其他自由度 α＝β＝ ｖ＝ ０，α′ ＝ β′ ＝ ｖ′ ＝ ０，其数值响

应的峰值⁃峰值图如图 ２ 所示（黑色点为减振前响

应极值，红色点表示减振后响应极值） ．大扰动初值

为在浮沉自由度 ｙ＝ ０．１，ｙ′＝ ０，其他自由度 α ＝ β ＝ ｖ
＝ ０，α′＝β′＝ ｖ′＝ ０，其数值响应的峰值⁃峰值图如图

３ 所示（黑色点为减振前响应极值，蓝色点表示减

振后响应极值） ．
减振前系统，对于大初值和小初值始扰动，其

峰值⁃峰值图保持基本相同（图 ２ 和图 ３ 黑色点） ．
初步反应了系统在耦合 ＮＥＳ 之前的分岔结构，可
以发现当 ｕ∗ ＝ ０．８８ 时系统发生 Ｈｏｐｆ 分岔．由峰值⁃
峰值图可以发现当风速小于 ０．９０３ 时，控制截面振

动幅值小于 ０．３ 系统响应为光滑振动，如果风速大

于 ０．９０３ 系统导致非光滑振动．当风速介于 ０．９０３

和 ０．９１８ 之间时响应为周期运动形成极限环．当风

速介于 ０．９１８ 与 ０．９２２ 之间以及 ０．９２３ 与 ０．９４１ 之

间将出现混沌现象．当风速大于 ０．９０３ 除上述区域

外系统都将发生准周期运动．

图 ２　 小初始值下减振前后峰值⁃峰值图对比

Ｆｉｇ． ２　 Ｐｅａｋ⁃ｐｅａｋ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｔｅｍ ｗｉｔｈ ／ ｗｉｔｈｏｕｔ ＮＥＳ

ａｔ ｓｍａｌｌ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图 ３　 大初始值下减振前后峰值⁃峰值图对比

Ｆｉｇ． ３　 Ｐｅａｋ⁃ｐｅａｋ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｓｙｔｅｍ ｗｉｔｈ ／ ｗｉｔｈｏｕｔ ＮＥＳ

ａｔｌａｒｇｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图 ２ 表示小扰动初值情况下减振前后系统的

峰值⁃峰值图对比．从图 ２ 可以看出当初值为小扰动

时，系统减振效果非常显著，减振后 Ｈｏｐｆ 分岔点为

０．８９２ 明显大于减振前的 ０．８８，这表明如果风速小

于 ０．８９２，增加 ＮＥＳ 后系统可以完全抑制颤振．如果

风速介于 ０．８９２ 和 ０．９０８ 之间，则减振后系统为极

限环运动，相对于减振前其极限环的幅值大大减

少．当风速值大于 ０．９０８ 则系统减振后为准周期振

动，但是其响应的幅值远小于减振前．
图 ３ 表示大扰动初值情况下减振前后系统的

３
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峰值⁃峰值图对比．从图 ３ 可以看出当初值为大扰动

时，Ｈｏｐｆ 分岔点同样为 ０．８９２ 大于减振前的 ０．８８，
这表明如果风速小于 ０．８９２，增加 ＮＥＳ 后系统可以

完成抑制颤振．风速介于 ０．８９２ 和 ０．９１９ 之间，则减

振后系统为极限环运动，相对于减振前其极限环的

幅值降低．当风速值大于 ０．９１９ 则系统减振前后振

幅无明显变化，减振效果不佳．

３　 减振前后系统分岔图的计算和对比

数值连续法用于求解带一个或多个参数的非

线性问题［１９］，在求解气动弹性力学问题中已有相

应的 软 件 包 如 ＡＵＴＯ［２０］ 和 ＭａｔＣｏｎｔ［２］， Ｒｏｂｅｒｔｓ
等［２２］利用其求解双线性问题的解，Ｄｉｍｉｔｒｉａｄｉｓ 求解

了间隙非线性机翼振动的分岔问题［１８］ ．数值连续

法主要用于求解如下形式的非线性代数方程的解

ｆ（ｘ，λ）＝ ０ （５）
其中 ｆ 表示非线性函数向量，ｘ 表示未知数向量，λ
表示变量．给定方程在 λ０ 时已知解 ｘ０，利用数值连

续法寻找在变量 λ０＋Δλ 时的解 ｘ０＋Δｘ，其中 Δλ 为

微小变化．
在本文中需要求解的是常微分方程其形式为：
ｘ̇＝ ｆ（ｘ，λ） （６）

其中 ｘ＝［ｘ１（ ｔ），…，ｘｎ（ ｔ）］ Ｔ，ｆ ＝ ［ ｆ１，…，ｆｎ］，λ 为变

量参数．使用数值连续法需要把常微分方程转化为

代数方程．基于系统的周期解分析分岔问题，把方

程（５）转化为一系列的非线性代数方程：
Ｆ（ｘ（ ｔ），λ）＝ ０ （７）

其中 Ｆ 表示非线性函数．在特定的参数 λ 下，给定

一个假设的初始值 ｘ０，基于牛顿迭代可以得到其精

确解 ｘ．
∂Ｆ
∂ｘ ｘ０，λ

Δｘ＝ －Ｆ（ｘ０，λ） （８）

ｘ１ ＝ ｘ０＋Δｘ （９）
其中 Δｘ 表示对 ｘ０ 的改进，经过多次迭代可以得到

精确值．
把常微分方程转化为代数方程常用的方法为

打靶法，这实际上是一种边界值方法．若方程的解 ｘ
（ ｔ）是周期解，那么数值连续法就转化为求解如下

的边界值问题．
ｘ（０）＝ ｘ（Ｔ） （１０）

常微分方程转化为：
Ｆ（ｘ，Ｔ，λ）＝ ｘ（０）－ｘ（Ｔ）＝ ０ （１１）

给定初始值 ｘ（０），通过数值积分得到 ｘ（Ｔ），计算

函数 Ｆ 的值．对于求解微分方程的响应可以使用龙

格库塔等数值方法．假设系统参数为 λ０ 时，响应为

ｘ０（ ｔ）周期为 Ｔ０，那么当参数为 λ＝λ０＋Δλ 时，

（ ∂Ｆ
∂ｘ（０）

ｘ０，Ｔ０，λ
∂Ｆ
∂Ｔ

ｘ０，Ｔ０，λ）
Δｘ
ΔＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ －Ｆ（ｘ０（０），Ｔ０，λ） （１２）
ｘ１（０）

Ｔ１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＝

ｘ０（０）

Ｔ０

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ ＋

Δｘ
ΔＴ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１３）

方程（１１）表示 ｎ 个方程有 ｎ＋１ 个未知数．在这个方

程中，使用相位固定法，最简单的就是假设初值中

一个元素始终为 ０，比如 ｘ１（０）＝ ０，这样未知数就

降为 ｎ 个．
∂Ｆ

∂ｘ（０）
和

∂Ｆ
∂Ｔ

两个偏微分矩阵可以通过数值方

法计算，例如
∂Ｆ

∂ｘ（０）
ｘ０，Ｔ０，λ 可以表示成：

１
δｘ

Ｆ（ｘ（０）＋δｘ１，Ｔ０，λ）－Ｆ（ｘ（０），Ｔ０，λ）

︙
Ｆ（ｘ（０）＋δｘｎ，Ｔ０，λ）－Ｆ（ｘ（０），Ｔ０，λ）

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ｔ

（１４）

其中 δｘ 是微小量，δｘｉ 表示为 ｎ×ｎ 矩阵 δ×Ｉ 的第 ｉ
列．当 ｘ（０）的第一个元素均为 ０ 时，计算雅可比矩

阵从 ｉ＝ ２ 开始，结果矩阵为 ｎ×（ｎ－１） ．
上述方法为基本的数值连续法，称为自然参数

连续．对于非线性问题，基于自然参数的连续法求

解中其解的分支可能出现折返，交叉甚至消失．出
现这类情况会产生奇异点，自然参数的连续法将失

效．更加有效的方法是采用弧长连续（ａｒｃｌｅｎｇｔｈ ｃｏｎ⁃
ｔｉｎｕａｔｉｏｎ） ．弧长数值连续选用参数 ｓ 不再采用系统

参数 λ，对应的步长采用 Δｓ．当数值连续进行到分

岔附近则需要减少步长，以免丢失真实的解．当远

离分岔时若采用很小步长，则影响方法的计算效

率．故需采用变步长的策略［１５］ ．弧长为 ｘ（０），Ｔ 和 λ
对应 ｓ 的改变速率．

Δｘ ∂ｘ （０） Ｔ

∂ｓ
ｘ０，Ｔ０，λ０＋ΔＴ

∂Ｔ
∂ｓ

ｘ０，Ｔ０，λ０＋

　 　 Δλ ∂λ
∂ｓ

ｘ０，Ｔ０，λ０ ＝Δｓ

（１５）
把 Δλ 看成另外一个未知数，可以得到：

４
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∂Ｆ
∂ｘ（０）

∂Ｆ
∂Ｔ

∂Ｆ
∂λ

∂ｘ （０） Ｔ

∂ｓ
∂Ｔ
∂ｓ

∂λ
∂ｓ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

ｘ０，Ｔ０，λ０

Δｘ
ΔＴ
Δλ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝
－Ｆ（ｘ０（０），Ｔ０，λ０）

Δｓ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ （１６）

ｘ１（０）

Ｔ１

λ１

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝

ｘ０（０）

Ｔ０

λ０

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＋
Δｘ
ΔＴ
Δλ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（１７）

此时系统为 ｎ＋１ 各方程，可以求解 ｎ＋１ 个未知数．
方程组（１６）中如何选择 Δｓ 是一个关键问题，如

果选择 Δｓ 过大则会错失奇异点导致计算失败，选择

Δｓ 过小则会导致计算速度过慢．通常可以根据方向

向量的曲率选择 Δｓ 的步长，在曲率大的时候选择小

步长，小曲率时选择大步长．假设 ｕ ＝ ［Δｘ （０） Ｔ ΔＴ

Δλ］，方程（１６）牛顿迭代当 ｕＴｕ ＜ε 时迭代停止．ｕ１

为第一次迭代后的增量，ｕ２ 为第二次迭代后的增

量．定义迭代的收缩速率为：

κ＝
ｕＴ

２ｕ２

ｕＴ
１ｕ１

（１８）

表示解在前两个迭代周期的逼近速度，假定此速率

为常数 κ．弧长的新增量可以定义为：

Δｓ＝Δｓ κ
κ

（１９）

对于周期解，另外一个重要性质是其稳定性．
对其初始条件施加一个微小扰动，运动偏离原来周

期运动则为不稳定，反之为稳定．对于一个周期为 Ｔ
的运动轨迹 ｘ（ ｔ，ｘ（０）），其在 ｔ＝Ｔ 时的雅可比矩阵

为：

ΦＴ（ｘ（０））＝
∂ｘ（ ｔ，ｘ（０））

∂ｘ（０）
ｔ＝Ｔ （２０）

对初始条件施加微扰动 Δｘ （ ０），对扰动后的解

ｘ（Ｔ，ｘ（０）＋Δｘ（０））泰勒展开：
Δｘ（Ｔ）＝ ΦＴ（ｘ（０））Δｘ（０）＋ｏ（‖Δｘ（０）‖２）

（２１）
其中 Δｘ（Ｔ）＝ ｘ（Ｔ，ｘ（０）＋Δｘ（０）） －ｘ（Ｔ，ｘ（０）），表
示经过一个周期后运动的偏离量，如果经过 ｍ 个

周期．
Δｘ（ｍＴ）＝ ［ΦＴ（ｘ（０））］ｍΔｘ（０）＋ｏ（‖Δｘ（０）‖２）

（２２）
周期运动的稳定性取决于矩阵 ΦＴ 的 ２ｎ 个特征

值，即 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子．若 Ｆｌｏｑｕｅｔ 乘子至少有一个值

大于 １，则周期运动为不稳定，反之则系统稳定．
给定初始的一个周期解，基于上述的弧长数值

连续，可以得到系统在不同参数下周期解，及其稳

定性分析，构造系统减振前后的分岔图，如图 ４ 所

示．图 ６ 中红线和绿线表示减振前系统的分岔图，
其中红线为稳定解，绿线为不稳定解．蓝线及灰色

虚线为减振后的分岔图，蓝线为稳定解，虚线表示

不稳定解．图 ５ 为减振后分岔图和峰值⁃峰值图的对

比，图 ５ 左边一栏为下分支与数值响应的峰值对

比，图 ５ 右侧一栏为上分支和数值响应的对比．由
图 ５ 可得当分岔图为稳定分支则其幅值和数值响

应的峰值非常吻合，其不稳定分支可出现两种情形

即准周期运动（小扰动初值风速大于 ０．９０８）和混

沌现象（大扰动初值风速大于 ０．９５７） ．由图 ４ 可以

得到增加 ＮＥＳ 后系统 Ｈｏｐｆ 分岔点出现在 μ∗ ＝
０．８９２，这和峰值⁃峰值图的结论一致．在 Ｈｏｐｆ 分岔

点出现以前表示系统可以完全抑制颤振．当 ０．８９２＜
μ∗＜０．９０８ 时，分岔图中存在一个稳定下分支，当系

统响应为小扰动时运动会趋于下分支．另外 ０．８９４＜
μ∗＜０．９０ 时存在一个稳定的上分支，当系统响应为

小扰动时响应会趋于上分支．此时减振前后均为极

限环运动，减振措施可以使得极限环的幅值更小．
由于系统双线性存在，在不稳定分支对于初值为小

扰动才生准周期运动，对于大扰动初值则出现混沌

现象．

图 ４　 减振前后分岔图对比

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍｓ

ｗｉｔｈ ／ ｗｉｔｈｏｕｔ ＮＥＳ

通过峰分岔图计算对比，结合峰值⁃峰值图，发
现添加 ＮＥＳ 作为减振措施当系统为小扰动时可以

５
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图 ５　 分岔图与峰值⁃峰值图对比

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｂｅｔｗｅｅｎ Ｐｅａｋ⁃Ｐｅａｋ ｄｉａｇｒａｍ ａｎｄ

ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

实现很好的颤振抑制效果．对于大扰动的情景 μ∗＜
０．８９２ 时可以完全抑制颤振，０．８９２＜μ∗＜０．９１８ 时可

以降低极限环振动幅值．而当 μ∗ ＞０．９１８ 则无明显

减振效果抑制失败，从分岔图及峰值⁃峰值图可以

发现响应幅值与减振前基本保持相同，不会导致减

振失败的负面效应．机翼颤振抑制大致可分为三种

情况：（ａ）风速小于 Ｈｏｐｆ 分岔点出现之前颤振完全

抑制，图 ６ 所示为抑制前后的时间序列对比；（ｂ）
０．８９２＜μ∗ ＜０．９０８ 时，减振前后分岔图均为稳定的

极限环运动，振动幅值大幅降低，其时间序列对比

如图 ７ 所示．（ｃ）μ∗ ＞０．９０８ 初始小扰动，减振前后

分岔图均不稳定分支．如图 ８ 所示，减振前响应为

非光滑的准周期振动，而减振后为光滑小幅值准周

期运动．

图 ６　 μ∗ ＝ ０．８８８，初始小扰动减振前后时间序列对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ／ ｗｉｔｈｏｕｔ ＮＥＳ

ｗｈｅｎμ∗ ＝ ０．８８８ ｗｉｔｈ ｓｍａｌｌ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图 ７　 μ∗ ＝ ０．８９５，初始大扰动减振前后时间序列对比

Ｆｉｇ． ７　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ／ ｗｉｔｈｏｕｔ ＮＥＳ

ｗｈｅｎ μ∗＝０．８９５ ｗｉｔｈ ｌａｒｇｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

图 ８　 μ∗ ＝ ０．９３５，初始小扰动减振前后时间序列对比

Ｆｉｇ． ８　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ／ ｗｉｔｈｏｕｔ ＮＥＳ

ｗｈｅｎμ∗ ＝ ０．９３５ ｗｉｔｈ ｓｍａｌｌ ｉｎｉｔｉａｌ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

４　 结论

带控制截面的机翼结构简化为三自由度二元

刚性气动弹性模型，机翼结构耦合非线性能量阱，
实现对机翼颤振的抑制．建立机翼减振前后的运动

方程，通过数值模拟构造减振前后峰值⁃峰值图，初
步反应其整体的减振效果．减振后 Ｈｏｐｆ 分岔点为

０．８９２ 明显大于减振前的 ０．８８，这表明如果风速小

于 ０．８９２，增加 ＮＥＳ 后系统可以完成抑制颤振．小扰

动情况或者大扰动初值在风速低于 ０．９１９ 时，系统

减振效果显著．
通过弧长数值连续法和结合 Ｆｌｏｑｕｅｔ 算子构造

减振前后的分岔图，并研究了其稳定性．通过 Ｈｏｐｆ
分岔点的推迟及对比减振前后稳定和不稳定分支

的存在，验证了三类不同形式的颤振抑制：颤振完

６
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全抑制（风速小于 Ｈｏｐｆ 分岔点出现之前），极限环

部分抑制 （减振前后分极限环运动幅值大幅降

低），准周期运动抑制（减振前响应为非光滑的准

周期振动，而减振后为光滑的小幅值准周期运动）．
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