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强迫布鲁塞尔振子动力学行为和全局指数同步的

数值仿真∗
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摘要　 用 Ｍａｔｌａｂ 软件数值模拟了系统分歧和混沌等的动力学行为发生的全过程，基于最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数

谱、分岔图、庞加莱截面以及功率谱和返回映射等仿真结果揭示了此系统混沌行为的普适特征．采用线性反

馈同步控制方法实现该系统的全局指数同步．用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 第二方法从理论上证明了该同步方法的有效性．同

时对同步系统进行仿真，验证了方法的有效性．
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引言

非平衡态化学体系展示了非常丰富多彩的动

力学行为， 而且化学反应在实际生产中有着巨大

的应用价值，从而引起了人们的广泛关注．自从 ＢＺ
反应中的混沌现象被发现以来，非线性化学反应动

力学的理论分析及实验研究成为了国内外研究的

前沿课题之一［１－３］ ．在化学反应动力学中，强迫布鲁

塞尔振子由于在理论上有助于对非线性微分方程

中的分岔和混沌行为的认识和在实际应用上有助

于对化学反应过程、流体力学、振荡电路及声学湍

流等研究中具有的重大意义，而引起学术界的高度

重视．许多学者在该系统的理论方面做了大量的工

作，相关文献非常丰富［４－１１］ ．近些年，又由于混沌具

有潜在的广泛应用前景，混沌控制与同步方面的研

究方兴未艾，成为非线性科学领域备受关注的研究

课题［１２－１４］ ．

１　 强迫布鲁塞尔振子的描述

强迫布鲁塞尔振子最早是由比利时化学家普

利高津等人为了描述振荡化学反应而提出的［５］，后
来布鲁塞尔学派提出了具有周期受迫作用的三分

子模型，称为强迫布鲁塞尔振子［６］，其具体形式为：
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这里 Ａ、Ｂ、α、ω 是系统的参数，它是一个二维非自

治的一阶常微分方程组．
引入两个新变量 ｚ 和 ｕ 后，可将写成如下自治

形式：
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其中 Ａ、Ｂ、α、均是正常数，ω 是变化的参数．富田和

久等人最初研究（１）这个模型发现了一个混沌区

和若干周期轨道，但整个工作基本上是在 ｆｅｉｇｅｎ⁃
ｂａｕｍ 发现普适性所引起的“混沌”热潮之前完成

的．许多提出的新问题在强迫布鲁塞尔振子上得不

到回答．因此才有深入研究这一模型的必要［７］ ．目
前，人们对于系统（２）的研究进展如下：１９８３ 年，王
光瑞、陈式刚、郝柏林三人了发现了强迫布鲁塞尔
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振子的阵发混沌［８］；１９８４ 年，王光瑞、张淑誉、郝柏

林一起研究了强迫布鲁塞尔振子的普适序列［９］；同
年，王光瑞，郝柏林三人发现了强迫布鲁塞尔振子

从准周期运动到混沌态的过渡过程［１０］；１９９７ 年，孙
鹏发表了周期小扰动对了强迫布鲁塞尔振子混沌

行为的控制［１１］ ．学者对于强迫布鲁塞尔振子研究

的相关文献不是很多，并且对该系统的混沌控制与

同步问题也很少有文献涉及．
本文主要是通过数值仿真结果再现了强迫布

鲁塞尔振子系统（２）混沌行为的普适特征，特别是

我们给出了庞加莱截面、返回映射等结果是其它文

献中没有的，这些结果佐证了系统的混沌行为．然
后再利用自适应同步控制方法实现该系统的全局

指数同步，并用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法和数值仿真验证了

其同步方法的有效性．

２　 动力学行为的数值仿真

取 Ａ＝ ０．４、Ｂ＝ １．２、α ＝ ０．１２，系统（２）具有混沌

现象，故以此为仿真参数进行了动力学行为的数值

仿真．经计算得：
（１）当 ω＜０．１３…时，数值计算表明系统（２）是

稳定的（见图 １） ．

图 １　 相图（ω＝ ０．０３）

Ｆｉｇ．１　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ ０．０３）

（２）当 ０．１３…≤ω＜０．６５…时，系统（２）是不稳

定的，此时生成不稳定的极限环（见图 ２ ～ ３），并且

轨线的条数随 ω 的增大而逐渐增多（见图 ４），最终

在 ω＝ ０．８５…生成奇怪吸引子（见图 ５ ～ ６），这是一

种阵发性混沌．
（３）当 ω＞１．０５…时，系统发生滞后现象，极限

环、拟周期、奇怪吸引子并存（见图 ７～８） ．

图 ２　 相图（ω＝ ０．１３）

Ｆｉｇ．２　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ ０．１３）

图 ３　 相图（ω＝ ０．６５）

Ｆｉｇ．３　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ ０．６５）

图 ４　 相图（ω＝ ０．８）

Ｆｉｇ．４　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ ０．８）

图 ５　 相图（ω＝ ０．８５）

Ｆｉｇ．５　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ ０．８５）

４２４
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图 ６　 相图（ω＝ ０．９７）

Ｆｉｇ．６　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ ０．９７）

图 ７　 相图（ω＝ １．０９）

Ｆｉｇ．７　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ １．０９）

图 ８　 相图（ω＝ １．０９）

Ｆｉｇ．８　 Ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ（ω＝ １．０９）

（４）图 ９ 给出了系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图

象，图中发现在 ω＝ ０．８ 开始有正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，
说明出现混沌．图 １０ 为系统关于状态变量 ｘ 的分

岔图，两图象都可以看出系统的混沌现象从发生到

终止的全过程，而且正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数与分岔图

中的混沌区是一致的．
（５）图 １１～ １２ 是当 ω ＝ ０．９ 时系统的功率谱，

时间系列．从它们中均显示了系统的混沌特征．
（６）庞加莱截面法：若庞加莱截面上是一不动

点或有限个点，则是周期运动；若是一闭曲线，则是

拟周期；若有一片密集的点，则是混沌．图 １３ 是当 ω
＝ ０．９ 时系统的庞加莱截面，从图上看有许多密集

的点，说明了系统的混沌现象．

图 ９　 最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ．９　 Ｌａｒｇｅｓｔ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

图 １０　 分岔图

Ｆｉｇ．１０　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ

图 １１　 功率谱

Ｆｉｇ．１１　 Ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

图 １２　 时间序列

Ｆｉｇ．１２　 Ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ

５２４
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图 １３　 庞加莱截面

Ｆｉｇ．１３　 Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

（７）返回映射法：返回映射是一些离散的点，
如果切线的斜率大于 １，那么说明模型是混沌的．图
１４ 是当 ω ＝ ０．９ 时系统的返回映射．图中切线斜率

大于 １，显示出了混沌的特征．

图 １４　 返回映射

Ｆｉｇ．１４　 Ｒｅｔｕｒｎ ｍａｐｐｉｎｇ

３　 强迫布鲁塞尔振子的全局指数同步及仿真

本节讨论系统（２）的全局指数同步，并对同步

进行数值仿真．
３．１　 系统的全局指数同步

定义 １　 两个非线性动力系统：
Ｘ̇＝Ｆ（ ｔ，Ｘ） （３）
Ｙ̇＝Ｆ（ ｔ，Ｙ）＋μ（Ｘ，Ｙ） （４）
这里 Ｘ，Ｙ∈Ｒｎ，Ｆ 是一个 ｎ 维的非线性函数；μ

是一个 ｎ 维的控制输入函数．我们称系统（３）是驱

动系统，系统（４）是响应系统．
如果ｌｉｍ

ｔ→∞
‖Ｙ（ ｔ） －Ｘ（ ｔ）‖＝ ０，那么我们称系统

（３）和系统（４）是同步的．
考虑系统（２）的同步问题，驱动系统的变量用

下标 １ 标注，相应系统的变量用下标 ２ 标注．
驱动系统为：

ｄｘ１

ｄｔ
＝Ａ－（Ｂ＋１）ｘ１＋ｘ１

２ｙ１＋αｚ１

ｄｙ１

ｄｔ
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２ｙ１
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（５）

那么相应的响应系统可表示为：
ｄｘ２

ｄｔ
＝Ａ－（Ｂ＋１）ｘ２＋ｘ２

２ｙ２＋αｚ２＋

μ１（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）

ｄｙ２

ｄｔ
＝Ｂｘ２－ｘ２

２ｙ２＋μ２（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）

ｄｚ２
ｄｔ

＝ －ωｕ２＋μ３（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）

ｄｕ２

ｄｔ
＝ωｚ２＋μ４（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）
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ï
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ïï
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（６）

这里 μ１，μ２，μ３，μ４ 为要设计的控制函数．

令 ｅＴ ＝（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ），ｅｘ ＝ ｘ２－ｘ１，
ｅｙ ＝ ｙ２－ｙ１，ｅｚ ＝ ｚ２－ｚ１，ｅｕ ＝ｕ２－ｕ１，

则由（６）减去（５）得受控的误差动力系统可表示

为：
ｅ̇ｘ ＝ －（Ｂ＋１）ｅｘ＋ｘ２

２ｅｙ－２ｘ１
２ｙ１－ｅｘ ２ｙ１＋

　 ２ｘ１ｙ１ｅｘ＋αｅｚ＋μ１（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）

ｅ̇ｙ ＝Ｂｅｘ－ｘ２
２ｅｙ＋２ｘ１

２ｙ１＋ｅｘ ２ｙ１－２ｘ１ｙ１ｅｘ＋

　 μ２（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）

ｅ̇ｚ ＝ －ωｅｕ＋μ３（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）

ｅ̇ｕ ＝ωｅｚ＋μ４（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ，ｅｕ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

（７）

我们的目标是设计有效的控制器（μ１，μ２，μ３，

μ４） Ｔ，使得系统（７）的零解是全局指数稳定的，从而

驱动系统（５）和响应系统（６）是全局指数同步的．
即ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｅ（ ｔ）‖＝０．

因为混沌系统是有界的，所以我们假设 ｘ ≤
Ｍｘ， ｙ ≤Ｍｙ， ｚ ≤Ｍｚ， ｕ ≤Ｍｕ ．

定义 ２　 如果存在常数 α＞０，对任意的 ｔ＞ｔ０ 都

有 Ｖ（ ｔ）≤Ｖ（ ｔ０） ｅ
－α（ ｔ－ｔ０），那么我们称系统的原点是

指数稳定的．
如下结论是利用线性反馈同步控制证明系统

是全局指数同步．
定理　 对于误差系统（７），当控制器设计为如

６２４
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下形式：
μ１ ＝ －ｘ２

２ｅｙ＋２ｘ１
２ｙ１＋ｅｘ ２ｙ１－２ｘ１ｙ１ｅｘ－αｅｚ－ｋｅｘ，

μ２ ＝ －Ｂｅｘ＋ｘ２
２ｅｙ－２ｘ１

２ｙ１－ｅｘ ２ｙ１＋２ｘ１ｙ１ｅｘ－ｅｙ，
μ３ ＝ －ｅｚ，μ４ ＝ －ｅｕ
适当选择 ｋ＞０，使得矩阵：

Ｐ＝

２（Ｂ＋１＋ｋ） ０ ０ ０
０ ２ ０ ０
０ ０ ２ ０
０ ０ ０ ２

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

是正定的，则误差系统（７）的零解是全局指数稳定

的，从而驱动系统（５）和响应系统（６）是全局指数

同步的．
证明　 我们构造一个正定的径向无界的 Ｌｙａ⁃

ｐｕｎｏｖ 函数：
Ｖ＝ ｅｘ ２＋ｅｙ ２＋ｅｚ ２＋ｅｕ ２

计算 Ｖ 沿着式（７）的正半轨线对时间的导数，我们

有：
ｄＶ
ｄｔ

＝ ２ｅｘ ｅ̇ｘ＋２ｅｙ ｅ̇ｙ＋２ｅｚ ｅ̇ｚ＋２ｅｕ ｅ̇ｕ

＝ ２ｅｘ［－ Ｂ＋１( ) ｅｘ＋ｘ２
２ｅｙ－２ｘ１

２ｙ１－ｅｘ ２ｙ１＋

　 ２ｘ１ｙ１ｅｘ＋αｅｚ－ｘ２
２ｅｙ＋２ｘ１

２ｙ１＋ｅｘ ２ｙ１－ｋｅｘ－

　 ２ｘ１ｙ１ｅｘ－αｅｚ］＋２ｅｙ［Ｂｅｘ－ｘ２
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２ｙ１＋

　 ｅｘ ２ｙ１－２ｘ１ｙ１ｅｘ－Ｂｅｘ＋ｘ２
２ｅｙ－２ｘ１

２ｙ１－

　 ｅｘ ２ｙ１＋２ｘ１ｙ１ｅｘ－ｅｙ］＋２ｅｚ（－ωｅｕ－ｅｚ）＋
　 ２ｅｕ（ωｅｚ－ｅｕ）
＝ －２（Ｂ＋１＋ｋ）ｅｘ ２－２ｅｙ ２－２ｅｚ ２－２ｅｕ ２

＝ － ｅｘ ｅｙ ｅｚ ｅｕ( ) ·
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其中 Ｐ＝

２（Ｂ＋１＋ｋ） ０ ０ ０
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很明显，为了使误差系统（７）的零解是全局指

数稳定的，我们只需要矩阵 Ｐ 是正定的即可．
这当且仅当下列不等式成立：
２（Ｂ＋１＋ｋ）＞０．
从上面的不等式，我们可以推得 ｋ 满足 ｋ＞－Ｂ－

１．从而，当 ｋ＞－Ｂ－１ 时，矩阵 Ｐ 是正定的，而 Ｖ̇ 是负

定的，从式（８）和高等代数的相关知识，我们可得

到下面的式子：
ｄＶ
ｄｔ

≤－λｍｉｎ（Ｐ）（ｅｘ ２＋ｅｙ ２＋ｅｚ ２＋ｅｕ ２）≤－λｍｉｎ（Ｐ）Ｖ，

因此有：
ｅｘ ２ ＋ ｅｙ ２ ＋ ｅｚ ２ ＋ ｅｕ ２ ＝ Ｖ （ Ｘ （ ｔ）） ≤ Ｖ （ Ｘ （ ｔ０ ））

ｅ－λｍｉｎ（Ｐ）（ ｔ－ｔ０）， ｔ≥ｔ０ ．
当 ｔ→＋∞时，Ｖ（Ｘ（ ｔ））→０，从而误差系统（７）的零

解是全局指数稳定的，因此驱动系统（５）和响应系

统（６）是全局指数同步的．
３．２　 数值仿真

在这一部分，我们用 ４ 阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法来

验证上面提出的方法的有效性．
在做数值仿真时，我们将时间的步长设定为

０􀆰 ００１，而将驱动系统（５）和响应系统（６）的初始条

件分别取为：
（ｘ１（０），ｙ１（０），ｚ１（０），ｕ１（０））＝ （６０，１０７，８，９）
（ｘ２（０），ｙ２（０），ｚ２（０），ｕ２（０））＝ （－１５，４９，－１７，２９）
因此，误差系统（７）的初始条件为：
（ｅｘ（０），ｅｙ（０），ｅｚ（０），ｅｕ（０））＝ （－７５，－５８，－２５，２０）
且定义同步误差为：

ｅ（ ｔ）＝ ｅｘ ２（ ｔ）＋ｅｙ ２（ ｔ）＋ｅｚ ２（ ｔ）＋ｅｕ ２（ ｔ） ．
对于定理 １ 中的控制器，我们选取控制参数 ｋ

＝ １ 作为系统（７）的控制率，那么响应系统（６）和驱

动系统（５）的同步如图 １５ 所示，同步误差 ｅ（ ｔ）随
时间 ｔ 的变化如图 １６ 所示．从仿真结果来看，两个

系统很快达到同步，误差很快趋于 ０．在实际应用上

不会造成资源的浪费．

图 １５　 控制参数 ｋ＝ １ 的同步

Ｆｉｇ．１５　 Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｏｆ ｋ＝ １
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图 １６　 误差 ｅ（ ｔ）随时间 ｔ 的变化

Ｆｉｇ．１６　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ（ ｔ）

４　 结论

本文利用最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱、分岔图、庞加

莱截面以及功率谱和返回映射等仿真结果揭示了

强迫布鲁塞尔振子系统（２）混沌行为的普适特征．
同时采用线性反馈同步控制的方法，设计了控制

器，实现了混沌系统的全局指数同步，并且给出了

全局指数同步的充分条件．理论分析和数值仿真也

都表明了方法的正确性．
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