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摘要　 研究 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流三模 Ｌｏｒｅｎｚ 系统的部分动力学行为与仿真问题，并解释了对应的 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ

流的演化过程．给出了此三模系统的全局吸引集和正向不变集，得出两个三模系统全局指数同步结果，并利

用仿真加以验证．

关键词　 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流，　 全局吸引集，　 正向不变集，　 全局指数同步
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引言

１９６３ 年洛伦兹在著名论文“决定论非周期流”
中讨论了天气预报的困难和大气湍流现象，给出了

三个变量的自治方程，即著名的 Ｌｏｒｅｎｚ 系统．这是

在耗散系统中，由一个确定的方程能导出混沌解的

第一个实例，从而揭开了对混沌现象深入研究的序

幕．半个世纪以来，许多物理学家、数学家对混沌的

理论和应用做出了重要的贡献，使人们对混沌现象

的自然规律及其在自然科学与社会科学中表现有

了一个广泛而深刻的认识［１－５］ ．
同轴圆筒间旋转流动的 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流问题

是近一个世纪以来人们普遍关注的热点问题［６－１２］，
Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流系统在柱坐标下其形式为：
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　 　 边界条件为：
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其中 ｕｒ，ｕφ，ｕｚ 为速度分量．
由于它在研究流动的失稳、从分岔到混沌、直

至发展为湍流过程中流动形态的可观测性、以及它

在湍流研究中的基础性地位及其在流体机械、石油

化工等领域的广泛应用，国际上将它列为非线性科

学的范例之一，根据两圆筒的半径比、内外圆筒旋

转方式、旋转角速度等的不同，这种流动会产生多

种复杂的流动形态，如 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动、Ｔａｙｌｏｒ 涡流、
螺旋 Ｔａｙｌｏｒ 漩涡、波状 Ｔａｙｌｏｒ 涡流、波状螺旋漩涡、
调制波状螺旋漩涡、湍状 Ｔａｙｌｏｒ 涡流等二十余种，
存在着多种演化到湍流的方式，提供了从层流到湍
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流过渡非常好的例子．该问题所包含的这些复杂多

变的流动形态引发了众多研究者开展相关的理论

分析、数值计算和实验观测研究．
由于圆筒间 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流的全局吸引子是

结构非常复杂和难于计算的，而且湍流的发生通常

表现为少数模态的失稳，所以我们采用简化模态的

低模分析方法进行数值仿真．低模分析方法理论基

础和依据是惯性流形和近似惯性流形理论（它们被

认为是一种包含全局吸引子，且指数吸引所有轨道

的低维光滑流形），也就是无穷维动力系统复杂的

动力学行为通常源于简单的起源，并可由简单方程

来分辨．这种简化模态的低模分析方法不但可以克

服 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流问题性质不好把握的困难，而
且所得到的类 Ｌｏｒｅｎｚ 方程组将包含非常丰富而有

意义的内容，这对探讨 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方程的分歧、
湍流等非线性现象是十分有意义的．

混沌系统的定性研究中，最终有界性的研究起

着一个非常重要的作用．如果一个混沌系统在相空

间内具有全局吸引紧集，则平衡位置、周期解、概周

期解，混沌吸引子将不可能在全局吸引集之外．俄
罗斯学者 Ｌｅｏｎｏｖ 通过长期的研究，分别用德文、俄
文发表了很多关于 Ｌｏｒｅｎｚ 混沌系统方面的论著，他
得到了 Ｌｏｒｅｎｚ 系统全集吸引集的一个圆柱形估计

式和一个球形估计式，这是混沌系统中全局最终有

界的第一个结果．由于它化全局为局部、化无穷为

有限的功能，在很多方面都有重要的应用．最近廖

晓昕在 Ｌｅｏｎｏｖ 的基础上给出了关于 Ｌｏｒｅｎｚ 系统全

局吸引集合正向不变集的改进了的新结果［１３，１４］，
较大地简化了 Ｌｅｏｎｏｖ 所得的两个著名估计式的复

杂证明且比 Ｌｅｏｎｏｖ 的结果更精确．
自从 １９９０ 年 Ｐｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌｌ 提出混沌同步

的思想以来，混沌同步研究一直是非线性科学领域

备受关注的热点问题之一．研究表明，混沌同步在

物理化学、生物、力学、脑科学、电子学、信息科学、
保密通讯等领域均具有十分诱人的应用前景和巨

大的市场潜在价值，而混沌同步在混沌保密通讯中

的应用尤其令人瞩目．
本文研究了选取简正模后得到的三模类

Ｌｏｒｅｎｚ 型方程动力学行为与仿真问题，解释了 Ｃｏｕ⁃
ｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流实验中观察到的部分涡流的演化过

程．在 Ｌｏｒｅｎｚ 系统全局吸引集和正向不变集的基础

上，给出了 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流的三模系统的全局吸

引集和正向不变集，最后，对于该三模系统，设计了

线性反馈控制律，实现全局指数同步，并利用计算

机仿真验证了有效性．

１　 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流低模分析与数值仿真

如果内圆筒旋转，外圆筒静止，在低雷诺数的

情况下，基本 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流是唯一的，就是说当旋转角

速度很小时，流体绕圆筒的轴线作水平圆周运动，
这种流动叫做 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动．当 ω 到达某个临界值

ω１ｃ时，Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动逐渐失去稳定性，出现新的定常

流动，该流动呈轴对称形式，沿轴线方向规则地分

布着旋涡，相邻的旋涡是反向的，我们把它叫做

Ｔａｙｌｏｒ 涡流，即在通过轴的子午面内，沿 Ｚ 轴方向

呈现周期性旋涡，并且关于 Ｚ 轴成镜面反射对称．
Ｔａｙｌｏｒ 旋涡是环形涡，它仍然是定常流动，而且是

稳定的．如果 ω 继续增大，越过第二临界值 ω２ｃ时，
Ｔａｙｌｏｒ 旋涡转化成 Ｔａｙｌｏｒ 行进波，这是一种沿旋转

轴均匀运动的波，破坏了对时间和旋转轴的不变

性，但仍是一种周期性运动，并且在一个适当的旋

转标架里，流动看来还是定常的，这样的周期运动

称为旋转波．当 ω 继续增大时，第三次转变发生，流
动变成拟周期，它的次频率作为调制旋转波，再经

过若干阶段，进入湍流．简化模型通常是处理无穷

维问题的常用方法，为获得无穷维系统 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃
Ｔａｙｌｏｒ 流问题的动力学行为，对其进行低维分析是

非常有意义的，而且经典的湍流理论认为湍流是一

种具有有限个自由度的运动，这在 Ｎａｖｉｅｒ⁃Ｓｔｏｋｅｓ 方

程全局吸引子分数维的有限性方面已获得强有力

的支持，因此采用低模分析方法来讨论 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃
Ｔａｙｌｏｒ 流问题是切实可行的．

文献［６］利用同轴圆筒间隙区域 Ｓｔｏｋｅｓ 算子

的特征函数作为基函数对周期性边界条件 Ｎａｖｉｅｒ⁃
Ｓｔｏｋｅｓ 方程进行傅里叶展开，截取傅里叶级数的前

三项，得到下列混沌系统：
ｘ̇＝ －σｘ＋ｃｙ
ｙ̇＝ －ｘｚ＋ａｒｘ－ｙ
ｚ̇＝ ｘｙ－ｂｚ
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í
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（２）

这里 ｘ，ｙ，ｚ 为状态变量，它们均为时间 ｔ 的函

数，σ，ａ，ｂ，ｃ 都是正的参数，ｒ 为雷诺数．
其定点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）满足下列条件：

６１４
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当 ａｃｒ＜σ 时，系统只有一个定态 Ｏ（０，０，０），此
定态表示系统流体处于绕中心轴旋转的层流状态，
即 Ｃｏｕｅｔｔｅ 流动（图 １） ．

图 １　 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ ｆｌｏｗ

当 ａｃｒ≥σ 时，有以下三个定态：
Ｏ（０，０，０）
Ｐ＋（ｘ０，ｙ０，ｚ０）
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其中 ｘ０ ＝ ± ｂ
σ
（ａｃｒ－σ） ，ｙ０ ＝ ± ｂσ

ｃ２
（ａｃｒ－σ） ，ｚ０ ＝

ａｒ－σ
ｃ
．

由于在 Ｐ＋，Ｐ－处 ｘ，ｙ，ｚ 变量之值都不为零，因
此定态 Ｐ＋，Ｐ－表示已出现稳定的 Ｔａｙｌｏｒ 涡流的状

态（图 ２） ．当这种流动失稳时将产生 Ｔａｙｌｏｒ 行进波

（图 ３） ．

图 ２　 Ｔａｙｌｏｒ 涡流

Ｆｉｇ．２　 Ｔａｙｌｏｒ ｖｏｒｔｅｘ

图 ３　 Ｔａｙｌｏｒ 行进波

Ｆｉｇ．３　 Ｔｒａｖｅｌｉｎｇ ｗａｖｅ

如表 １ 给出了当 ｒ 连续变化时系统（２）定态的

性质及对应的 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流实际流动．
表 １　 当 ｒ 连续变化时系统（２）的定态的性质

及对应的 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流实际流动

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｏｉｎｔｓ ｉｎ ｓｙｓｔｅｍ （２）

ａｎｄ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｃｔｕａｌ ｆｌｏｗ ｏｆ Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ ｆｌｏｗ
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（Ｆｉｇｕｒｅ １）

Ｔｈｅ ｒｅｇｕｌａｒ Ｔａｙｌｏｒ⁃ｖｏｒｔｅｘ
ａｎｄ Ｔａｙｌｏｒ ｔｒａｖｅｌｉｎｇ
ｗａｖｅ ｗｅｒｅ ｆｏｒｍｅｄ
（Ｆｉｇｕｒｅ ２，３）

Ａｆｔｅｒ ｗａｖｙ
ｖｏｒｔｅｘ ｉｎｔｏ
ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ
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ｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅ
（ｃｈａｏｓ）

接下来对 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流三模系统混沌行为

进行数值仿真：
取 σ＝ ９．３５，ａ＝ ０．７５８，ｂ＝ １．４５，ｃ＝ ８．４，ｒ ＝ ６０，通

过计算机仿真，系统（２）混沌吸引子，Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指

数谱，庞加莱截面，功率谱，分别如图（４） （５） （６）
（７）所示，说明该系统存在混沌现象．

图 ４　 系统（２）混沌吸引子

Ｆｉｇ．４　 Ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２）

２　 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流三模系统的全局稳定性分析

本节给出该混沌系统（２）的全局指数吸引集

和正向不变集的估计式．
首先我们在这里给出一些相关定义．令 Ｘ ＝ （ｘ，

ｙ，ｚ），假设 Ｘ（ ｔ）＝ Ｘ（ ｔ，ｔ０，Ｘ０）是混沌系统（２）的解．

７１４
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图 ５　 系统（２）最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱

Ｆｉｇ．５　 Ｍａｘｉｍｕｍ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２）

图 ６　 系统（２）的庞加莱截面

Ｆｉｇ．６　 Ｐｏｉｎｃａｒé ｓｅｃｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２）

图 ７ 系统（２）的功率谱

Ｆｉｇ．７　 Ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ （２）

定义 １　 如果存在常数 Ｌλ＞０，使对于 Ｖλ（Ｘ０）＞
Ｌλ，Ｖλ（Ｘ（ ｔ）） ＞Ｌλ，有 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｖλ（Ｘ） ＝ Ｌλ，那么我们称

Ωλ ＝｛Ｘ ｜Ｖλ（Ｘ（ ｔ））≤Ｌλ｝是系统（２）的一个全局吸

引集．如果对任意的 Ｘ０∈Ωλ 和任意的 ｔ＞ｔ０ 都有，则
称 Ｘ（ ｔ，ｔ０，Ｘ０）∈Ωλ 为正向不变集．如果存在常数

Ｌλ＞０，ｒλ＞０ 使得对任意的 Ｘ０∈Ｒ３，Ｖλ（Ｘ０） ＞Ｌλ，Ｖλ

（Ｘ（ ｔ））＞Ｌλ，有下列的指数估计不等式：Ｖ（Ｘ（ ｔ）） －
Ｌλ≤（Ｖλ（Ｘ０） －Ｌλ） ｅ

－ｒλ（ ｔ－ｔ０） 成立，那么我们称 Ｖλ（Ｘ
（ ｔ））＞Ｌλ 是系统（２）的一个全局指数吸引集．

定理 １　 设 ｂ＞ １
２
，ａ＞０，ｃ≥１，ｒ≥１，对任意常数

ｍ≥０，令：
Ｖ（Ｘ）＝ ｍｘ２＋ｙ２＋（ ｚ－ｍｃ－ａｒ） ２ （３）

Ｌ： ｍｘ２＋ｙ２＋（ ｚ－ｍｃ－ａｒ） ２≤ｂ２（ａｒ＋ｍｃ） ２

２ｂ－１
（４）

则当 Ｖ（Ｘ０）≥Ｌ，Ｖ（Ｘ（ ｔ））≥Ｌ 时，对于系统（２）的
轨线，有全局指数吸引集和正向不变集的估计式

Ｖ（Ｘ（ ｔ））－Ｌ≤（Ｖ（Ｘ０）－Ｌ）ｅ
－（ ｔ－ｔ０），从而 ｌｉｍ

ｔ→＋∞
Ｖ（Ｘ（ ｔ））

≤Ｌ．也就是说，Ω＝｛Ｘ ｜ Ｖ（Ｘ（ ｔ））≤Ｌ｝是系统（２）的
全局指数吸引集和正向不变集．

证明 构造一个广义正定的径向无界 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数：

Ｖ（Ｘ）＝ ｍｘ２＋ｙ２＋（ ｚ－ｍｃ－ａｒ） ２ （５）
计算沿着系统（２）的正半轨线关于时间的导

数，有：
Ｖ̇ ＝ ２ｍｘｘ̇＋２ｙｙ̇＋２（ ｚ－ｍｃ－ａｒ） ｚ̇

＝ ２ｍｘ（－σｘ＋ｃｙ）＋２ｙ（－ｘｚ＋ａｒｘ－ｙ）＋
　 ２（ ｚ－ｍｃ－ａｒ）（ｘｙ－ｂｚ）
＝ －２ｍσｘ２－２ｙ２－２ｂｚ２＋２（ａｒ＋ｍｃ）ｂｚ
＝ －Ｖ＋（１－２σ）ｍｘ２－ｙ２＋（１－２ｂ） ｚ２＋
　 ２（ａｒ＋ｍｃ）（ｂ－１） ｚ＋（ｍｃ＋ａｒ）２
＝ －Ｖ＋Ｆ（Ｘ） （６）

定义函数：
Ｆ（Ｘ）＝ （１－２σ）ｍｘ２－ｙ２＋（１－２ｂ） ｚ２＋

２（ａｒ＋ｍｃ）（ｂ－１） ｚ＋（ｍｃ＋ａｒ） ２

计算 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）关于（ ｘ，ｙ，ｚ）的极 Ｌａｇｒａｎｇｅ 极

值．因为 Ｆ（Ｘ）为二次函数，其局部极大值为全局极

大值，因此计算 Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ）极大值 Ｆ（Ｘ０） ．因此，令：
∂Ｆ
∂ｘ

＝ ２（１－２σ）ｍｘ＝ ０

∂Ｆ
∂ｙ

＝ －２ｙ＝ ０

∂Ｆ
∂ｚ

＝ ２（１－２ｂ） ｚ＋２（ａｒ＋ｍｃ）（ｂ－１）＝ ０

于是 ｘ ＝ ０， ｙ ＝ ０， ｚ ＝ －（ａｒ＋ｍｃ）（ｂ－１）
１－２ｂ

． 再求

Ｆ（ｘ）的二阶导数：
∂２Ｆ
∂ｘ２ ＝ ２（１－２σ）ｍ＜０ （当 σ＞ １

２
时成立）

∂２Ｆ
∂ｙ２ ＝ －２＜０

∂２Ｆ
∂ｚ２

＝２（１－２ｂ）＋２（ａｒ＋ｍｃ）＜０ （当 ｂ＞ １
２
时成立）

因此 ｓｕｐ
ｘ∈Ｒ３

Ｆ（Ｘ）＝ Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） （ｘ＝０，ｙ＝０，ｚ＝
－（ａｒ＋ｍｃ）（ｂ－１）

１－２ｂ ） ＝

８１４
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ｂ２（ａｒ＋ｍｃ） ２

２ｂ－１
．

于是，从式子（６），我们可知 Ｖ̇≤－Ｖ＋Ｌ．从而，当
Ｖ（Ｘ０）≥Ｌ，Ｖ（Ｘ（ ｔ））≥Ｌ 时，有全局指数估计式

Ｖ（Ｘ（ ｔ））－Ｌ≤（Ｖ（Ｘ０）－Ｌ）ｅ
－（ ｔ－ｔ０） ．

对上式两边取上极限，有 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

Ｖ（Ｘ（ ｔ））≤Ｌ．因

此，Ω＝｛Ｘ ｜Ｖ（Ｘ（ ｔ））≤Ｌ｝是系统（２）的全局指数吸

引集和正向不变集．
因此可以给出系统（２）的如下一些估计式：
１） 当 ｍ＝ ０ 时，我们便得到了系统（２）的圆柱

形估计式：

ｙ２＋（ ｚ－ａｒ） ２≤ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
２） 当 ｍ＝ １ 时，我们便得到了系统（２）的球形

公式：

ｘ２＋ｙ２＋（ ｚ－ｃ－ａｒ） ２≤ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
３） 当 ｍ＝ １ ／ ｃ 时，我们便得到系统（２）的一个

新的椭球形公式：
１
ｃ
ｘ２＋ｙ２＋（ ｚ－ａｒ） ２≤ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
４） 当 ｍ＝ａｒ ／ ｃ 时，我们便得到系统（２）的另一

个椭球形公式：
ａｒ
ｃ
ｘ２＋ｙ２＋（ ｚ－２ａｒ） ２≤４ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
下面利用集合论中交集的思想，取前几种估计

式的交集，以期望获得更佳的估计结果．
定理 ２　 设 ａ＞０，ｂ＞０ 和 ｒ≥１，则下列圆柱体

Ｑ１：
ｙ２＋（ ｚ－ａｒ） ２≤ε（ａｒ） ２，当 ０＜ｂ≤ １

２
ｘ２≤ε（ａｒ） ２

ì

î

í

ïï

ïï

Ｑ２：
ｙ２＋（ ｚ－ａｒ） ２≤ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
，当 ｂ＞ １

２

ｘ２≤ε ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（７）

为系统（２）的一个全局吸引集和正向不变集，
其中 ε＞１ 为任意正数．

证：当 ０＜ｂ≤ １
２
时，对于系统（２）的 ２，３ 两个方

程作广义正定径向无界的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：
Ｖ＝ ｙ２＋（ ｚ－ａｒ） ２ （８）
沿系统（２）的轨线有：
ｄＶ
ｄｔ

＝ －２ｙ２－２ｂｚ２＋２ｂａｒｚ

≤－２ｙ２－ｂｚ２＋２ｂａｒｚ
＝ －２ｙ２＋ｂ（ ｚ－ａｒ） ２＋ｂ（ａｒ） ２

≤ｂｙ２－ｂ（ ｚ－ａｒ） ２＋ｂ（ａｒ） ２＜０ （９）
当 ｙ２－（ ｚ－ａｒ） ２＞（ａｒ） ２ 时成立，故圆柱 ｙ２ ＋（ ｚ－

ａｒ） ２≤ε（ａｒ） ２，为系统（２）分量 ｙ，ｚ 的全局吸引集

和正向不变集．所以， ｜ ｙ ｜≤ ε ａｒ．
将 ｙ 的最终界代入系统（２）的第一个方程且用

常数变易法估计 ｘ（ ｔ），有：
ｘ（ ｔ）＝ ｘ０ｅ

－σ（ ｔ－ｔ０） ＋∫ ｔ
ｔ０ｅ

－σ（ ｔ－τ） ｃｙ（τ）ｄτ

≤ｘ０ｅ
－σ（ ｔ－ｔ０） ＋ｅ－σｔ ∫ ｔ

ｔ０ｅ
－στｃ ε ａｒｄτ

＝ ｘ０ｅ
－σ（ ｔ－ｔ０） ＋ ｃ

σ
ε ａｒ（１－ｅ－σ（ ｔ－ｔ０））

＝ （ｘ０－
ｃ
σ

ε ａｒ）ｅ－σ（ ｔ－ｔ０） ＋ ｃ
σ

ε ａｒ

故有：

（ｘ（ ｔ）－ ε ｃ
σ
ａｒ）≤（ｘ０－ ε ｃ

σ
ａｒ）ｅ－σ（ ｔ－ｔ０）→０，

当 ｘ０＞
ｃ
σ

ε ａｒ， ｔ→＋∞ （１０）

即 ｘ（ ｔ）从大于 ε ａｒ 的方向指数地趋于 ε ａｒ．
同时我们又可得出：

ｘ（ ｔ）≥ｘ０ｅ
－σ（ ｔ－ｔ０） －ｅ－σｔ ∫ ｔ

ｔ０ｅ
－στｃ ε ａｒｄτ

＝ ｘ０ｅ
－σ（ ｔ－ｔ０） － ｃ

σ
ε ａｒ（１－ｅ－σ（ ｔ－ｔ０））

＝ ｘ０ｅ
－σ（ ｔ－ｔ０） ＋ ｃ

σ
ε ａｒｅ－σ（ ｔ－ｔ０） － ｃ

σ
ε ａｒ （１１）

故－ｘ（ ｔ） － ｃ
σ

ε ａｒ≤（－ｘ０ －
ｃ
σ

ε ａｒ） ｅ－σ（ ｔ－ｔ０） →０，

ｘ０＜－ ε ａｒ．即 ｘ（ ｔ）从小于－ ｃ
σ

ε ａｒ 的方向地趋于－

ｃ
σ

ε ａｒ，从而 ｜ ｘ ｜ ≤ ｃ
σ

ε ａｒ 为关于 ｘ 的全局吸引集．

这说明 Ｑ１ 为系统（２）的全局吸引集合正向不变集．

接下来考虑 ａ＞０，ｂ＞ １
２
和 ｒ≥１ 时的情况，仍用

（８）式的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，有：
ｄＶ
ｄｔ

＝ －２ｙ２－２ｂｚ２＋２ａｒｂｚ

＝ －Ｖ－２ｙ２＋（１－２ｂ） ｚ２＋ａｒ（２ｂ－２） ｚ＋（ａｒ） ２

＝ －Ｖ＋Ｆ（Ｘ）
定义函数：
Ｆ（Ｘ）＝ －２ｙ２＋（１－２ｂ） ｚ２＋ａｒ（２ｂ－２） ｚ＋（ａｒ） ２

计算 Ｆ（Ｘ）极大值 Ｆ（Ｘ０），令：
∂Ｆ
∂ｙ

＝ －４ｙ＝ ０

９１４
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∂Ｆ
∂ｚ

＝ ２（１－２ｂ） ｚ＋ａｒ（２ｂ－２）＝ ０

得 ｙ ＝ ０，ｚ ＝ －ａｒ（２ｂ－２）
２（１－２ｂ）

． 再求 Ｆ（Ｘ）的二阶导

数：
∂２ Ｆ
∂ｙ２ ＝ －４＜０

∂２ Ｆ
∂ｚ２

＝ ２（１－２ｂ）＜０ （ｂ＞ １
２
时成立）

同时
∂２ Ｆ
∂ｘ２ ＝

∂２ Ｆ
∂ｙ２ ＝

∂２ Ｆ
∂ｚ２

＝ ０．因此 Ｆ（Ｘ）的极大值：

Ｆ（Ｘ０）＝ ｓｕｐＦ（Ｘ）＝ Ｆ（ｘ，ｙ，ｚ） ｘ＝０，ｙ＝０，ｚ＝
－ａｒ（２ｂ－２）
２（１－２ｂ）

＝ ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１

所以有
ｄＶ
ｄｔ

≤－ Ｖ ＋ Ｆ （Ｘ０ ），当 ｙ２ ＋ （ ｚ － ａｒ） ２ ≥

ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
时成立．

当 Ｘ≠Ｘ０ 时，ｄＶ
ｄｔ

在 ｙ２ ＋（ ｚ－ａｒ） ２ ＝ ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
上取

严格的不等号，故系统（２）的轨线的分量 ｙ 和 ｚ 从

Ｑ２ 的表面上由外向内穿过．当 Ｘ ＝Ｘ０ 时，ｄＶ
ｄｔ

＝ ０， 由

连续开拓原理可知，系统（２）的轨线的分量 ｙ 和 ｚ
是从 Ｑ２ 的表面上由外向内穿过的．由 ｙ２ ＋（ ｚ－ａｒ） ２

≤ｂ２（ａｒ） ２

２ｂ－１
得知 ｜ ｙ ｜≤ ｂａｒ

２ｂ－１
，根据（１０）和（１１）关于

ｘ（ ｔ）的估计式得到 ｘ（ ｔ）≤ｂ２ （ａｒ） ２

２ｂ－１
． 所以 Ｑ２ 为系

统（２）的全局吸引集和正向不变集．

３　 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流三模系统的全局指数同步

所谓混沌同步，指的是对于不同初始条件出发

的两个混沌系统，随着时间的推移，它们的轨线逐

渐一致［１５］ ．Ｐｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌｌ 指出，当混沌系统能分

解成两个子系统，而且响应系统中所有的条件 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 指数均小于零时，在驱动系统和响应系统中

会有混沌同步产生［１６］ ．
定义 ２　 两个非线性动力系统：
ｘ̇＝Ｆ（ ｔ，ｘ） （１２）
Ｙ＝Ｆ（ ｔ，Ｙ）＋μ（Ｘ，Ｙ） （１３）
这里 Ｘ，Ｙ∈Ｒｎ，Ｆ 是 ｎ 维的非线性函数；μ 是 ｎ

维的控制输入函数，我们称系统（１２）是驱动系统，
系统（１３）是响应系统．

如果 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｙ（ ｔ）－Ｘ（ ｔ） ＝ ０，系统 （ １２） 和系统

（１３）是同步的．
首先设驱动系统为：
ｘ̇１ ＝ －σｘ１＋ｃｙ１

ｙ̇１ ＝ －ｘ１ｚ１＋ａｒｘ１－ｙ１

ｚ̇１ ＝ ｘ１ｙ１－ｂｚ１

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１４）

相应的响应系统可表示为：
ｘ̇２ ＝ －σｘ２＋ｃｙ２＋ｕ１（ｅｘ，ｅｘ，ｅｚ）
ｙ̇２ ＝ －ｘ２ｚ２＋ａｒｘ２－ｙ２＋ｕ２（ｅｘ，ｅｘ，ｅｚ）
ｚ̇２ ＝ ｘ２ｙ２－ｂｚ２＋ｕ３（ｅｘ，ｅｘ，ｅｚ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１５）

这里 ｕ１，ｕ２，ｕ３ 为要设计的控制函数．
令 ｅＴ ＝（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ），ｅｘ ＝ ｘ２－ｘ１，ｅｙ ＝ ｙ２－ｙ１，ｅｚ ＝ ｚ２－

ｚ１，则式（１５）减去（１４）得到的误差动力系统可表示

为：
ｅ̇ｘ ＝ －σｅｘ＋ｃｅｙ＋ｕ１（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ）
ｅ̇ｙ ＝ａｒｅｘ－ｅｙ－ｚ２ｅｘ－ｘ２ｅｚ＋ｅｘｅｚ＋ｕ２（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ）
ｅ̇ｚ ＝ －ｂｅｚ＋ｙ２ｅｘ＋ｘ２ｅｙ－ｅｘｅｙ＋ｕ３（ｅｘ，ｅｙ，ｅｚ）

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１６）

目标是设计有效控制器（ｕ１，ｕ２，ｕ３） Ｔ，使系统

（１６）的零解是全局指数稳定的，从而驱动系统

（１４） 和响应系统 （ １５ ） 全局指数同步， 即 ｌｉｍ
ｔ→∞

ｅ（ ｔ） ＝ ０． 因为混沌系统是有界的，所以假设 ｜ ｘ ｜
≤Ｍｘ， ｜ ｙ ｜≤Ｍｙ， ｜ ｚ ｜≤Ｍｚ ．

定义 ３　 如果存在常数 α＞０，对任意的 ｔ＞ｔ０ 都

有 Ｖ（ ｔ）≤Ｖ（ ｔ０） ｅ
－α（ ｔ－ｔ０），系统的原点是全局指数稳

定的．
如下结论利用线性反馈同步证明系统全局指

数同步．
定理 ３　 对于误差系统（１６），当控制器设计如

下：
ｕ１ ＝ －ｋｅｘ－ｙ２ｅｚ，ｕ２ ＝ －ｃｅｘ－ａｒｅｘ＋ｚ２ｅｘ，ｕ３ ＝ ０．
适当选择 ｋ＞０，使得矩阵

Ｐ＝
２（σ＋ｋ） ０ ０

０ ２ ０
０ ０ ２ｂ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

正定，则误差系统（１６）的零解全局指数稳定，
从而驱动系统（１４）和响应系统（１５）全局指数同

步．
证明 构造一个正定的径向无界的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函

数．
Ｖ＝ ｅｘ ２＋ｅｙ ２＋ｅｚ ２

计算 Ｖ 沿着式（１６）正半轨线对时间的导数

有：
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ｄＶ
ｄｔ

＝ ２ｅｘ ｅ̇ｘ＋２ｅｙ ｅ̇ｙ＋２ｅｚ ｅ̇ｚ

＝ ２ｅｘ（－σｅｘ＋ｃｅｙ－ｋｅｘ－ｙ２ｅｚ）＋
　 ２ｅｙ（ａｒｅｘ－ｅｙ－ｚ２ｅｘ－ｃｅｘ－ａｒｅｘ＋ｚ２ｅｘ）＋
　 ２ｅｚ（－ｂｅｚ＋ｙ２ｅｘ）
＝ －２（σ＋ｋ）ｅ２ｘ－２ｅ２ｙ－２ｂｅ２ｚ

＝ －

ｅｘ
ｅｙ
ｅｚ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ｔ ２（σ＋ｋ） ０ ０
０ ２ ０
０ ０ ２ｂ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

ｅｘ
ｅｙ
ｅｚ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

＝ －ｅＴＰｅ （１７）
其中，

Ｐ＝
２（σ＋ｋ） ０ ０

０ ２ ０
０ ０ ２ｂ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

为了使误差系统（１６）的零解是全局指数稳定

的，保证矩阵 Ｐ 是正定的即可．
当且仅当下列不等式成立：
２（σ＋ｋ）＞０
从上面不等式，推得 ｋ 满足 ｋ＞－σ．
当 ｋ＞０ 时，矩阵 Ｐ 是正定的，而 Ｖ̇ 是负定的，

从式（１７）和高等代数知识，我们有：
ｄＶ
ｄｔ

≤－λｍｉｎ（Ｐ）（ｅ２ｘ＋ｅ２ｙ＋ｅ２ｚ ）＝ －λｍｉｎ（Ｐ）Ｖ

因此有：
ｅ２ｘ＋ｅ２ｙ＋ｅ２ｚ ＝Ｖ（Ｘ（ ｔ））≤Ｖ（Ｘ（ ｔ０））ｅ

－λｍｉｎ（Ｐ）（ ｔ－ｔ０），
ｔ≥ｔ０
当 ｔ→＋∞ 时，Ｖ （Ｘ （ ｔ）） →０，从而误差系统

（１６）的零解全局指数稳定，因此驱动系统（１４）和

响应系统（１５）全局指数同步．
下面利用四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 算法来验证上面提

出的方法的有效性．
在数值仿真中，选取步长为 ０．００１，驱动系统

（１４）和响应系统（１５）的初始条件分别为：
（ｘ１（０），ｚ１（０），ｙ１（０））＝ （１７，１４，８９）
（ｘ２（０），ｚ２（０），ｙ２（０））＝ （－２５，２８，－３７）
因此误差系统的初始条件为（ ｅｘ（０），ｅｙ（０），

ｅｚ（０））＝ （－４２，１４，－１２６），且定义同步误差为：

ｅ（ ｔ）＝ ｅ２ｘ（ ｔ）＋ｅ２ｙ（ ｔ）＋ｅ２ｚ（ ｔ）
对于定理 ３ 中的控制器，选取控制参数 ｋ ＝ １

为系统（１６）的控制率，那么响应系统（１５）和驱动

系统（１４）的同步如图 ８ 所示，同步误差 ｅ（ ｔ）随时

间 ｔ 的变化如图 ９ 所示．从仿真结果看出，两个系统

很快达到同步，误差很快趋于 ０．

图 ８　 驱动系统轨线（红线）和响应系统（蓝线）轨线随着时间 ｔ 的变化

Ｆｉｇ．８　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｆｏｒ ｄｒｉｖｅ ｓｙｓｔｅｍ

（ｒｅｄ ｌｉｎｅ） ａｎｄ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｓｙｓｔｅｍ （ｂｌｕｅ ｌｉｎｅ）

图 ９　 误差随时间 ｔ 变化

Ｆｉｇ．９　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｅｒｒｏｒ ｅ（ ｔ）

４　 结论

本文研究 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流三模类 Ｌｏｒｅｎｚ 方程

动力学行为与仿真问题，解释了 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流实

验中观察到的部分涡流的演化过程．给出了 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃
Ｔａｙｌｏｒ 流的三模系统的全局吸引集和正向不变集，实
现了全局指数同步．所得结果对 Ｃｏｕｅｔｔｅ⁃Ｔａｙｌｏｒ 流等

混沌系统的实际应用有一定意义．
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