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摘要　 当力学系统加上约束时，由直角坐标过渡到广义坐标是特别方便的，而且也是十分必要的．引进广义

坐标是分析力学的一大特色，而 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程就建立在广义坐标上的．这个札记提供广义坐标形成的一些史

料，并提出一些看法．
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引言

科学史研究的一个重要领域是学科史研究．力
学史的一部分是分析力学史，关于分析力学史我国

研究较少，在分析力学发展过程中有许多资料都不

是第一手的，而是从别人那里拿来的第二、第三手

的资料．比如说，Ｌａｇｒａｎｇｅ 引入广义坐标，翻遍 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 原著并未出现此种提法，而广义坐标这个

词，实际上是在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 著作问世一百多年后才有

此种提法．本文就广义坐标的形成和发展给出一些

史料，并提出一些看法．

１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 的《分析力学》

１．１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 在其著作《分析力学》中提出动

力学普遍公式的变换问题，指出“利用每个问题的

性质给出的条件方程，将出现在公式中的各个变量

缩减为小数目的独立变量．” ［１］ 翻遍原著并未出现

“广义坐标”（ｃｏｏｒｄｏｎｎéｅｓ ｇéｎéｒａｌｚéｅｓ）．
１．２　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 用字母 ξ，ψ，φ…表示“缩减为小

数目”的新变量．
１．３　 Ｍｏｉｓｅｙｅｖ 指出，Ｌａｇｒａｎｇｅ 的“每个问题的

性质给出的条件方程”就是描述光滑双面的约束方

程，而新变量就像可能位移一样是彼此独立的［２］ ．
１．４　 变量 ξ，ψ，φ…后来发展为 ｑ１，ｑ２，ｑ３，…，

这就是广义坐标字母的原型．
１．５ 　 Ｌａｇｒａｎｇｅ ＪＬ（１７３６ － １８１３），汉译拉格朗

日，法国力学家，数学家，分析力学的奠基人．他的

《分析力学》是名著，由此出现了分析力学学科．

２　 Ｂｅｒｔｒａｎｄ 的附录

２．１ 　 在 Ｌａｇｒａｎｇｅ 著作附录Ⅵ中 Ｂｅｒｔｒａｎｄ 写

道：“用 ｑ１，ｑ２，…，ｑｋ 表记 ｋ 个变量，使得 ３ｎ 个坐标

ｘ１，ｙ１，ｚ１…，ｘｎ，ｙｎ，ｚｎ 可表为这些变量和时间 ｔ 的函

数．” ［１］

２．２ 　 Ｂｅｒｔｒａｎｄ 用字母 ｑ１， ｑ２，…， ｑｋ 代替 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 的字母 ξ，ψ，φ…表示独立的新变量．附录中

仍未出现“广义坐标”，但后人沿用了字母 ｑ．
２．３　 这个附录是 Ｂｅｒｔｒａｎｄ ＪＬＦ（１８２２－１９００）给

出的，他是法国数学家，巴黎科学院院士．分析力学

中有 Ｂｅｒｔｒａｎｄ 问题．Ｊｏｕｒｄａｉｎ 原理，牛青萍称为 Ｂｅｒ⁃
ｔｒａｎｄ 原理．

３　 Ｒｏｕｔｈ 的《刚体系统动力学》

３．１　 Ｒｏｕｔｈ 的著作《刚体系统动力学》第二部

分第 １７７ 页，解下述问题：绕一铅垂轴旋转的重球

在任意形状曲面顶点处于平衡．给一轻扰作小振

动，试求运动．他将“用不定乘子 λ 和 μ 修正的 Ｌａ⁃
ｇｒａｎｇｅ 运动方程”表示为［３］：

ｄ
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Ｌ１ ＝ ０， Ｌ２ ＝ ０
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为约束方程．
３．２　 Ｒｏｕｔｈ 用字母 ｑ 表示坐标，未提“广义坐

标”．这个版本是第六版的美国版，第一版是 １８６０
年，第六版是 １９０５ 年．ｑ′表示 ｑ 对时间的导数．

３．３　 “修正的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程”，实际上是非完

整系统的带乘子的方程，也称为 Ｒｏｕｔｈ 方程．
３．４　 Ｒｏｕｔｈ ＥＪ（１８３１－１９０７），汉译劳恩，罗斯，

英国力学家．他在刚体动力学，分析力学，运动稳定

性等方面贡献很大．

４　 Ａｐｐｅｌｌ 的《理性力学》

４．１　 Ａｐｐｅｌｌ 巨著《理性力学》第六版第二卷俄

译本《理论力学》第 ２６８ 页写道：“参数 ｑ１，ｑ２，…，ｑｋ

可称为完整系统的坐标．” ［４，５］

４．２　 Ａｐｐｅｌｌ 将参数 ｑ 称为完整系统的坐标，是
因为由这些参数可完全描述完整系统的运动．

４．３　 Ａｐｐｅｌｌ Ｐ（１８５５－１９３０），汉译阿佩尔，法国

数学家，力学家．他的五卷《理性力学》非常有名，其
中第二卷有他导出的适应于完整和非常完整系统

的普遍方程，即 Ａｐｐｅｌｌ 方程．他的第一卷和第二卷

也是分析力学的名著之一，有关评价见文献［６］．

５　 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 的《非完整系统的动力学研究》

５．１　 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ 在他“论重旋转体在水平面上

的运动”一文中写道：“设有某个力学系统，在任一

瞬间均由 ｎ 个参数 ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ 所决定，…” ．“广义

速度 ｑ̇ｓ 之间，显然…．” ［７，８］

５．２　 这里有字母 ｑ，称为参数，未提“广义坐

标”，但将 ｑ̇ 称为广义速度．
５．３　 Чаплыгин СА（１８６９－１９４２），汉译恰普

雷金，查浦雷金，英译 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ，俄国、苏联力学家．
他在文献［７－８］中的 ４ 篇论文中都是非完整力学

的奠基性成果．有关评议见文献［９］．

６　 Ｓｕｓｌｏｖ 的《理论力学》

６．１　 Ｓｕｓｌｏｖ 在他《理论力学》第 ３２１ 页写道：
“ｑσ（σ＝ １，２，…，ｓ）不同于笛卡儿坐标，称为广义坐

标，或曲线坐标．” ［１０］

６．２ 　 在书的校者前言中，Ｂｕｋｈｇｏｌｔｓ 和 Ｇｏｌｔｚ⁃
ｍａｎ 写道：

“敖德萨大学已故教授 Ｓｕｓｌｏｖ ＧＫ 的《分析力

学基础》，本版称为《理论力学》，它是这个邻域的

很完全，很系统的教材，…．” ［１０］

６．３　 Ｓｕｓｌｏｖ 的《分析力学基础》初版于 １９１１
年～１９２１ 年．

６．４　 Суслов ГК（１８５７－１９３２），汉译苏斯洛夫，
英译 Ｓｕｓｌｏｖ，俄国、苏联力学家．他的《理论力学》也
是分析力学名著之一，有关评价见文献［６］．

７　 Ｍａｒｃｏｌｏｎｇｏ 的《理论力学》

７．１　 Ｍａｒｃｏｌｏｎｇｏ １９１２ 年的德文版《理论力学》
第 ９９ 页写道：“…参数 ｑ１，ｑ２，…，ｑｋ ．这些参数称为

系统的普遍（ａｌｌｇｅｍｅｉｎｅ）坐标．” ［１１］

７．２　 这本书的复印件是美国分析力学专家

Ｐａｐａｓｔａｖｒｉｄｉｓ 教授 １９９２ 年 ９ 月寄给梅凤翔的，是想

说明所谓 Ｋａｎｅ 方程已在本书中出现．
７．３　 德文 ａｌｌｇｅｍｅｉｎｅ，与张永发教授讨论过，

应汉译为普遍的．在文献［１２］ § ３４ 的标题为“第二

类 Ｌａｇｒａｎｇｅ 运动方程． ａｌｌｇｅｍｅｉｎｅ（ ｇｅｎｅｒａｌｉｓｉｅｒｔｅ）坐

标，…．”可见，在一些德文书中 ａｌｌｇｅｍｅｉｎｅ（普遍的）
与 ｇｅｎｅｒａｌｉｓｉｅｒｔｅ（广义的）是通用的．

８　 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 的《分析动力学》

８．１　 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 在其著作《分析动力学》第 ３３
页写道：“坐标一般用 ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ 表示．” ［１３］

８．２　 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ 的“动力学系统的坐标”，即广

义坐标，只用了字母 ｑ，但未提“广义”．
８．３　 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ ＥＴ（１８７３－１９５６），汉译惠特克，

他的《分析动力学》很好地总结了 １９０４ 年以前经

典力学的主要成果．这本书是分析力学的名著之

一，有关评价见文献［６］．更好的评价见文献［１４］．

９　 Ｌｅｖｉ⁃Ｃｉｖｉｔａ 和 Ａｍａｌｄｉ 的《理性力学》

９．１　 Ｌｅｖｉ⁃Ｃｉｖｉｔａ 和 Ａｍａｌｄｉ 的《理性力学》第一

卷的俄译本第 ２７６ 页写道：“任意参数 ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ

称为系统的广义坐标或 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标．” ［１５，１６］

９．２　 上述意大利文《理性力学》于 １９３０ 年出

第二版，１９５２ 年被译成俄文为《理论力学》．
９．３　 Ｌｅｖｉ⁃Ｃｉｖｉｔａ Ｔ（１８７３－１９４１），汉译列维⁃奇维

塔，意大利数学家，在绝对微分学，三体问题等方面多

有贡献．他与 Ａｍａｌｄｉ 合著的《理性力学》也很有名．

１０　 Ｈａｍｅｌ 的《理论力学》

１０．１　 Ｈａｍｅｌ 的德文《理论力学》第 ７９ 页写道：
“ｑν 称为 Ｌａｇｒａｎｇｅ 坐标．” ［１７］

１０．２　 Ｈａｍｅｌ Ｇ（１８７７－１９５４），汉译哈梅尔，德

７０４
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国数学家，力学家，非完整力学的奠基人之一．他的

《理论力学》相当有名．更好的评价见文献［１４］．

１１　 Ｍａｃ Ｍｉｌｌａｎ 的《刚体动力学》

１１．１　 Ｍａｃ Ｍｉｌｌａｎ ＷＤ（１８７１－１９４８）１９３６ 年的

英文《刚体动力学》，１９５１ 年被译为俄文．俄文本第

２９４ 页写道：“这些变量称为广义坐标 或 Ｌａｇｒａｎｇｅ
坐标．” ［１８］

１１．２　 Ｍａｃ Ｍｉｌｌａｎ 书中给出的“Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程

对非完整系统的推广”就是后人称为 Ｍａｃ⁃Ｍｉｌｌａｎ 方

程的方程．

１２　 周培源的《理论力学》

周培源 （ １９０２ － １９９３） 在其 《理论力学》 ［１９］

（１９５２）中写道：“…从牛顿原理的式样变换到此参

数———或称拉格朗日的广义坐标．”

１３　 结论

１３．１　 名称

从 Ｌａｇｒａｎｇｅ 著作的 Ｂｅｒｔｒａｎｄ 的附录开始用 ｑ１，
ｑ２，…，ｑｋ 代替 Ｌａｇｒａｎｇｅ 的 ξ，ψ，φ…；从 Ｂｅｒｔｒａｎｄ 的

独立新变量到 Ａｐｐｅｌｌ 的完整系统的坐标，再到 Ｓｕｓ⁃
ｌｏｖ 的广义坐标；广义坐标的正式提出大约经历了

１２０ 年．
广义坐标的称谓有：
１）完整系统的坐标（Ａｐｐｅｌｌ）
２） Ｌａｇｒａｎｇｅ 的 坐 标 （ Ｈａｍｅｌ， Ｌｅｖｉ⁃Ｃｉｖｉｔａ 和

Ａｍａｌｄｉ，Ｍａｃ Ｍｉｌｌａｎ）
３）普遍坐标（Ｍａｒｃｏｌｏｎｇｏ）
４）曲线坐标（Ｓｕｓｌｏｖ）
５）广义坐标（Ｓｕｓｌｏｖ，Ｌｅｖｉ⁃Ｃｉｖｉｔａ 和 Ａｍａｌｄｉ，Ｍａｃ

Ｍｉｌｌａｎ）
６）Ｌａｇｒａｎｇｅ 的广义坐标（周培源）
１３．２　 定义

１）描述一个完整系统的独立参数［２０］ ．
２）描述完整系统位形的独立参数［２１］ ．
３）确定系统可能位置的参数的最小数目称为

独立广义坐标数［２２］ ．
４）凡是能够确定系统位置的、适当选取的独立

变量，称为广义坐标［２３］ ．
１３．３　 意义

１）当力学系统受有约束时，由直角坐标过渡到

广义坐标是特别方便的，而且也是十分必要的．引

进广义坐标，是分析力学的一大特色，而 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程就是建立在广义坐标上的．

２）武际可的《力学史》有如下论述［２４］：
“按照当时已有的力学知识，要分析稍许复杂的

机构，例如一个有五级齿轮传动系统的运动，也还是

无能为力的．如果拿这个问题去请教牛顿，牛顿只会

处理自由质点的运动，不会处理刚体运动，何况还是

带约束的呢．而转去请教欧拉呢？ 他不得不将整个

系统化归为五个‘隔离体’，即五个刚体，分别列出五

个刚体的运动方程，而不同刚体之间又有作用力和

反作用力的耦合，所以得面对数十个方程联立的微

分方程组．这样处理问题实在太复杂了．”
“拉格朗日自有他的高招，他将这个系统化为

一个广义坐标的系统，因为五个轮子的系统只要一

个参量便可描述它的状态．例如，随便以其中一个

轮子的转角为参量，这个参量知道了，整个齿轮系

统的状态也便知道了．然后再计算当系统动起来后

系统的动能．这时便可列出一个广义坐标满足的二

阶方程，这是何等的简便啊！”
３）有了广义坐标，对完整力学系统已足够用．

有时根据需要，可引进多余坐标．而对非完整系统，
尚需由广义坐标发展到准坐标．对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 系统需

引进正则变量以及作用一角变量［２５］ ．

参　 考　 文　 献

１ 　 Ｌａｇｒａｎｇｅ Ｊ Ｌ． Ｏｅｕｖｒｅｓ Ｔｏｍｅ Ⅺ． Ｍéｃａｎｉｑｕｅ ａｎａｌｙｔｉｑｕｅ．
Ｑｕａｔｒｉèｍｅ Éｄ， Ｖｏｌ １． Ｐａｒｉｓ： Ｊａｃｑｕｅｓ Ｇａｂａｙ， ２００６

２　 Моисеев Н Д． Очерки развития механики． Москва：
ИМУ， １９６１

３　 Ｒｏｕｔｈ Ｅ Ｊ． Ｔｈｅ ａｄｖａｎｃｅｄ ｐａｒｔ ｏｆ ａ ｔｒｅａｔｉｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ
ｏｆ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｉｅｓ． ＰａｒｔⅡ， Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ： Ｄｏｖｅｒ
Ｐｕｂｌ． Ｉｎｃ．， １９５５

４　 Ａｐｐｅｌｌ Ｐ． Ｔｒａｉｔé ｄｅ ｍéｃａｎｉｑｕｅ ｒａｔｉｏｎｎｅｌｌｅ． ＴⅡ， Ｓｉｘｉèｍｅ
Éｄ． Ｐａｒｉｓ： Ｇａｕｔｈｉｅｒ⁃Ｖｉｌｌａｒｓ， １９５３

５ 　 Аппель П． Теоретическая механика． Т Ⅱ． Москва：
ГИФМЛ， １９６０

６　 梅凤翔． 关于分析力学的三本名著． 力学与实践， ２０１４，
３６（１）：８４～ ８７ （Ｍｅｉ Ｆ Ｘ． Ｔｈｒｅｅ ｃｌａｓｓｉｃｓ ａｂｏｕｔ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１４，３６（１）：８４ ～
８７ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

７　 Чаплыгин СА． Исследования по динамике неголоно
мных систем． Москва： Гостехтеоретииздат， １９４９

８　 查普雷金 С А． 非全定系统的动力学研究． 张燮译． 北

京：科学出版社， １９５６ （ Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ Ｓ Ａ． Ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ

８０４



第 ５ 期 梅凤翔等：广义坐标的形成史

ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｔｒａｎｓｌａｔｅｄ ｂｙ Ｘｉｅ Ｚｈａｎｇ．
Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｐｒｅｓｓ， １９５６ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

９　 刘信力，梅凤翔． 《非全定系统的动力学研究》的评议．
力学与实践， ２０１４，３６（４）：３７６ ～ ３７８ （Ｌｉｕ Ｘ Ｌ， Ｍｅｉ Ｆ
Ｘ． Ｃｏｍｍｅｎｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｓｔｕｄｙ ｏｆ ｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍｓ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１４，３６（４）：３７６ ～ ３７８
（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１０　 Суслов ГК． Теоретическая механика． Москва： Гостех
издат， １９４６

１１　 Ｍａｒｃｏｌｏｎｇｏ Ｒ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｓｃｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｋ． Ｌｅｉｐｚｉｇ ａｎｄ ｂｅｒｌｉｎ：
Ｄｒｕｃｋ ａｎｄ Ｖｅｒｌａｇ ｖｏｎ ＢＧ Ｔｅｕｂｎｅｒ， １９１２

１２　 Ｂｕｄó Ａ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｓｃｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｋ． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｖｅｂ Ｄｅｕｔｓｃｈｅｒ
Ｖｅｒｌａｇ ｄｅｒ Ｗｉｓｓｅｎｓｃｈａｆｔｅｎ， １９７６

１３　 Ｗｈｉｔｔａｋｅｒ Ｅ Ｔ． Ａ Ｔｒｅａｔｉｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｄｙｎａｍｉｃｓ ｏｆ
ｐａｒｔｉｃｌｅｓ ａｎｄ ｒｉｇｉｄ ｂｏｄｉｅｓ． Ｆｏｕｒｔｈ Ｅｄ． Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ： Ｃａｍ⁃
ｂｒｉｄｇｅ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ． Ｐｒｅｓｓ， １９５２

１４　 陈立群． 分析力学的 ３ 部经典著作及其作者． 力学与实

践， ２０１０，３２（５）：１１３～１１６ （Ｃｈｅｎ Ｌ Ｑ． Ｔｈｒｅｅ ｃｌａｓｓｉｃｓ ｏｆ
ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ａｎｄ ｔｈｅｉｒ ａｕｔｈｏｒｓ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ Ｅｎｇｉ⁃
ｎｅｅｒｉｎｇ， ２０１０，３２（５）：１１３～１１６ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

１５　 Ｌｅｖｉ⁃Ｃｉｖｉｔａ Ｔ， Ａｍａｌｄｉ Ｕ． Ｌｅｚｉｏｎｉ ｄｉ ｍｅｃｃａｎｉｃａ ｒａｚｉｏｎａｌｅ．
Ｖｏｌ Ｐｒｉｍｏ， Ｂｏｌｏｇｎａ， １９３０

１６　 Леви⁃Чивита Т， Амальди У． Курс теоетической
механики． Часть Первая， Москва： ИЛ， １９５２

１７　 Ｈａｍｅｌ Ｇ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｓｃｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｋ． Ｂｅｒｌｉｎ： Ｓｐｒｉｎｇｅｒ⁃Ｖｅｒ⁃
ｌａｇ， １９４９

１８　 Мак⁃Миллан НД ． Динамика твердого тела． Москва：
ИЛ， １９５１

１９　 周培源． 理论力学． 北京： 人民教育出版社， １９５２
（Ｚｈｏｕ Ｐ Ｙ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｐｅｏｐｌｅ′ｓ Ｅｄ⁃
ｕｃａｔｉｏｎ Ｐｒｅｓｓ， １９５２ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２０　 中国大百科全书编辑委员会． 中国大百科全书·力学．
北京： 中国大百科全书出版社， １９８５ （ Ｔｈｅ ｅｄｉｔｏｒｉａｌ
ｂｏａｒｄ ｏｆ ｅｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａ ｏｆ Ｃｈｉｎａ． Ｅｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａ ｏｆ Ｃｈｉｎａ：
ｍｅｃｈａｎｉｃｓ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｅｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａ ｏｆ Ｃｈｉｎａ Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ
Ｈｏｕｓｅ， １９８５ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２１　 力学词典编辑部． 力学词典． 北京： 中国大百科全书出

版社， １９９０ （Ｔｈｅ ｅｄｉｔｏｒｉａｌ ｏｆｆｉｃｅ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ．
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｅｎｃｙｃｌｏｐｅｄｉａ ｏｆ Ｃｈｉｎａ
Ｐｕｂｌｉｓｈｉｎｇ Ｈｏｕｓｅ， １９９０ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２２　 马尔契夫 А П． 理论力学． 李俊峰译． 北京： 高等教育

出版社， ２００６ （Ｍａｒｋｅｙｅｖ Ａ Ｐ． Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ．
Ｔｒａｎｓｌａｔｅｄ ｂｙ Ｊｕｎｆｅｎｇ Ｌｉ． Ｂｅｉｊｉｎｇ： Ｈｉｇｈｅｒ Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ
Ｐｒｅｓｓ， ２００６ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２３　 梅凤翔． 分析力学，上卷． 北京： 北京理工大学出版社，
２０１３ （Ｍｅｉ Ｆ Ｘ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ｖｏｌｕｍｅ Ａ． Ｂｅｉ⁃
ｊｉｎｇ： Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ Ｐｒｅｓｓ， ２０１３ （ｉｎ Ｃｈｉ⁃
ｎｅｓｅ））

２４　 武际可． 力学史． 重庆： 重庆出版社， ２０００ （Ｗｕ Ｊ Ｋ．
Ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ． Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ： Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｐｒｅｓｓ， ２０００
（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

２５　 梅凤翔． 分析力学由广义坐标到作用—角变量． 力学

与实践， ２０００，２２（３）：５５～ ５７ （Ｍｅｉ Ｆ Ｘ． Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅ⁃
ｃｈａｎｉｃｓ ｆｒｏｍ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｔｏ ａｃｔｉｏｎ—ａｎｇｌｅ⁃ｖａｒ⁃
ｉａｂｌｅｓ． Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， ２０００，２２（３）：５５ ～ ５７
（ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

Ｒｅｃｅｉｖｅｄ １１ Ｓｅｐｔｅｍｂｅｒ ２０１６，ｒｅｖｉｓｅｄ １３ Ｏｃｔｏｂｅｒ ２０１６．
∗Ｔｈｅ ｐｒｏｊｅｃｔ ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ （１０９３２００２， １１２７２０５０， １１３７２１６９， １１５７２０３４）
† Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｈｎｙｎｍｎｌ＠ １６３．ｃｏｍ

ＯＮ ＴＨＥ ＨＩＳＴＯＲＹ ＯＦ ＦＯＲＭＡＴＩＯＮ ＯＦ ＧＥＮＥＲＡＬＩＺＥＤ ＣＯＯＲＤＩＮＡＴＥＳ∗

Ｍｅｉ Ｆｅｎｇｘｉａｎｇ１ 　 Ｌｉ Ｙａｎｍｉｎ２† 　 Ｗｕ Ｈｕｉｂｉｎ３

（１．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ａｅｒｏｓｐａｃｅ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １０００８１， Ｃｈｉｎａ）

（２．Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ Ｐｈｙｓｉｃｓ ａｎｄ Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｓｈａｎｇｑｉｕ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓｈａｎｇｑｉｕ　 ４７６０００， Ｃｈｉｎａ）

（３．Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ， Ｂｅｉｊｉｎｇ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ， Ｂｅｉｊｉｎｇ　 １０００８１， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ　 Ｗｈｅｎ ｔｈｅ ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍ ｉｓ ｃｏｕｐｌｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ， ｉｔ ｉｓ ｖｅｒｙ ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｔ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ
ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｔｏ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ， ａｎｄ ｉｔ ｉｓ ａｌｓｏ ｖｅｒｙ ｎｅｃｅｓｓａｒｙ． Ｔｈｅ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｏｆ
ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ ｉｓ ｏｎｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｊｏｒ ｆｅａｔｕｒｅｓ ｏｆ ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ａｎｄ ｔｈｅ Ｌａｇｒａｎｇｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｓ ｂａｓｅｄ
ｏｎ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ｓｏｍｅ ｒｅｌｅｖａｎｔ ｈｉｓｔｏｒｙ ｄａｔａ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉ⁃
ｎａｔｅｓ ａｒｅ ｐｒｏｖｉｄｅｄ， ａｎｄ ｓｏｍｅ ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ　 ａｎａｌｙｔｉｃａｌ ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，　 ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ，　 ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ

９０４


