
第 １５ 卷第 ４ 期 ２０１７ 年 ８ 月
１６７２⁃６５５３ ／ ２０１７ ／ １５⑷ ／ ３８１⁃４

动 力 学 与 控 制 学 报
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＤＹＮＡＭＩＣＳ ＡＮＤ ＣＯＮＴＲＯＬ

Ｖｏｌ．１５ Ｎｏ．４
Ａｕｇ． ２０１７

２０１６⁃０３⁃１８ 收到第 １ 稿，２０１６⁃１２⁃０５ 收到修改稿．
∗国家自然科学基金（５１３７５０８０）、中央高校基本科研业务费专项资金（Ｎ１５０３０６００２）
† 通讯作者 Ｅ⁃ｍａｉｌ： ｌａｉ＿ｈ＠ １２６．ｃｏｍ

基于改进直线涡元诱导速度模型的旋翼自由尾迹

计算方法∗

周来宏† 　 窦景欣　 张居乾　 闻邦椿
（东北大学机械工程与自动化学院， 沈阳　 １１０８１９）

摘要　 通过设置涡核模型的角度条件，使涡核模型在极限状态下仍保持收敛，进而改进了利用 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定

律计算直线涡元对空间任意一点诱导速度的模型；桨叶气动模型采用 Ｗｅｉｓｓｉｎｇｅｒ⁃Ｌ 升力面理论模拟；自由尾

迹的求解采用 ＰＩＰＣ 松弛迭代算法结合具有二阶精度的 ＣＢ２Ｄ 时间步进算法．利用上述模型和算法对某型号

旋翼的尾迹进行数值计算，结果显示：利用改进涡核模型计算的桨尖涡径向位移收缩更加明显，这与实际情

况更加接近；利用改进涡核模型得到的自由尾迹结果与实验数据吻合的更好．上述结论可以证明，新建立的

旋翼自由尾迹模型提高了原有模型的准确性．
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引言

旋翼式无人机如四旋翼无人机、倾转旋翼无人

机、无人直升机等，已成为旋翼航空器领域的研究

热点，而旋翼尾迹对这类航空器旋翼的流场、载荷、
噪声及振动水平等，会产生十分重要的影响．尾迹

卷起形成的强烈集中且自由畸变桨尖涡，会反作用

于旋翼，改变桨叶迎角，使桨盘平面产生强烈的下

洗流和复杂的诱导速度场，进而影响旋翼的气动特

性．因此，研究旋翼尾迹，对提高旋翼式无人机的飞

行品质和稳定性，以及给飞行控制提供置信度更高

的计算模型，都有相当重要的意义．
目前，旋翼尾迹的研究方法主要有动态入流理

论、自由尾迹方法和计算流体力学（ＣＦＤ）方法．动
态入 流 理 论 如 Ｐｉｔｔ⁃Ｐｅｔｅｒｓ 动 态 入 流 模 型［１，２］、
Ｐｅｔｅｒｓ⁃Ｈｅ有限状态尾迹模型［３，４］，虽然计入了旋翼

的动态特性，但对尾迹畸变的处理过于简单，因此

模型的准确性和通用性受到质疑；ＣＦＤ 方法［５，６］ 近

些年取得了长足的进步，但其计算量大，计算资源

要求高，目前还处于发展阶段；自由尾迹方法［７］ 是

现阶段最适合用于分析旋翼尾迹的方法，它用

Ｌａｇｒａｎｇｅ法描述流场，用涡元和控制节点离散尾涡，
并允许尾涡以当地气流速度自由运动，这样可以自

动捕捉尾迹畸变，进而得出更真实的桨盘诱导入流

分布和空间任意一点的尾迹诱导速度，是一种速度

较快，精度较高的分析方法．
用自由尾迹方法求解旋翼尾迹时，要计算直线

涡元对控制节点的诱导速度，通常采用 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ
定律计算，涡核模型采用 Ｓｃｕｌｌｙ［８］、Ｖａｔｉｓｔａｓ［９］ 等模

型计算．但对于目标节点不在以直线涡元为轴的圆

柱体内，且距离直线涡元相对较近的情况，用上述

涡核模型计算出的诱导速度存在较大误差，进而影

响旋翼尾迹的求解准确性．
为了解决上述问题，探索了一种改进的直线涡

元诱导速度计算模型，即给涡核模型设置了角度条

件．当目标节点与直线涡元夹角满足条件时，会以

节点到涡元中点的距离取代节点到直线的垂直距

离，这样使涡核模型在极限状态下仍保持收敛，使
计算模型更加符合 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律的物理意义．论
文最后用算例验证了该模型，与原有的涡核模型相

比，基于改进直线涡元诱导速度模型，计算得到的

旋翼自由尾迹更加接近实验数据．
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１　 计算方法

１．１　 桨叶气动模型

采用 Ｗｅｉｓｓｉｎｇｅｒ⁃Ｌ 升力面理论模拟旋翼桨叶，
它是一种简化升力面模型．如图 １ 所示，桨叶沿展

向分为若干段，每一小段中附着涡位于桨叶 １ ／ ４ 弦

线处，且附着涡环量为常数．每小段的控制点位于

３ ／ ４ 弦线中点处．附着涡环量沿桨叶展向和弦向变

化形成尾随涡系和脱体涡系．尾随涡强度为相邻两

展向微段附着环量之差；脱体涡强度为相邻方位角

上两微段附着环量之差．尾随涡和脱体涡组成旋翼

尾迹的近尾迹．

图 １　 桨叶附着涡系及尾迹模型

Ｆｉｇ． １　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｂｌａｄｅ ｂｏｕｎｄ ｖｏｔｅｘ ａｎｄ ｗａｋｅ

远尾迹主要由近尾迹涡片外侧快速卷起形成

的桨尖涡组成．桨尖涡由单根涡丝表示，将其离散

为有限段直涡丝，并由节点连接．单根涡丝的控制

方程表达式为：
∂ｒ（ψ，ζ）

∂ψ
＋∂ｒ（ψ，ζ）

∂ζ
＝ １
Ω

（Ｖ∞ ＋Ｖｉｎｄ） （１）

式中 ψ 和 ζ 分别为桨叶方位角和尾迹寿命角，Ω 为

旋翼转速，ｒ（ψ，ζ）为桨尖涡空间位置向量，Ｖ∞ 为旋

翼轴向来流速度，Ｖｉｎｄ为附着涡、近尾迹及远尾迹对

空间点 ｒ（ψ，ζ）的诱导速度，由 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律确定．
１．２　 涡核半径确定方法

在利用 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律计算诱导速度时，涡核

半径 ｒｃ 是一个非常重要的参数，考虑涡的耗散效

应，计算中常用两种方法：一种是涡核半径固定，涡
强度按指数率衰减；另一种是涡强度固定，涡核半

径随时间增长．考虑到涡粘性的影响，采用了 Ｂｈａｇ⁃
ｗａｔ 等人对 Ｌａｍｂ⁃Ｏｓｅｅｎ 涡模型进行修正后的涡核

半径公式：

ｒｃ（ζ）＝ ｒ２０＋
４αＬδνζ

Ω
（２）

式中，ｒ０ 为初始涡核半径，αＬ ＝ １． ２５６４３ 为 Ｌａｍｂ⁃

Ｏｓｅｅｎ 常数，ν 为层流运动粘性系数，δ 为涡粘性参

数，δ 可以写成涡雷诺数相关的表达式：
δ＝ １＋α１Ｒｅｖ （３）

１．３　 求解方法

用数值方法求解控制方程（１）时，需先对方程

进行离散［１０］，采用五点中央差分法离散方程，如图

２ 所示，以（ ｌ＋１ ／ ２，ｋ＋１ ／ ２）点的一阶差分项来近似

控制方程中的偏微分项：
∂ｒ
∂ψ （ ｌ＋１ ／ ２，ｋ＋１ ／ ２）

＝ １
２Δψ

（ ｒｌ＋１，ｋ－ｒｌ，ｋ＋ｒｌ＋１，ｋ＋１－ｒｌ，ｋ＋１） （４）

∂ｒ
∂ζ （ ｌ＋１ ／ ２，ｋ＋１ ／ ２）

＝ １
２Δζ

（ ｒｌ，ｋ＋１－ｒｌ，ｋ＋ｒｌ＋１，ｋ＋１－ｒｌ＋１，ｋ） （５）

图 ２　 五点中央差分法示意图

Ｆｉｇ． ２　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚｅｄ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ｄｏｍａｉｎ ｆｏｒ ｆｉｎｉｔｅ ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ ｓｃｈｅｍｅ

文章采用收敛性较好的 ＰＩＰＣ 算法，即伪隐性

预估修正迭代算法求解尾迹的周期稳态解，并将其

作为初值，采用具有 ２ 阶精度的显式时间步进算法

ＣＢ２Ｄ 算法，计算最终的旋翼尾迹结果．

２　 改进的直线涡元诱导速度模型

在求解旋翼尾迹时，需利用 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律计

算各段直线涡元对远尾迹节点的诱导速度．计算公

式为：

ｕ＝ Γ
４πｈ

ｈ２

（ ｒ２ｎｃ ＋ｈ２ｎ） １ ／ ｎ（ｃｏｓβ１－ｃｏｓβ２）ｅ （６）

为证明简便，取 ｎ＝１，即采用 Ｓｃｕｌｌｙ 涡核模型分

析，其它涡核模型可以得到相似的结果．如图 ３ 所示，
节点 Ｐ 到直线涡元 ＡＢ 的垂直距离 ｈ 表示为：

ｈ＝ ｂｒｍ， ０≤ｂ≤１ （７）
其中 ｒｍ为 Ｐ 到 ＡＢ 中点的距离，当 ｂ ＝ １ 时，ｈ ＝ ｒｍ，
考虑极限：

ｌｉｍ
ｒｍ→∞

１－
ｒ２ｍ

ｒ２ｍ＋ｒ２ｃ
＝ ０， ｌｉｍ

ｒｃ→０
１－

ｒ２ｍ
ｒ２ｍ＋ｒ２ｃ

＝ ０ （８）

但当 ｂ→０ 时，极限：

ｌｉｍ
ｂ→０

１－
ｂ２ｒ２ｍ

ｂ２ｒ２ｍ＋ｒ２ｃ
＝ １ （９）

２８３
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图 ３　 直线涡元诱导速度示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｉｎｄｕｃｅｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｏｆ ｓｔｒａｉｇｈｔ ｖｏｒｔｅｘ ｌｉｎｅ ｓｅｇｍｅｎｔ

即当 ｈ≪ｒｍ 时，涡核模型不收敛，在这种情况下仍

采用式（６）计算诱导速度会产生很大的误差，为解

决这一问题，对式（６）做如下修正：

ｕ＝ Γ
４πｈ

ｄ２

（ ｒ２ｎｃ ＋ｄ２ｎ） １ ／ ｎ（ｃｏｓβ１－ｃｏｓβ２）ｅ

ｄ＝ ｒ１ ｃｏｓβ１＜０

ｄ＝ ｒ２ ｃｏｓβ２＞０

ｄ＝ｈ 其它

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１０）

式中，ｒ１、ｒ２ 分别为 Ｐ 点到 Ａ、Ｂ 两点的距离．按式

（１０）取 ｂ＝ １ 时的极限，结果与式（８）相同；当 ｂ→０
（取 β１、β２ 趋近于 ０，β１、β２ 趋近于 π 时情况类似）
时，取极限：

ｌｉｍ
ｒ２→∞

１－
ｒ２２

ｒ２２＋ｒ２ｃ
＝ ０， ｌｉｍ

ｒｃ→０
１－

ｒ２２
ｒ２２＋ｒ２ｃ

＝ ０ （１１）

因此，ｂ→０ 时涡核模型收敛，即采用式（１０）计
算得到的诱导速度，无论附着涡、近尾迹、远尾迹的

直线涡元与目标节点的位置关系如何，都可以得到

较高的计算精度．

３　 算例分析

算例旋翼采用两片桨叶，选用 ＮＡＣＡ２４１５ 翼

型，旋翼参数为：桨叶半径 ４０．６４ｃｍ；弦长 ４．２５ｃｍ；
桨尖马赫数 ０．２６；拉力系数 ０．００５；转速 ２０１０ｒ ／ ｍｉｎ，
计算 ７ 圈自由尾迹．

图 ４ 为用两种涡核模型计算的桨尖涡沿 ｚ 轴

的诱导速度比较，由图可以看出，使用原始涡核模

型计算的诱导速度振幅较大，这会使尾迹的计算结

果也产生较大的波动．图 ５ 为采用两种涡核模型计

算的桨尖涡径向位移随寿命角变化的比较，两种方

法的结果可以近似看做一种振幅和峰值衰减的振

动，这与相关的实验结果一致，但改进模型的衰减

更加明显，即尾迹收缩更显著，这与实际情况更加

接近．

图 ４　 桨尖涡 ｚ 轴诱导速度比较

Ｆｉｇ． ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｔｉｐ ｖｏｒｔｅｘ ｉｎｄｕｃｅｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ ｉｎ ｚ⁃ａｘｉｓ

图 ５　 桨尖涡径向位移比较

Ｆｉｇ． ５　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒａｄｉａｌ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｏｆ ｔｈｅ ｒｏｔｏｒ ｔｉｐ ｖｏｒｔｅｘ

图 ６（ａ）、（ｂ）两种涡核模型得到的尾迹分别与

实验结果对比，其中（ａ）为原始模型，（ｂ）为改进后

模型，实验数据来自文献［１１］．结果显示，采用改进

涡核模型的尾迹与实验值吻合得更好；原始涡核模

型由于一味采用垂直距离 ｈ，使尾迹在 ｘ 轴负半圈

产生了一定的累积误差．

图 ６　 悬停状态下自由尾迹计算与试验结果对比

Ｆｉｇ． ６　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ ａｎｄ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ
ｏｆ ｈｏｖｅｒｉｎｇ ｆｒｅｅ ｗａｋｅ

４　 结论

将 Ｗｅｉｓｓｉｎｇｅｒ⁃Ｌ 升力面理论，Ｌａｍｂ⁃Ｏｓｅｅｎ 涡模

型，ＰＩＰＣ 和 ＣＢ２Ｄ 算法综合运用到旋翼悬停自由

尾迹计算中，取得良好的效果．对 Ｂｉｏｔ⁃Ｓａｖａｒｔ 定律

中的涡核模型做了改进，使尾迹节点诱导速度得到

３８３
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了修正，计算得到的桨尖涡径向位移收缩更加明

显，与实际尾迹形状更加接近．利用两种涡核模型

得到的自由尾迹分别与实验结果对比可以看出，用
改进后的涡核模型计算的自由尾迹与实验结果吻

合得更好，证明新建立的理论模型是有效的．
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