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摘要　 对构造的单边碰撞悬臂梁系统进行实验的定性研究，在基础激励实验中，变换多次激励频率，通过加

速度传感器测量悬臂梁测点的响应信号，并通过力传感器测量得到限位器与柔性悬臂梁之间的碰撞力．通过

Ｍａｔｌａｂ 软件对实测响应的时、频域分析处理，观察到系统复杂的周期、概周期、混沌等多种运动形式，并发现

其中运动形式变化的区间存在突变．尝试对实验时域数据计算最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，以进一步验证其中混沌

的存在，进一步发现了混沌响应下末端加速度响应与碰撞力的传递函数具有频响函数特征．实验研究体现了

非线性动力学现象，也对分析应用混沌运动的实验结果提供了一个新视角．
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引言

在实际工程系统运转工作中，机械系统内某个

零部件之间或者零部件与边界间发生碰撞冲击是

十分常见的，例如蒸汽涡轮发动机中换热管与支撑

板的碰撞振动，航天器伸展系统关节处间隙导致碰

撞的发生，这类碰撞运动一般由多参数控制，而且

具有不连续突变性和强非线性，一方面会造成机械

部件的疲劳损伤，在文献［１］中列举了许多具有实

际应用意义的研究实例，另一方面也会造成系统控

制运转的误差．为了优化设计这类碰撞机械系统，
对其碰撞的动力学行为的全面了解就格外重要．因
而上世纪 ８０ 年代起国内外学者就开始将其作为一

种重要的物理系统进行研究，为进一步采用理论建

模和数值仿真来构建不同的碰撞模型，设计实验并

来观察验证其中蕴含的丰富复杂的动力学特性显

得格外重要．Ｍｏｏｎ 和 Ｓｈａｗ［２］ 通过调整基础正弦激

励幅值和频率等参数，在柔性梁末端置放限位器碰

撞模型中观察到非周期或混沌的运动形式，Ｔｈｏｍｐ⁃
ｓｏｎ 和 Ｂｉｓｈｏｐ［３］同样建立悬臂梁末端限位器的碰撞

模型，测量运动响应的同时用力传感器测得碰撞

力，调整激励频率，并对实验结果绘制相图和响应

功率谱分析，通过分岔图的分析观察到了单周期到

混沌的分岔过程，Ｔｈｏｍｐｓｏｎ［４］还从实验中观察到了

倍周期分岔现象．Ｗｉｅｒｃｉｇｒｏｃｈ［５］ 等设计对单一质量

块上下安装柔性梁作为碰撞发生的限位器，通过调

整限位器与质量块的间隙，外激励幅值等参数得到

不同的周期谐波碰撞，次谐波碰撞和混沌运动，并
在文献［６］中对实验数据做功率谱分析并观察到

了混沌现象．Ｐｉｉｒｏｉｎｅｎ［７］研究了钟摆碰撞实验模型，
观察到了其中的多周期运动形式和擦边分岔．Ｈｉｎ⁃
ｒｉｃｈ［８］对传送带上集中质量块的摩擦碰撞现象进行

实验研究，Ｖｉｒｇｉｎ［９］ 则以带有凹形轨道上的小球为

实验对象，研究其在运动中与轨道挡板上的碰撞运

动形式． Ｂｌａｚｅｊｃｚｙｋ⁃Ｏｋｏｌｅｗｓｋａ 和 Ｐｅｔｅｒｋａ［１０，１１］ 发现

在碰撞过程中出现的混沌吸引子的突变和间断，
Ｃｈｉｎ Ｗ 和 Ｎｏｒｄｍａｒｋ［１２－１４］ 分析得到了不同形式的

擦边分岔．金栋平［１５］ 等设计了两柔性梁碰撞实验

来研究碰撞振动类型，在实验中观察到亚谐、超谐、
概周期、混沌以及谐碰撞与混沌共存的运动类型，
还发现类似“频率锁定”的碰撞振动，曹妍妍［１６］ 根

据航天器内部设备的间隙减振机构设计实验模型，
得到各种不同的周期混沌状态．

本文的研究对象是带有单侧限位器悬臂梁碰

撞系统，继承文献［１７］中的工作，在实验中对设计

的模型系统施加基础正弦激励，采集碰撞力以及悬
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臂梁末端加速度时域信号．重点观察分析悬臂梁在

运动过程中与限位器不断发生碰撞，整个系统表现

出强非线性现象．通过绘制悬臂梁测点的时域响应

以及相图和庞加莱截面可以发现其丰富的动力学

行为，分析对比各种不同的周期和混沌响应形式，
并通过对响应的时域数据相空间重构计算李雅普

诺夫来验证混沌的存在．进一步对周期运动和混沌

形式的实验响应分别做加速度信号的频率功率谱

分析，发现各自能量的不同分布特点．并通过分别

计算周期运动和混沌运动实验数据的相干函数和

传递函数等发现其不同特征．

１　 实验系统

１．１　 实验模型

为了得到更好的实验现象，本文设计了如图 １
的简化悬臂梁碰撞系统，选用质量 ６０ｇ 的轻质均匀

弹性不锈钢梁，杨氏模量 ２０９Ｇｐａ，几何尺寸通过实

际测量得长 ２８０ｍｍ，宽 ３０ｍｍ，厚度 １ｍｍ．实验开始

前将梁的上端由夹具螺栓固定在竖板上部，竖板底

部与基础通过螺栓相连，悬臂梁可以在水平基础激

励方向自由运动，为记录其运动情况，在其末端处

左右对称位置分别附有质量为 ０．９５ｇ 的加速度传

感器，同时作为悬臂梁末端的集中质量考虑．

图 １　 实验模型

Ｆｉｇ． １　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｍｏｄｅｌ

实验中通过激振器对模型整体施加水平正弦

定频激励 ｙ＝Ａｓｉｎ（ωｔ） ，其中 Ａ 为基础位移幅值，ω
为激励频率．模型可以通过限位器装置调整改变悬

臂梁碰撞点位置 η 和限位器与碰撞点水平间隙 δ
的大小．边菁［１８］ 通过对双边限位悬臂梁进行动力

学实验，分析了碰撞点位置，激励频率，限位器间隙

宽度等对实验现象的影响．为重点研究不同外激励

频率下系统响应的特征，实验中选择将图 １ 中限位

器与悬臂梁碰撞点的间隙 δ 取为零的临界情况．这

样在实验过程中悬臂梁每次运动到平衡位置处都

会与限位器发生碰撞，从而使简单的线性悬臂梁系

统成为本构非线性模型．另外实验借鉴了 Ｔｈｏｍｐ⁃
ｓｏｎ［１１］做法，在限位器端部通过安装 Ｋｉｓｔｌｅｒ 力传感

器与悬臂梁发生碰撞，为了加强碰撞作用，实验选

用钢制头，用力传感器测量记录了每次碰撞发生限

位器与柔性梁之间的碰撞力，通过对碰撞力时域和

频域的分析可以更好地认识理解碰撞发生的运动

过程和规律．
１．２　 实验方案及步骤

为了更准确地测量实验数据，我们设计了如图

２ 的实验流程，本次实验测试设备主要有电磁式振

动台（Ｌａｂｗｏｒｋｓ Ｍｏｄｅｌ ＥＴ－１３９）、功率放大器（Ｌａｂ⁃
ｗｏｒｋｓ Ｍｏｄｅｌ ＰＡ－１４１）、振动控制器（Ｍ＋Ｐ 振动控制

（ＶＸＩＣＴ－１００Ｃ））、加速度传感器（上海标智 １４０２６
型 ＩＥＰＥ 传感器）和力传感器（Ｋｉｓｔｌｅｒ ９７１２Ｂ５００）．

图 ２　 实验流程

Ｆｉｇ．２　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｆｌｏｗｃｈａｒｔ

在实验中选择使用 Ｍ＋Ｐ 振动控制设备给激振

器提供正弦激励信号．Ｍ＋Ｐ 振动控制器通过实时采

集在水平滑台侧方安装的加速度传感器信号，并将

其与激励信号比较进行反馈从而实现加速度恒幅

控制．具体实验操作包括以下两部分：
（１）通过锤击法对无碰撞发生的带有集中质

量的悬臂梁模型进行模态实验．实验中保证悬臂梁

上端与竖板通过夹具紧密固定边界条件不变，同时

选择之后正弦激励实验中悬臂梁发生碰撞的位置

处作为锤击位置，得到系统前 ４ 阶模态参数；
（２）在距离悬臂梁末端 η ＝ ６ｃｍ 高度处固定安

装限位器，对模型整体进行定频正弦振动实验．实
验中控制振动台激励的幅值为 ２ｍ ／ ｓ２，激励频率从

３Ｈｚ 到 １５０Ｈｚ 变化，频率间隔为 １Ｈｚ，总共有 １４８ 个

单次实验，这其中包括了无碰撞悬臂梁模型的前三

阶固有频率：６Ｈｚ，４６Ｈｚ，１４０Ｈｚ．另外，为保证得到每

个激励频率作用时模型稳态时的非线性响应，排除

４６３
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掉瞬态响应的影响，每个单次实验记录 １２０ｓ．由于

本次实验中碰撞时间非常短且发生密集，为了充分

捕捉到完整的碰撞信号，采集过程中将采样频率取

为 ２０４８Ｈｚ．
同时要注意的是实验模型中的悬臂梁上部与

夹具用两排螺栓固定，以减小实验过程中强烈碰撞

造成的位移误差［１６］，并保证全部实验过程中边界

条件不变．

２　 实验结果

２．１　 无碰撞发生的悬臂梁模态实验结果

在无碰撞发生时，悬臂梁模型为线性系统，通
过模态实验得到的前 ４ 阶固有频率和阻尼比如表

１ 所示，同时表 １ 中我们也列出将实际物理参数代

入等截面梁横向弯曲自由振动的运动微分方程得

到的悬臂梁固有频率理论值，对比发现理论值和实

验值在前 ３ 阶有非常好的对应，第 ４ 阶固有频率的

误差虽然相较前 ３ 阶的误差较大，但总体说来其相

对误差（约 ２％）比较小，说明实验结果的可靠．
表 １　 带集中质量悬臂梁系统模态参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｍｏｄａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ ｂｅａｍ ｓｙｓｔｅｍ

ｗｉｔｈ ｌｕｍｐｅｄ ｍａｓｓ

Ｍｏｄｅｌ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ）

Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ）

Ｄａｍｐｉｎｇ ｒａｔｉｏ
（％）

１ ６．０ ６．１ １．１３
２ ４６．５ ４６．５ ０．３８
３ １４０．０ １３９．８ ０．１６
４ ２７８．９ ２８５．０ ０．１６

２．２　 碰撞发生悬臂梁系统动力学行为分析

受篇幅限制，这里仅选取几个实验振动响应结

果中比较有代表性的几组列出，并将记录加速度时

域信号进行积分计算得到位移和速度响应，从而通

过庞加莱映射、谱分析等时域频域分析处理，观察

总结到一些现象和规律．
首先发现在实验碰撞结果中出现了多种周期

运动形式，区别于非碰撞悬臂梁系统的第一阶固有

频率 ６Ｈｚ，发现在 １１Ｈｚ 及其倍频上响应均为周期

形式．为了方便识别周期特征，对时间轴作归一化

处理，即 ｔ ／ Ｔｆ，其中 Ｔｆ 为外激励周期．用 ｋ ＝ ｐ ／ ｎ 定

义周期运动特征，ｐ 表示限位器与悬臂梁发生碰撞

的次数，ｎ 表示外激励周期数．首先观察到在外激励

频率为 １１Ｈｚ 时，如图 ３（ａ）中分别用红色和蓝色曲

线代表悬臂梁末端和振动台的位移时域响应，图

（ｂ）记录了每次碰撞发生时力传感器的测量时域

数据，由此观察到在每个外激励周期发生一次碰

撞，取时间历程 ６０ｓ 到 １２０ｓ 稳态响应，绘制相图

（ｃ），同时按每相邻整数倍个外激励周期 Ｔｆ（Ｔｆ ＝
２π ／ ω）观察时程曲线得到庞加莱截面，如图（ｄ）所
示，系统作单周期运动，可记为 １ ／ １．同理发现在

１１Ｈｚ 倍频附近 ２２Ｈｚ，３４Ｈｚ，４５Ｈｚ 处有不同形式的

周期运动，如图 ４，５，６ 所示，各自运动响应形式分

别记为 １ ／ ２，１ ／ ３，１ ／ ４．除此之外，实验中也发现了在

悬臂梁末端一个周期运动中碰撞两次的形式，如图

７，８，９ 所示，分别为外激励频率在 １２Ｈｚ，３３Ｈｚ，
４８Ｈｚ 的结果，可分别记为 ２ ／ ２，２ ／ ６，２ ／ ８． 另外在

１１Ｈｚ 及其倍频处，悬臂梁集中质量的运动位移和

速度响应相比各自附近其他频率下的运动响应明

显增大，这类似于线性系统中在外激励频率等于系

图 ３　 １１Ｈｚ 实验结果

（ａ） 悬臂梁末端位移时域响应； （ｂ） 碰撞力；

（ｃ） 相图； （ｄ） 庞加莱截面

Ｆｉｇ．３　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ １１Ｈｚ

（ａ） Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ；

（ｂ） Ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ； （ｃ） Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ； （ｄ） Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

５６３
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图 ４　 ２２Ｈｚ 实验结果

（ａ） 悬臂梁末端位移时域响应； （ｂ） 碰撞力；

（ｃ） 相图； （ｄ） 庞加莱截面

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ２２Ｈｚ

（ａ）Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ；

（ｂ）Ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ； （ｃ） Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ； （ｄ） Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

统模态频率出现的“共振”现象．可以理解 １１Ｈｚ 为

该非线性系统本身具有的一个特殊规律频率．然而

另一方面随着基础频率的增大，这一规律变得不再

明显，猜想这可能是混入了系统的更高阶响应．
我们也发现该非线性系统随激励频率变化出

现的不同运动响应之间存在突变，如图 １０ 所示分

别为 １９Ｈｚ，２０Ｈｚ，２１Ｈｚ，２３Ｈｚ 激励下响应的相图，
对比图 ４（ｃ）中 ２２Ｈｚ 的相图，可以发现这期间拓扑

结构发生了突变，且有通往混沌的可能．这证明非

线性系统中对于基础激励频率的参数变化十分敏

感，但遗憾的是实验中基础激励频率变化的分辨率

为 １Ｈｚ，未能观察到关于突变更为细致的变化形

式．

图 ５　 ３４Ｈｚ 实验结果

（ａ） 悬臂梁末端位移时域响应； （ｂ） 碰撞力

Ｆｉｇ． ５　 ３４Ｈｚ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

（ａ）Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｔｉｍｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ；

（ｂ）Ｉｍｐａｃｔｉｎｇ ｆｏｒｃｅ

图 ６　 ４５Ｈｚ 实验结果

（ａ） 悬臂梁末端位移时域响应； （ｂ） 碰撞力

Ｆｉｇ． ６　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ４５Ｈｚ

（ａ） Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ；

（ｂ） Ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ
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图 ７　 １２Ｈｚ 实验结果

（ａ）悬臂梁末端位移时域响应；（ｂ）碰撞力

Ｆｉｇ． ７　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ １２Ｈｚ

（ａ）Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ；

（ｂ）Ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ

图 ８　 ３３Ｈｚ 实验结果

（ａ）悬臂梁末端位移时域响应；（ｂ）碰撞力

Ｆｉｇ ．８　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ３３Ｈｚ

（ａ）Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ；

（ｂ）Ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ

图 ９　 ４８Ｈｚ 实验结果

（ａ）悬臂梁末端位移时域响应 （ｂ） 碰撞力

Ｆｉｇ． ９　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ４８Ｈｚ

（ａ） Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ；

（ｂ） Ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ

图 １０　 不同外激励实验结果比较

（ａ）１９Ｈｚ 实验结果相图； （ｂ） ２０Ｈｚ 实验结果相图；

（ｃ）２１Ｈｚ 实验结果相图； （ｄ） ２３Ｈｚ 实验结果相图

Ｆｉｇ． １０　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ

（ａ） Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ ｆｏｒ １９Ｈｚ；（ｂ） Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ ｆｏｒ ２０Ｈｚ；

（ｃ） Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ ｆｏｒ ２１Ｈｚ；（ｄ） Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ ｆｏｒ ２３Ｈｚ

另外我们在实验结果中也发现了在一些外激

励频率下出现的概周期响应形式，如图 １１，１２ 所
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示，外激励分别为 １００Ｈｚ，１１１Ｈｚ 的悬臂梁末端位

移和相图，可以发现在时间位移历程图中有明显的

包络线．

图 １１　 悬臂梁末端位移时域响应

（ａ） １００Ｈｚ； （ｂ） １１１Ｈｚ

Ｆｉｇ． １１　 Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ

（ａ） １００Ｈｚ；（ｂ） １１１Ｈｚ

图 １２　 相图 （ａ）１００Ｈｚ；（ｂ） １１１Ｈｚ

Ｆｉｇ． １２　 Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ ｆｏｒ （ａ） １００Ｈｚ ａｎｄ （ｂ） １１１Ｈｚ

此外，我们选取外激励频率等于无限位器悬臂

梁第一阶模态固有频率 ６Ｈｚ 和 ７４Ｈｚ 的情况，图 ３－
１３（ａ），３－１４（ａ）分别为两种情况下悬臂梁末端加

速度、碰撞力以及控制振动台的正弦激励幅值时间

历程图，这里仅取 ２ｓ 时段，观察到在周期正弦激励

下系统响应呈现非周期性．随着碰撞的发生，测到

碰撞力的同时发现悬臂梁末端加速度系统响应发

生突变，进一步绘制相图，如图 ３ － １３（ ｂ），３ － １４
（ｂ），庞加莱截面如图 ３－１３（ｃ），３－１４（ｃ），形成了

一些成片的密集点，可以初步验证混沌的存在．

之后我们考察不同响应形式在频域中的能量

分布情况，首先对周期运动的悬臂梁末端加速度响

应和碰撞力时域数据做功率谱密度分析，以 １１Ｈｚ，
２２Ｈｚ 为例结果如图 １５，每个激励倍频上都有竖直

的细高峰，使得整体功率谱谱线成梳状形状．图中

竖直的红色虚线同样标注了无限位器悬臂梁的高

阶模态所在频率，在这些相应频率对应处加速度功

率谱中没有出现明显的峰值，力功率谱中也没有相

应谷值．

图 １３　 ６Ｈｚ 实验结果

（ａ）悬臂梁末端加速度，碰撞力，激励时域数据；

（ｂ）相图； （ｃ）庞加莱截面

Ｆｉｇ． １３　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ６Ｈｚ

（ａ）Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ，

ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｂａｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ； （ｂ）Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ； （ｃ）Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

进一步分别对图 １３，１４ 中混沌响应的末端加

速度和碰撞力作功率谱分析，发现功率谱密度曲线

有宽谱特征．如图 １６ 所示，图（ａ），（ｂ）分别为外激

励频率 ６Ｈｚ 和 ７４Ｈｚ 的结果，从图中发现由于碰撞

的发生在低频激励的响应中出现了高频成分，更多

频率成分开始参与到运动中，图中竖向虚线部分标

注的 ω２，ω３，ω４ 分别为无限位器悬臂梁的第二、
三、四阶固有频率，可以看出两组加速度功率谱谱
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图 １４　 ７４Ｈｚ 实验结果

（ａ）悬臂梁末端加速度，碰撞力，激励时域数据；

（ｂ）相图； （ｃ）庞加莱截面

Ｆｉｇ． １４　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ７４Ｈｚ

（ａ）Ｔｉｍｅ⁃ｄｏｍａｉｎ ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆｒｅｅ ｅｎｄ ｏｆ ｔｈｅ ｂｅａｍ，

ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ ａｎｄ ｂａｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ；（ｂ）Ｐｈａｓｅ ｆｉｇｕｒｅ；（ｃ）Ｐｏｉｎｃａｒｅ ｓｅｃｔｉｏｎ

图 １５　 功率谱结果 １１Ｈｚ 加速度功率谱（上）力功率谱（下）

Ｆｉｇ． １５　 Ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｒｅｓｕｌｔｓ

（ ｔｏｐ） Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｆｏｒ １１Ｈｚ；

（ｂｏｔｔｏｍ） Ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

线在这些地方有类似频响曲线特征出现的峰值，而
在力的功率谱图中这些地方则出现谷值．另外二者

在激励频率的倍频和分数频上幅值明显较大，证明

在这些频率上能量分布较多，但第二阶模态频率之

后这种特征不再明显．

图 １６　 功率谱结果

（ａ）６Ｈｚ 加速度功率谱（上）力功率谱（下）；

（ｂ）７４Ｈｚ 加速度功率谱（上）力功率谱（下）

Ｆｉｇ． １６　 Ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｒｅｓｕｌｔｓ

（ａ） （ｔｏｐ） ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｆｏｒ ６Ｈｚ，

（ｂｏｔｔｏｍ） ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ；

（ｂ）（ｔｏｐ） ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ ｆｏｒ ７４Ｈｚ，

（ｂｏｔｔｏｍ） ｉｍｐａｃｔ ｆｏｒｃｅ ｐｏｗｅｒ ｓｐｅｃｔｒｕｍ

２．３　 碰撞实验数据李雅普诺夫指数计算

在非线性动力系统的研究中，目前判定其运动

特性最精确的一种工具是 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数谱，它是

判断混沌系统最可靠的一种定量方法．它给出了系

统任意相邻相轨线平均发散程度或平均收敛程度

的一种度量［１９］ ．为了进一步验证本实验中出现的

混沌响应，本文也对这一指数作了简单的考量．
对于非线性系统是否存在动力学混沌，往往不

需要计算出所有的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，可以从最大

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数是否大于零而非常直观地判断出来：
一个正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，意味着在系统相空间中，
无论初始两条轨线的间距多么小，其差别都会随着
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时间的演化而成指数率的增加以致达到无法预测，
这就是混沌现象［２０］ ．目前常用的计算混沌序列最

大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的方法以 Ｗｏｌｆ 方法和小数据量方

法应用最为广泛，也最为实用．通过对时间序列重

构相空间，本文分别采用以上两种方法对实验中部

分周期运动（１１，３３Ｈｚ）和混沌运动（６，７４Ｈｚ）时间

序列分别计算了最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数，考虑到混沌

运动状态对初始条件的敏感度，本文保证每次实验

在悬臂梁竖直静止于平衡位置处开始施加外激励，
之后对比由相同零初始条件实验下的计算结果如

表 ２ 所示。
表 ２　 李雅普诺夫指数计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ

６Ｈｚ ７４Ｈｚ １１Ｈｚ ３３Ｈｚ
Ｗｏｌｆ ｍｅｔｈｏｄ ０．０６９０ ０．０７２８ －０．００１２ －０．００２６

Ｓｍａｌｌ ｄａｔａ ｍｅｔｈｏｄ ０．０５２８ ０．０７１３ －０．０２７８ －０．００９７

可以发现两种方法虽然在计算结果上有所不

同，但对于周期和混沌运动形式上定性的判定是一

致的，即在 ６Ｈｚ 和 ７４Ｈｚ 下出现的响应形式具有混

沌特征．
２．４　 实验数据传递函数和相干函数比较

通过实验测得的末端加速度响应与碰撞力响

应做传递函数，结果如图 １７ 所示，图中用红色曲线

标注了模态实验得到的前 ４ 阶固有频率对应频率．
可以发现在周期响应下 １１Ｈｚ 得到的传递函数毛刺

十分多，而且激励倍频特征十分明显，而混沌响应

６Ｈｚ 的传递函数则十分光滑，而且包含准确的模态

频率信息，具有模态实验中频响函数的特征，这为

从混沌响应中辨识原始模态参数提供可能．

图 １７　 实验传递函数

（ａ） １１Ｈｚ 传递函数； （ｂ） ６Ｈｚ 传递函数

Ｆｉｇ． １７　 Ｃｏｈｅｒｅｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

（ａ） Ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ１１Ｈｚ； （ｂ） Ｔｒａｎｓｆｅｒ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ６ Ｈｚ

在模态分析中，可以采用相干函数来检验传递

函数的有效性．相干函数是一个在频域上描述两过

程相关特性的函数，表示系统输入与输出的因果程

度，其表达式为：

γ２
ＦＹ ＝

ＧＦＹ
２

ＧＦＦＧＹＹ
（１）

式中，ＧＦＹ表示输入与输出的互功率谱密度函数，
ＧＦＦ表示输入的自功率谱密度函数，ＧＹＹ表示输出的

自功率谱密度函数．若在某个频率上相干函数为 ０，
说明响应与激励在此频率上不相关．相反，如果相

干函数为 １，说明完全相关．
由于本实验中测量到了每次碰撞发生时碰撞

力的大小，可以将碰撞力视为对悬臂梁系统的输

入，将悬臂梁末端加速度作为输出，这样通过计算

得到不同响应形式下的相干函数来考量碰撞力与

悬臂梁末端响应的因果程度．我们对比之前周期

（激励为 １１Ｈｚ）和混沌（激励为 ６Ｈｚ）响应下的相干

函数结果分别如下图 １８ 所示．可以看到图 １８（ｂ）
中的大部分频率上，相干函数趋近于 １，说明碰撞

力信号与响应信号因果性较好．相干函数接近于 ０
的频率，除去在激励频率位置，主要分布在传递函

数的峰值上（无碰撞系统的固有频率）、谷值上（传
递函数的反共振点），这分别是由于傅里叶变换过

程中的泄露现象和系统在反共振点上信噪比较低，
而相比于图 １８（ａ）中的周期运动的相干函数并不

理想．

图 １８　 相干函数（ａ） １１Ｈｚ 相干函数； （ｂ） ６Ｈｚ 相干函数

Ｆｉｇ． １８　 Ｃｏｈｅｒｅｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

（ａ） Ｃｏｈｅｒｅｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ １１Ｈｚ （ｂ） Ｃｏｈｅｒｅｎｃｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ６ Ｈｚ

３　 结论

通过对单侧限位器悬臂梁碰撞模型进行了一

系列固定幅值、不同频率下的基础正弦激励实验，

发现其中蕴含了丰富的碰撞响应特征，具有复杂的

非线性行为．
（１） 在激励频率为 １１Ｈｚ，１２Ｈｚ，２２Ｈｚ，３３Ｈｚ，

３４Ｈｚ，４５Ｈｚ，４８Ｈｚ 等 １１ 倍频及其附近的实验结果
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中发现多种周期运动形式和碰撞规律，包括 １ ／ １，
２ ／ ２，１ ／ ２，２ ／ ６，１ ／ ３，１ ／ ４，２ ／ ８ 等，且在 １１Ｈｚ 倍频激

励下的运动响应结果较其他情况下响应较大，从而

认为 １１Ｈｚ 在本文非线性模型中为一个特殊规律特

征频率．
（２）在激励频率 １００Ｈｚ，１１１Ｈｚ 等情况下出现

概周期运动形式，而且在实验条件下发现周期、概
周期、混沌等形式之间随激励频率变化发生突变．

（３）对于 ６Ｈｚ，７４Ｈｚ 等激励频响下会出现的混

沌响应，通过计算最大李雅普指数作为判据，并与

周期运动下最大李雅普指数结果对比，定性上得到

很好的一致性结论．
（４）利用实验所测的悬臂梁末端加速度响应

与碰撞力做传递函数，分别绘制比较实验数据中周

期运动和混沌运动下碰撞力信号与悬臂梁末端加

速度响应的相干函数，发现混沌响应下的传递函数

与模态试验的频响函数有相似特征，为分析利用混

沌响应实验数据提供了新角度．
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