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摘要　 针对 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 中的线碰撞问题，首先采用离散化思想将线碰撞问题离散为多点碰撞系统，而后

基于 ＬＺＢ 方法对所建多点碰撞系统进行动力学建模．仿真结果表明随着离散点数的增加，基于 ＬＺＢ 方法的

多点碰撞模型能够很好地刻画 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 中的相关线碰撞问题，且精度与离散程度紧密相关．

关键词　 线碰撞，　 多点碰撞，　 非光滑动力学，　 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０５８

引言

多尺度耦合现象是客观世界复杂性的主要特

征，即在不同的尺度上拟序结构和随机涨落的同时

或交替出现并互相耦合．物体之间含摩擦的碰撞、
接触问题是力学系统中多尺度耦合现象的典型范

例．线碰撞现象大量存在于自然界与工程应用当

中，如航天器的对接，卫星太阳帆板的展开，航天器

的着陆，航天分离装置，双足机器人的行走等，相关

问题不论在理论分析和建模，还是在数值计算等方

面都受到不同学科的关注．目前，由于尚没有有效

准确的线碰撞处理模型，通过离散化方法将线碰撞

转化为多点碰撞问题是处理此类问题的有效途径

之一．
国内外许多学者对线碰撞问题进行了深入的

研究，Ｈｏｕｓｎｅｒ［１］ 于 １９６０ 年基于地震中建筑物安全

性分析提出 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 动力学问题，并指出此

问题是解决地震房屋安全性分析的关键技术，并基

于离散化思想用两点接触碰撞模型刻画了 Ｂｌｏｃｋ
与地面之间的线接触碰撞过程．基于运动学约束假

设，Ｈｏｕｓｎｅｒ 对 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 问题进行了简化分析

处理，其提出模型要求物块碰撞前后皆为接触粘滞

状态，这一状态假设很难与实际情况相符． Ｌｉｐｓ⁃
ｃｏｍｂｅ［２］实验中发现实际物块运动过程中会出现伴

随滑动与粘滞的 ｒｏｃｋｉｎｇ， ｈａｌｆ⁃ｒｏｃｋｉｎｇ 多种运动状

态． Ｓｈｅｎｔｏｎ［３］，Ｐｏｍｐｅｉ［４］等人对物块多运动状态出

现进行了系统的理论分析． Ｂｒｏｇｌｉａｔｏ［５］ 基于运动学

条件对物块的不同运动状态进行了系统分析，提出

Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 问题是物块与水平支撑面之间的含

摩擦线碰撞，指出 Ｈｏｕｓｎｅｒ 模型处理物块实际运动

的局限性．Ｈｕｒｍｕｚｌｕ［６］利用其提出的冲量分配比方

法对 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 问题进行了理论与实验研究．由
于其模型没有考虑碰撞过程中界面非光滑导致的

切向冲击，其理论结果与实验结果不符． Ｐｅｎａ［７］ 对

Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 问题进行了系统的实验研究，发现传

统弹簧粘壶力元方法不得不调节多个物理参数，其
中两离散点之间距离大于物块实际宽度． Ｌｉｕ，
Ｚｈａｏ， Ｂｒｏｇｌｉａｔｏ ［８］［９］提出新的处理含摩擦多点碰撞

方法（ＬＺＢ）， 并有效处理了 Ｄｉｍｅｒ［１０］，牛顿栏［１１］等

相关问题． Ｚｈａｎｇ［１２］ 将 ＬＺＢ 方法引入到 Ｒｏｃｋｉｎｇ
Ｂｌｏｃｋ 动力学研究，并与 Ｐｅｎａ 相关实验结果进行了

对比．但在研究过程中发现，选取的两个离散点必须

满足距离小于物块实际宽度，才能使计算结果与 Ｐｅ⁃
ｎａ 实验结果一致．ＬＺＢ 方法可以有效处理 Ｄｉｍｅｒ［１３］，
牛顿栏等含摩擦多点碰撞问题，并在球⁃盘系统中对

盘与基座之间的线接触碰撞进行了三点离散化处

理［１４］ ．本文选取 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 为研究对象，基于

ＬＺＢ 方法对线碰撞离散化过程可行性进行研究，对
离散化处理方式精确性进行分析评估．

１　 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 平面线碰撞动力学描述

Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 系统如图 １ 所示，质量均匀的物
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块高度为 Ｈ，宽度为 Ｗ，质量为 Ｍ．初始状态下，物
块与水平桌面以夹角 θ 左侧单点接触．

图 １　 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 离散化模型

Ｆｉｇ． １　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ

为简化分析，本文假设水平桌面静止不动，只
考虑物块图示位置释放后与桌面之间的第一次线

碰撞过程．设物块系统坐标为： ｑ ＝ ｛ ｘ，ｙ，θ｝ Ｔ，其中

ｘ，ｙ 分别为物块质心在惯性坐标系中的位置坐标，
θ 为物块底线与水平桌面之间的夹角．则平面内系

统的动能可表示为：

Ｔ＝ １
２
ｍ ｘ̇２＋ｙ̇２( ) ＋ １

２
Ｊθ̇２ （１）

其中 Ｊ＝ ｍ
１２

（Ｈ２ ＋Ｗ２）为物块在水平面内的转动惯

量．取水平粗糙接触面为零势面，物块的势能为：Ｕ

＝ｍｇｓｉｎθ Ｈ２＋Ｗ２

２
．

物块系统动力学方程可表示为：
Ｍｑ̈＝ＷｎＦｎ＋ＷτＦτ＋Ｇ＋ｈ （２）

其中 Ｇ 为重力矩阵，ｈ 为向心力矩阵，Ｍ 为质量矩

阵，Ｗｎ，Ｗτ 为雅克比矩阵．各矩阵维数取决于物块

与支撑面之间线碰撞区域离散化出的离散点数 Ｎ
（Ｎ≥２） ．若 Ｎ 为偶数，则离散过程中先取边界两

点，再取两点之间均匀分布的 Ｎ－２ 个点；若 Ｎ 为奇

数，则离散过程中先取边界与质心在底边投影的

点，再取投影点两侧各均匀分布
Ｎ－３
２

个点．

２　 含摩擦多点碰撞步进冲量法（ＬＺＢ）

在碰撞冲击过程中，物块系统动力学方程仍然

由公式（２）所给出的动力学方程来控制系统的运

动．设系统的碰撞过程历经时间间隔为［ ｔ０，ｔｆ］ ．相对

于物块的整体宏观运动，碰撞过程所经历的时间间

隔在时间尺度上的一个瞬时事件．因此，ＬＺＢ 方法

引入冲击动力学中的两个假设：

（１）系统的构型在碰撞微小的时间尺度内可

认为保持不变；
（２）接触点处由于碰撞引起的冲击力远大于

系统的惯性力与常规力．
这一瞬态冲击事件虽然不会引起系统构型的

变化，但碰撞后将极大改变系统的运动速度．方程

（２）可写为如下形式：
Ｍｄｑ̇＝ＷｎＦｎｄｔ＋ＷτＦτｄｔ＋（Ｇ＋ｈ）ｄｔ （３）
依据冲击动力学，假设存在：

　 ｌｉｍ
（ ｔｆ－ｔ０）→０

ｑ（ ｔｆ）＝ ｑ（ ｔ０）， ｌｉｍ
（ ｔｆ－ｔ０）→０

（Ｇ＋ｈ）ｄｔ＝ ０

　 ｌｉｍ
（ ｔｆ－ｔ０）→０

Ｗｎ（ ｔｆ）＝ Ｗｎ（ ｔ０）， ｌｉｍ
（ ｔｆ－ｔ０）→０

Ｗτ（ ｔｆ）＝ Ｗτ（ ｔ０）

根据冲量与接触力之间的微分关系，可定义法向和

切向冲量：
ｄＰｎ ＝Ｆｎｄｔ， ｄＰτ ＝Ｆτｄｔ （４）
因此可以得到只考虑速度变化的如下冲量微

分方程：
Ｍｄｑ̇＝ＷｎｄＰｎ＋ＷτｄＰτ （５）
在接触点两接触体的材料性质在接触面法向

上总可以表示成如下弹性关系：
Ｆｎ

ｉ ＝ ｆｉ（δｉ） （６）
其中：ｆｉ（ δｉ）为一个连续函数，Ｆｎ

ｉ 为由于发生局部

接触变形 δｉ 所导致的局部法向力．命 Ｅｎ
ｉ 为接触点 ｉ

处的弹性势能．则微小的弹性变形 ｄδｉ 所引起的势

能变化为：

ｄＥｎ
ｉ ＝Ｆｎ

ｉ ｄδｉ ＝
ｄＰｎ

ｉ

ｄｔ
ｄδｉ ＝ δ̇ｉｄＰｎ

ｉ （７）

对完全弹性碰撞来说，从碰撞开始到碰撞结束

的时间段内，外部力所做功经过弹性势能的变换，
将全部转化为系统的有效动能．然而由于塑性变形

及其它能量耗散因素，在压缩段阶段，外部力所做

的负功转化外弹性势能的过程中，必定耗散部分能

量．而在恢复阶段，接触点 ｉ 处储存的弹性势能将全

部转化为外力的功．定义能量转换效率为 ηｉ ．则方

程可表示为：
ｄＥｎ

ｉ ＝ηｉ δ̇ｉｄＰｎ
ｉ （８）

Ｓｔｒｏｎｇｅ 定义能量恢复系数表示在接触点 ｉ 处
的能量转换效率．

ηｉ ＝
ｅ２ｉ ，δ̇ｉ≤０

１，δ̇ｉ＞０
{ （９）

由式与相关推导可知，不同点处的法向冲量与

各点所集聚的势能成函数关系．即可以利用各点处

１３３
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积蓄势能找出不同点处法向力或法向冲量关系：
Ｆｎ

ｊ

Ｆｎ
ｉ

＝
ｄＰｎ

ｊ

ｄＰｎ
ｉ

＝
ｇ ｊ（Ｅｎ

ｊ ）
ｇｉ（Ｅｎ

ｉ ）
，

　 ｉ≠ｊ， Ｅｎ
ｉ ＝ｍａｘ｛Ｅｎ

ｊ ｜ ｊ＝ １，２，…，ｎ｝ （１０）
由于各点处切向力与法向力之间满足库伦摩

擦定律，碰撞过程中各点处的切向冲量与法向冲量

也满足库伦摩擦定律．即滑动状态下 ｊ 点法向冲量

与切向冲量之间满足 ｄＰτ
ｊ ＝ －μｄＰｎ

ｊ ｓｉｇｎ（ ｖτｊ ），粘滞状

态下满足
ｄＰτ

ｊ

ｄＰｎ
ｊ

≤μｓ ． μ，μｓ 分别为动摩擦系数与静

摩擦系数．

３　 仿真计算分析

如图 １ 所示，物块以一定夹角 θ 放置在水平桌

面上，自由释放，在重力作用下，物块下落与水平支

撑面之间发生一次线碰撞过程．仿真参数如表 １ 所

示．Ｎ 为物块与支撑面之间线碰撞区域的离散点数．
为简化过程，仿真中物块与水平支撑面之间碰撞前

角速度为：θ̇＝ －２ｒａｄ ／ ｓ．离散点代码由左至右依次由

１ 增至 Ｎ．碰撞前 １ 点与支撑面之间保持接触，即 １
点法向初始速度为零．

表 １　 仿真中的物理参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ＬＺＢ ｍｏｄｅｌ

Ｍ（ｇ） Ｈ（ｍｍ） Ｗ（ｍｍ） ｅｉ Ｆｒｉｃｔｉｏｎ ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

２０９．６９ ７５ ６ ０．９ μ＝ ０．１４，μｓ ＝ ０．１５

如图 ２ 所示，离散点数为五个点时，各个离散

点碰撞过程集聚势能与法向速度．由于＃１ 点碰撞前

与水平支撑面为接触状态，且碰撞过程中，其法向

速度一直大于等于零．即＃１ 点一直不参与碰撞过

程， ＃１ 点处集聚势能一直为零．其它参与碰撞点在

碰撞过程中其法向速度都会由负值减至零，再增至

非负值．当碰撞点法向速度为负值时，其经历碰撞

过程中的压缩阶段，对应点处所集聚的势能不断增

加，直至法向速度为零．法向速度为零后，碰撞在点

处的压缩过程将转变为恢复阶段，点在压缩阶段所

集聚的势能释放转化为物块的动能．由于各点碰撞

前入射速度不同，在相同恢复系数下，各点依次接

触碰撞过程中的压缩阶段与整个碰撞阶段．最右侧

点（＃５）入射速度最大，碰撞过程中集聚势能最多，
也最后完成碰撞过程．由图 ２（ａ）可见，在离散点为

五个的情况下，物块与支撑面一次线碰撞过程，先
是＃２，３，４，５ 四点碰撞过程，随着各点碰撞过程的

结束，四点碰撞逐渐转变为在＃５ 点处的单点碰撞

过程．

图 ２　 Ｎ＝ ５ 时，物块与支撑之间碰撞过程中

各点集聚势能（ａ）与法向速度（ｂ）

Ｆｉｇ． ２　 Ａｇｇｌｏｍｅｒａｔｉｏｎ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ （ａ） ａｎｄ ｎｏｒｍａｌ ｓｐｅｅｄ

（ｂ） ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｐｏｉｎｔ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｂｌｏｃｋ

ａｎｄ ｔｈｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｗｈｅｎ Ｎ＝ ５

在同样的初始条件与恢复系数下，将离散点由

５ 个变成 ７ 个与 ９ 个，碰撞过程如图 ３ 所示．由图 ３
（ａ）可见，随着物块与支撑面离散点数的增加，碰
撞过程中各点所集聚的势能也相应减少．碰撞过程

仍先为 Ｎ－１ 各点的多点碰撞过程，点数依次减少，
逐渐转变为最右点＃Ｎ 的单点碰撞过程直至碰撞结

束．离散点的改变不但影响碰撞过程中各点所集聚

的势能过程，还改变各点碰撞后的法向速度，如图

３（ｂ）所示．即物块与水平支撑面之间线碰撞后的状

态，不但与恢复系数等物理参数有关，还以多点碰

撞处理中离散过程有关．为研究离散对物块线碰撞

后状态的影响，进行 Ｎ＝ ３ 至 Ｎ＝ ４０１ 点的系统仿真

计算．令不同离散点数 ｎ 与最大值 Ｎ 之间的角速度

计算值绝对相对误差为：β ＝
θ̇ｎ－θ̇Ｎ

θ̇Ｎ

．仿真中进行

三种物块厚度的计算 Ｈ ＝ ６，１８，３０ｍｍ，以找出离散

２３３
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程度误差与物块几何尺寸相应关系．Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ
相关工作中发现两离散点刻画线碰撞在“细长”物
块中有效，而在相对“扁平”物块中往往需要进行

更多的诸如等效宽度与恢复系数等人为参数调整．

图 ３　 Ｎ＝ ５，７，９ 时，物块与支撑之间碰撞过程中

各点集聚势能（ａ）与法向速度对比（ｂ）

Ｆｉｇ． ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｇｇｌｏｍｅｒａｔｉｏｎ ｐｏｔｅｎｔｉａｌ ｅｎｅｒｇｙ （ａ） ａｎｄ

ｎｏｒｍａｌ ｓｐｅｅｄ （ｂ） ｆｏｒ ｅｖｅｒｙ ｐｏｉｎｔ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅ ｂｌｏｃｋ ａｎｄ ｔｈｅ ｓｕｐｐｏｒｔ ｗｈｅｎ Ｎ＝ ５，７，９， ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

图 ４　 不同厚度与不同离散点数下物块碰撞角速度相对误差值

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ ｏｆ ｉｍｐａｃｔ ｓｐｅｅｄｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｂｌｏｃｋｓ ｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ ａｎｄ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎｕｍｂｅｒ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｐｏｉｎｔｓ

由图 ４ 可见，随着离散点数的不断增多．由于

离散点数不同所引起的物块碰撞后角速度相对误

差差值 β 不断减小，趋近于零．相对误差衰减速度

随着物块厚度的不断增加而不断减小．即随着物块

厚度的不断增加，离散化处理线碰撞对应离散点数

应相应增加，以保证计算结果对离散点数的稳定

性． 对于文献［１４］中的圆盘，其三个点离散情况下

的相对误差在 ５％以内，即其相关仿真结果在三个

点数下是满足稳定离散化要求的．

４　 结论

本文基于 ＬＺＢ 方法，对 Ｒｏｃｋｉｎｇ Ｂｌｏｃｋ 中将线

碰撞离散化成多点碰撞分析方式进行了系统研究．
利用物块底边与支撑面之间这一典型线碰撞问题，
进行不同离散点数的系统仿真分析．分析结果发现

离散点数的选取会影响对应线碰撞后物块的运动

状态，但相对误差随着点数的不断增加而不断减

少．研究证明离散化处理方法在处理线碰撞问题的

稳定性和有效性，ＬＺＢ 方法能够有效合理地描述线

碰撞后物体的准确状态．但对于实际工程中其他复

杂系统，线碰撞离散成多点的处理过程，本文结果

表明需进行离散化点数校核，离散化点数量将直接

影响计算结果的精确性．
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