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二维离散 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｈｏｌｍｅｓ 系统的分支与混沌研究
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摘要　 通过欧拉方法可将 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｈｏｌｍｅｓ 方程变换为离散非线性动力学系统，得到标准 Ｈｏｌｍｅｓ 映射．研究该

映射不动点的存在性与稳定性条件，并运用中心流形定理分析映射的 Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ 分支，Ｆｌｉｐ 分支和 Ｈｏｐｆ 分支

的存在性，具体给出了发生相应分支所满足的参数条件．此外，证明了映射存在 Ｍａｒｏｔｔｏ 意义下的混沌，最后

用数值模拟验证了所得理论结果．

关键词　 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｈｏｌｍｅｓ 系统，　 不动点，　 分支，　 Ｍａｒｏｔｔｏ 混沌，　 数值模拟

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０１１

引言

Ｇ．Ｄｕｆｆｉｎｇ 在研究具有非线性恢复力项的受迫

振动系统时，引入了具有立方恢复力项的非线性振

子方程来描述力学问题中的加硬弹簧效应，它的标

准化动力学方程就是著名的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 系统［１］ ．随着

分支、混沌理论的不断进步与发展，以及计算机应

用的深入，出现了许多试验模型来描述这个方程．
其中，美国数学家 Ｐ．Ｈｏｌｍｅｓ 提出了一种 Ｈｏｌｍｅｓ 型

Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程［２］，它的形式如下：
ｘ̇＝ ｙ
ｙ̇＝ －δｙ＋ａｘ－βｘ３＋Ｉ（ ｔ）{ （１）

该连续系统的非线性动态，包括稳定性、分支

及混沌等，已进行了广泛的研究［３－５］ ．然而在对 Ｄｕｆ⁃
ｆｉｎｇ 方程进行 ＭＡＴＬＡＢ 仿真时均采用了离散化的

方法，鉴于目前对于离散的 Ｈｏｌｍｅｓ 型 Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程

的研究工作甚少，因此直接研究离散的 Ｈｏｌｍｅｓ 型

Ｄｕｆｆｉｎｇ 方程的动态行为具有很重要的意义．
本文选取 Ｉ（ ｔ）＝ ０，β＝ １，利用欧拉方法可得：
ｘｎ＋１ ＝ ｘｎ＋Δｔｙｎ

ｙｎ＋１ ＝（１－δΔｔ）ｙｎ＋αΔｔｘｎ－βΔｔｘ３
ｎ

{ （２）

令 ｚｎ ＝ ｘｎ＋Δｔｙｎ，并经过尺度变换上式可化为标

准 Ｈｏｌｍｅｓ 映射［６］，其具体形式为：
ｘｎ＋１ ＝ ｙｎ

ｙｎ＋１ ＝ａｘｎ－ｘ３
ｎ－ｂｙｎ

{ 　 ａ∈Ｒ，ｂ∈Ｒ （３）

本文将针对该映射不动点的存在性、稳定性，局

部分支，包括 Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ、Ｆｌｉｐ、Ｈｏｐｆ 分支（或 Ｎａｉｍａｒｋ⁃
Ｓａｃｋｅｒ 分支）等［７］，以及混沌存在性进行理论分析

和数值模拟，得到了类似连续系统的复杂动态．所
采用的方法与研究 Ｈéｎｏｎ 映射［８，９］ 类似，但 Ｈéｎｏｎ
映射只有一个混沌吸引子，而 Ｈｏｌｍｅｓ 映射由于具

有立方项，会同时形成两个对称的混沌吸引子，因
此，Ｈｏｌｍｅｓ 映射的动态将更为复杂．

１　 系统不动点的存在性与稳定性

首先，映射（３）的不动点 ｚ∗（ｘ∗，ｙ∗）满足如下

方程：
ｘ＝ ｙ
ｙ＝ａｘ－ｘ３－ｂｙ{ （４）

解得 Ｚ∗ ＝ （０，０） 或 （ ｘ±， ｙ± ），其中 ｘ± ＝ ｙ± ＝

± ａ－ｂ－１ ） ．记 ａ０ ＝ ｂ＋１，可得如下定理：
定理 １．１
（１）当 ａ＞ａ０ 时，映射（３）有三个不动点：

　 　 Ｚ＋（ｘ＋，ｙ＋）， Ｚ－（ｘ－，ｙ－）和（０，０）；
（２）当 ａ＝ａ０ 时，映射（３）有三重不动点：

　 　 Ｚ＋ ＝Ｚ－ ＝（０，０）；
（３）当 ａ＜ａ０ 时，映射有唯一不动点（０，０） ．

下面讨论映射（３）的不动点 Ｚ∗的稳定性．映射

（３）在 Ｚ∗点的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵为：

Ｊ＝
０ １

－３ｘ∗２＋ａ －ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷
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其特征方程为：
λ２＋ｂλ＋３ｘ∗２－ａ＝ ０ （５）

显然， λ ＜１ 当且仅当
１－（３ｘ∗２－ａ）＞０
１＋３ｘ∗２－ａ＞±ｂ{ ．

通过对该条件的分析，可得如下定理：
定理 １．２
（１）映射（３）的不动点 Ｚ±稳定，当且仅当 ｂ ＜

２ 且 １＋３ｂ
＋ ｂ
２

＜ａ＜２＋ ３
２
ｂ；

（２）映射（３）的不动点（０，０）稳定，当且仅当

ｂ ＜２ 且－１＜ａ＜１－ ｂ ．

２　 系统分支的类型与稳定性

本节以 ａ 为分支参数，分别给出映射（３）在不

动点 Ｚ∗处的 Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ 分支，Ｆｌｉｐ 分支和 Ｈｏｐｆ 分支

的充分条件．
２．１　 Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ 分支

当 ａ＝ ａ０ 时，（０，０）处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的特征

方程为：
λ２＋ｂλ－ｂ－１＝ ０ （６）

其特征值为 λ１ ＝ １，λ２ ＝ －（ｂ＋１） ．显然 λ２ ≠１ 当且

仅当 ｂ≠０，－２，并且当－２＜ｂ＜０ 时， λ２ ＜１．

令

ｘ＝ ｘ－０
ｙ＝ ｙ－０
ａ＝ａ－ａ０

ì

î

í

ï
ï

ïï

，映射（３）变为：

ｘ
ａ
ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

０ ０ １
０ １ ０

ｂ＋１ ０ －ｂ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｘ
ａ
ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋

０
０

ｆ（ｘ，ａ，ｙ）

æ

è

ç
ç
ç
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ø

÷
÷
÷

其中 ｆ（ｘ，ａ，ｙ）＝ ａｘ－ｘ３ ．

作变换

ｘ
ａ
ｙ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝Ｔｐ

ｕ
μ
ｖ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，其中 Ｔｐ ＝

１ ０ １
０ １ ０
１ ０ －ｂ－１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，则

上述映射变为：
ｕ
μ
ｖ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ －ｂ－１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｕ
μ
ｖ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＋

１
０
－１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

ｇ（ｕ，μ，ｖ）
ｂ＋２

其中 ｇ（ｕ，μ，ｖ）＝ μ（ｕ＋ｖ）－（ｕ＋ｖ） ３ ．
设（ｕ，μ，ｖ）＝ （０，０，０）处的中心流形为：ＷＣ（０）＝

｛（ｕ，μ，ｖ） ｜ｖ＝ｈ（ｕ，μ），ｈ（０，０）＝ ０， Ｄｈ（０，０）＝ ０｝．
不妨设 ｈ（ｕ，μ）＝ αｕ２ ＋βμｕ＋γμ２ ＋Ｏ（３），Ｏ（３）

表示所有次数高于的余项和．由中心流形的不变性

知：

α ｕ＋ ｇ
ｂ＋２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋βμ ｕ＋ ｇ
ｂ＋２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋γμ２＋Ｏ（３）

＝ （－ｂ－１）ｈ－ ｇ
ｂ＋２

（７）

比较两边系数可得 α＝γ＝ ０， β＝ － １
（ｂ＋２） ２ ．

将上述映射限制到中心流形为：
ｕ→Ｆ（ｕ，μ） （８）

其中 Ｆ（ｕ，μ）＝ ｕ＋ｇ（ｕ，μ，ｈ（ｕ，μ））
ｂ＋２

．

经计算可得：
∂Ｆ
∂μ

（０，０）＝ ０

∂Ｆ
∂ｕ

（０，０）＝ １

∂２Ｆ
∂ｕ２ （０，０）＝ ０

∂２Ｆ
∂ｕ∂μ

（０，０）＝ １
ｂ＋２

≠０

∂３Ｆ
∂ｕ３ （０，０）＝

－６
ｂ＋２

≠０

特别地，当－２＜ｂ＜０ 时， ∂２Ｆ
∂ｕ∂μ

（０，０）＞０．

于是得到如下定理：
定理 １．３　 如果 ｂ≠０，－２ 且 ａ ＝ ａ０，则映射（３）

在不动点（０，０）处经历 Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ 分支．当 ａ＞ａ０ 且

－２＜ｂ＜０时，映射（３）出现两个新的稳定不动点 Ｚ＋

和 Ｚ－ ．
２．２　 Ｆｌｉｐ 分支

首先以 Ｚ＋为例讨论 Ｆｌｉｐ 分支，类似可讨论 Ｚ－

处与（０，０）处的 Ｆｌｉｐ 分支．
当 ａ＝ １＋２ｂ≡ａ∗时，Ｚ＋处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的特

征方程为：
λ２＋ｂλ＋ｂ－１＝ ０ （９）

其特征值为 λ１ ＝ －１，λ２ ＝ １－ｂ．显然 λ２ ≠１ 当且仅

当 ｂ≠０，２，并且当 ０＜ｂ＜２ 时， λ２ ＜１．

令

ｘ＝ ｘ－ｘ＋

ｙ＝ ｙ－ｙ＋

ａ＝ａ－ａ∗

ì

î

í

ï
ï

ïï

，记 ＴＦ ＝
－１ １ １

０ ２ ｂ ０
１ １ １－ｂ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
，

作变换
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ø

÷
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÷
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μ
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÷
÷÷
，则映射（３）变为：

５２３
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è
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÷÷

ｇ（ｕ，μ，ｖ）
２－ｂ

其中，ｇ（ｕ，μ，ｖ）＝ ２ ｂ μ（－ｕ＋μ＋ｖ） －（ －ｕ＋μ＋ｖ） ３ －３

ｂ （－ｕ＋μ＋ｖ） ２ ．采取上节中的类似方法可将上述系

统约简到中心流形上，得到映射：
ｕ Ｆ（ｕ，μ） （１０）

其中，

Ｆ（ｕ，μ）＝ －ｕ＋ｇ（ｕ，μ，ｈ（ｕ，μ））
２－ｂ

ｈ（ｕ，μ）＝ ３
（ｂ－２） ｂ

ｕ２－ ４ ｂ
（ｂ－２） ２ｕμ＋

１
（ｂ－２） ｂ

μ２＋Ｏ（３）

经计算可得：

ｋ１ ＝
∂Ｆ
∂μ

（０，０）∂
２Ｆ

∂ｕ２ （０，０）＋２
∂２Ｆ
∂ｕ∂μ

（０，０）

＝ －８ ｂ
ｂ－２

≠０

ｋ２ ＝
１
２

∂２Ｆ
∂ｕ２ （０，０）

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

＋ １
３
∂３Ｆ
∂ｕ３ （０，０）

＝ １６
ｂ－２

≠０

特别地，当 ０＜ｂ＜２ 时，ｋ１＞０，ｋ２＜０．
综上，可以得到如下定理：
定理 １．４　 如果 ｂ≠０，２ 且 ａ ＝ ａ∗，则映射（３）

在不动点 Ｚ＋ 处经历 Ｆｌｉｐ 分支．当 ａ＞ａ∗ 且 ０＜ｂ＜２
时，从 Ｚ＋处分支出不稳定的二周期轨．
２．３　 Ｈｏｐｆ 分支

首先以 Ｚ＋为例讨论 Ｈｏｐｆ 分支（Ｎａｉｍａｒｋ⁃Ｓａｃｋｅｒ
分支），类似可讨论 Ｚ－处与（０，０）处的 Ｈｏｐｆ 分支．

当 ａ＝ ３
２
ｂ＋２≡ａｈ 时，特征方程（５）在不动点

Ｚ＋处的特征值为：

λ１，２（ａｈ）＝
－ｂ±ｉ ４－ｂ２

２
（１１）

显然，当 ｂ ＜２ 时， λ１，２（ａｈ） ＝ １，λ１，２是一对共轭

复根．

令 λ１，２（ａｈ） ＝ ρ± ｉω，其中 ρ ＝ － ｂ
２
，ω ＝ ４－ｂ２

２
，

ｂ ＜２．易求知 ｄ＝
ｄ λ１，２（ａｈ）

ｄａ
＝ １＞０．

当 ρ≠±１，－ １
２
，０ 时，λｎ

１，２（ａｈ）≠１，ｎ＝ １，２，３，４，

即 ｂ≠０，１，±２．

令
ｘ＝ ｘ－ｘ＋

ｙ＝ ｙ－ｙ＋{ ， 记 ＴＨ ＝
ρ ω
１ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 作变换

ｘ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

ＴＨ

ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则映射（３）变为：

ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

ρ －ω
ω ρ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｕ
ｖ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

ｆ（ｕ，ｖ）
ｇ（ｕ，ｖ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

其中，

ｆ（ｕ，ｖ）＝ －（ωｖ＋ρｕ） ３－３ ｂ
２
＋１ （ωｖ＋ρｕ） ２

ｇ（ｕ，ｖ）＝ ρ
ω （ωｖ＋ρｕ）３＋３ ｂ

２
＋１（ωｖ＋ρｕ）２é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

经计算可得：

ｋ＝－Ｒｅ （１－２λ）λ２

１－λ
ξ１１ξ２０

é

ë
êê

ù

û
úú －

１
２

ξ１１ ２－ ξ０２ ２＋

Ｒｅ λξ２１ ＝ －３－ ９
８
ｂ＜０

其中，

ξ２０ ＝
１
８
［（ ｆｕｕ－ｆｖｖ＋２ｇｕｖ）＋ｉ（ｇｕｕ－ｇｖｖ－２ｆｕｖ）］

ξ１１ ＝
１
４
［（ ｆｕｕ＋ｆｖｖ）＋ｉ（ｇｕｕ＋ｇｖｖ）］

ξ０２ ＝
１
８
［（ ｆｕｕ－ｆｖｖ－２ｇｕｖ）＋ｉ（ｇｕｕ－ｇｖｖ＋２ｆｕｖ）］

ξ２１ ＝
１
１６

［（ ｆｕｕｕ＋ｆｕｖｖ＋ｇｕｕｖ＋ｇｖｖｖ）＋

ｉ（ｇｕｕｕ＋ｇｕｖｖ－ｆｕｖｖ－ｆｖｖｖ）］
以上各导数均为在（０，０）处的取值．

综上，可以得到如下定理：
定理 １．５　 如果 ｂ ＜２ 且 ｂ≠０，１，ａ ＝ ａｈ，则映

射（３）在不动点 Ｚ＋处经历超临界 Ｈｏｐｆ 分支．当 ａ＞
ａｈ 时，从 Ｚ＋处分支出一个稳定不变环．

３　 Ｍａｒｏｔｔｏ 混沌的存在性

本节以 Ｚ＋ 为例给出映射（３）存在 Ｍａｒｏｔｔｏ 混

沌［１０］的条件，即给出 Ｚ＋ 为 ｓｎａｐ⁃ｂａｃｋ⁃ｒｅｐｅｌｌｅｒ 的条

件，类似可讨论 Ｚ－ ．
要求 Ｚ＋为 ｒｅｐｅｌｌｅｒ，即 Ｚ＋处 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵的特

征值模大于 １．对该条件分析整理可得如下引理：
引理 １．１　 若下列条件之一成立：

（１） ｂ ≤２，且 ｘ＋∈Ｄ＝（ ａ＋１
３

，＋∞ ）；

（２） ｂ ＞２，且 ｘ＋∈Ｄ＝（ ａ＋ ｂ －１
３

，＋∞）．
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则 Ｚ＋为映射（３）的 ｒｅｐｅｌｌｅｒ．
下面需要找到一点 Ｚ^（ｘ０，ｙ０）∈ＵＺ＋，其中 ＵＺ＋

＝｛（ｘ，ｙ） ｜ ｘ∈Ｄ，ｙ∈Ｒ｝，Ｚ^≠Ｚ＋，满足 ＦＭ（ Ｚ^）＝ Ｚ＋且

ＤＦＭ（ Ｚ^） ≠０．现构造映射将该点迭代两次后映射

到点 Ｚ＋ ．
由迭代方程可得：
ｘ１ ＝ ｙ０

ｙ１ ＝ａｘ０－ｘ０
３－ｂｙ０

{ （１２ａ）

ｘ＋ ＝ ｙ１

ｙ＋ ＝ａｘ１－ｘ１
３－ｂｙ１

{ （１２ｂ）

其中 Ｚ１（ｘ１，ｙ１）为 Ｚ^（ｘ０，ｙ０）经过 １ 次迭代得到的

点．注意到 Ｚ１≠Ｚ＋，整理可得：
ｘ０

３－ａｘ０＋ｂｘ１＋ｘ
＋ ＝ ０

ｘ１
２＋ｘ＋ｘ１＋ｘ

＋２－ａ＝ ０{ （１３）

由（ １３） 第二式可解得 ｘ１ ＝ １
２

（ － ａ－ｂ－１ ±

ａ＋３ｂ＋３ ），其中 ａ≥－３ｂ－３．令 Ｈ（ｘ）＝ ｘ３－ａｘ＋ｂｘ１＋
ｘ＋，由（１３）第一式可得 Ｈ（ｘ０）＝ ０．

不妨设 ｘ１ ＝
－ ａ－ｂ－１ － ａ＋３ｂ＋３

２
，则 ｘ１∉Ｄ．令

ｘ０ ＝ ｘ
＋＋ε，代入（３）中第一式可得：

ε３＋３ｘ＋ε２＋（３ｘ＋２－ａ）ε＋ ｂ
２
（－ ａ＋３ｂ＋３－

　 ３ ａ－ｂ－１ ）＝ ０ （１４）
所以，当 ｂ 充分小且 ３ｘ＋２－ａ ＝ ２ａ－３（ｂ＋１）≠０ 时，
方程（１４）有绝对值充分小的解 ε，从而（ｘ０，ｙ０）∈Ｄ
且（ｘ０，ｙ０）≠（ｘ＋，ｙ＋） ．显然，引理 １．１ 中条件（２）无
法满足 ｂ 充分小．由引理 １．１ 中的条件（１）可得 ａ＞
３
２
ｂ＋２，容易验证此时 ３ｘ＋２ －ａ≠０ 且 ＤＦ２（ Ｚ^） ＝

（３ｘ０
２－ａ）（３ｘ１

２－ａ）≠０．
综上，存在充分小的 δ ＞ ０，当 ｂ ＜ δ 且 ａ ＞

ｍａｘ ３
２
ｂ＋２，－３ｂ－３{ } ＝ ３

２
ｂ ＋ ２ 时，不动点 Ｚ＋ 构成

ｓｎａｐ⁃ｂａｃｋ⁃ｒｅｐｅｌｌｅｒ．于是得到如下定理：

定理 １．６　 如果 ａ＞ ３
２
ｂ＋２，则存在充分小的 δ＞０

时，当 ｂ ＜δ 时，不动点 Ｚ＋构成 ｓｎａｐ⁃ｂａｃｋ⁃ｒｅｐｅｌｌｅｒ．映
射（３）存在 Ｍａｒｏｔｔｏ 意义下的混沌．

４　 数值模拟

４．１　 对不动点的稳定性及其分支的数值模拟

本节给出一些数值模拟验证定理的结论．

（１） 令 ｂ＝ －０．５，ａ０ ＝ ０．５，ａｈ ＝ １．２５．由定理 １．２
知，当 ａ∈（－１，０．５）时，不动点（０，０）是稳定的；当
ａ∈（０．５，１．２５）时，不动点 Ｚ±是稳定的；由定理 １．３
知，当 ａ＝ａ０ 时，映射在不动点（０，０）处经历 Ｐｉｔｃｈ⁃
ｆｏｒｋ 分支．由定理 １．５ 知，当 ａ＝ａｈ 时，映射在不动点

Ｚ±处经历 Ｈｏｐｆ 分支．如图 １ 所示．

图 １　 ｂ＝－０．５ 分支图

Ｆｉｇ．１　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ ｂ＝－０．５

（２） 令 ｂ ＝ ０．５，ａ０ ＝ １．５，ａ∗ ＝ ２，ａｈ ＝ ２．７５．由定

理 １．２ 知，当 ａ∈（－１，０．５）时，不动点（０，０）是稳定

的；当 ａ∈（２，２．７５）时，不动点 Ｚ±是稳定的；由定理

１􀆰 ３ 知，当 ａ ＝ ａ０ 时，映射在不动点（０，０）处经历

Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ 分支．由定理 １．４ 知，当 ａ∈（２，２．７５）时，映
射在不动点 Ｚ± 处经历不稳定的 Ｆｌｉｐ 分支．由定理

１．５ 知，当 ａ ＝ ａｈ 时，映射在不动点 Ｚ± 处经历 Ｈｏｐｆ
分支．如图 ２ 所示．

图 ２　 ｂ＝ ０．５ 分支图

Ｆｉｇ．２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ ｂ＝ ０．５

４．２　 对混沌的数值模拟

本节利用分支图、最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图和相

图来显示 Ｍａｒｏｔｔｏ 混沌的存在性，从而验证定理 １．６
的理论结果．
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取 ｂ＝ ０．０１，ａ＝ ２．８＞ ３
２
ｂ＋２，则引理 １．１ 中（１）的

Ｄ＝ （ １． １２５５， ＋ ∞ ） ． 通过简单的计算可得 ｘ＋ ＝
１􀆰 ３３７９，ｘ０ ＝ １􀆰 ３５０２，ｘ１ ＝ －１．８７６２，满足 Ｆ２（ Ｚ^）＝ Ｚ＋，

ＤＦ２（ Ｚ^） ＝ ２０．７１３４≠０，显然 ｘ＋，ｘ０∈Ｄ，ｘ１∉Ｄ，所
以 Ｚ＋为一个 ｓｎａｐ⁃ｂａｃｋ⁃ｒｅｐｅｌｌｅｒ．如图 ３，４，５ 所示．

图 ３　 ｂ＝ ０．０１ 混沌分支图

Ｆｉｇ．３　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｃｈａｏｓ ｗｈｅｎ ｂ＝ ０．０１

图 ４　 ｂ＝ ０．０１ 最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数图

Ｆｉｇ．４　 Ｍａｘｉｍｕｍ Ｌｙａｐｕｎｏｖ ｅｘｐｏｎｅｎｔ ｄｉａｇｒａｍ ｗｈｅｎ ｂ＝ ０．０１

图 ５　 混沌相图

Ｆｉｇ．５　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｐｈａｓｅ ｄｉａｇｒａｍ

５　 小结

本论文基于 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｈｏｌｍｅｓ 方程的研究，首先

将方程转换为二维离散非线性动力学系统，即标准

Ｈｏｌｍｅｓ 映射，然后对该映射不动点的存在性进行

分析，找出其稳定域．之后又详细分析了系统的

Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ、Ｆｌｉｐ、Ｈｏｐｆ 分支和 Ｍａｒｏｔｔｏ 混沌存在性，最
后通过数值模拟验证了所得定理的结论．结果表

明，Ｈｏｌｍｅｓ 映射最终会同时形成两个对称的混沌

吸引子，其动态比 Ｈéｎｏｎ 映射更为复杂．
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