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摘要　 研究了金字塔芯层点阵夹芯梁的自由振动和非线性受迫振动特性．基于折线理论推导出两端简支金

字塔型点阵夹芯梁的非线性动力学方程．计算点阵夹芯梁固有频率并进行了验证．分析了杆件半径、杆件倾

斜角度和芯层高度对点阵夹芯梁固有频率的影响．研究了点阵夹芯梁在不同激励幅值和不同结构参数下的

非线性幅频响应特性．结果表明，随着各结构参数的增大，夹芯梁的固有频率均呈先增大后减小的变化规律，

并且芯层结构参数对点阵夹芯梁的非线性响应存在复杂影响．
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引言

点阵材料是一种模拟分子点阵构型制造出的

周期性超轻多孔材料，具有高比强度、高比刚度、耐
冲击等特点，并且具有高效散热、隔热，吸声效果

佳，吸收电磁波等功能．点阵材料具有良好的可设

计性，根据不同应用需求，可以对其细观结构进行

多功能、多学科协同设计．点阵材料的研究，在航空

航天、交通、海洋采油等高科技领域中有着重要的

意义．值得指出的是， 多孔材料和结构在高能耗装

备（高速列车、航空航天器、轮船等）的广泛应用，
不仅会大幅度降低对常规能源的需求，同时也可减

少环境污染［１－３］ ．点阵材料被国际上公认为最具发

展前景的轻质多孔材料［４］，其应用和发展可以在较

大程度上对蜂窝、泡沫等传统多孔材料进行替代和

补充．
点阵夹芯结构在航空航天领域应用广泛，如飞

机机翼、航空器仓板、卫星主体结构等．飞行器在高

速飞行中会在气动载荷的作用下进行受迫振动，卫
星在轨道和姿态调节时亦会发生自由振动，这些振

动对飞行器存在不同程度的危害．因此，研究点阵

夹芯结构的振动特性以便于对其进行振动控制，进
而降低事故的发生率，保障飞行器的安全运行，对
于航空航天事业具有重要的意义．Ｓｏｎｇ 和 Ｌｉ［５］利用

Ｒｅｄｄｙ 三阶剪切变形理论研究了金字塔型点阵夹

芯梁的气动弹性问题．娄佳等［６］研究了复合材料四

面体点阵夹芯梁的自由振动特性．Ｃｈｅｎ［７］等研究了

点阵夹芯板的非线性振动特性．李拓、江俊［８］ 应用

分解刚度法获得四边简支点阵夹芯板的固有频率，
以芯层高度和桁架杆截面尺寸为设计变量，以第一

阶频率最大化为目标对夹芯板进行了优化．在传统

夹芯结构的研究方面，Ｋａｎｔ 和 Ｓｗａｍｉｎａｔｈａｎ［９］基于高

阶精化理论，研究了简支边界条件下复合材料层合

夹芯板的固有频率．Ａｌｉｊａｎｉ 和 Ａｍａｂｉｌｉ［１０，１１］ 运用基于

Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程的多模态能量法，研究了自由边界条

件下矩形夹芯板的非线性振动特性．Ｗｏｎ 等［１２］ 推导

出具有三层对称阻尼的夹层梁的动力学方程，研究

了粘弹性夹芯梁非线性振动响应．当前，对于传统夹

芯结构的振动特性已有深入研究，然而对于点阵夹

芯结构动力学特性的理论研究十分有限，对于点阵

夹芯结构非线性振动特性的研究更加缺乏．
本文对两端简支金字塔型点阵夹芯梁的振动

特性进行深入分析．将芯层等效为连续均匀材料，
采用折线理论描述夹芯梁蒙皮和芯层的几何变形．
推导出金字塔型点阵夹芯梁的非线性振动方程．分
析杆件半径、杆件倾斜角度以及芯层高度对点阵夹

芯梁固有频率的影响，研究点阵夹芯梁在不同激励

幅值和不同结构参数下的非线性幅频响应特性．
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１　 理论计算

１．１　 等效参数

图 １ 为一段点阵夹芯梁的示意图，ｘ 轴与梁的

中线重合，ｚ 轴垂直于梁的中线，ｄ 表示上下蒙皮中

面的距离，ｈ 表示梁的总厚度，ｈｃ 表示芯层的厚度，
ｈｆ 表示蒙皮的厚度．本文基于 Ａｌｌｅｎ［１３］ 的经典夹芯

梁理论做如下假设：
（１）点阵夹芯梁在变形过程中厚度不变，即挠

度 ｗ 与 ｚ 值无关；
（２）只考虑蒙皮的弯曲变形，忽略蒙皮的剪切

变形；
（３）只考虑芯层的剪切变形，忽略其弯曲变形．

图 １　 点阵夹芯梁片段示意图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ａ ｐａｒｔ ｏｆ ａ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

该假设被广泛应用于夹芯结构的研究．图 ２ 为

金字塔型点阵夹芯梁芯层的一个单胞．其中，ｒｃ 表

示杆件半径，α 表示杆件的倾角，ｌ 表示杆件长度．
ρ、ρｃ 和 ρ 分别表示芯层母体材料密度、芯层等效密

度和芯层相对密度，则有：

图 ２　 金字塔点阵芯层的晶胞单元

Ｆｉｇ． ２　 Ａ ｕｎｉｔ ｃｅｌｌ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ

ρ＝
ρｃ

ρ
＝

２πｒ２ｃ
ｌ２ｃｏｓ２αｓｉｎα

（１）

Ｅ 表示芯层母体材料的弹性模量，芯层的等效

剪切模量 Ｇｃ 由参考文献［１４］给出：

Ｇｃ ＝
１
８
Ｅｓｉｎ２（２α）ρ （２）

１．２　 动力学方程

点阵夹芯梁在变形前后的几何形状如图 ３ 所

示．基于 Ａｌｌｅｎ 假设，夹芯梁的上下蒙皮只发生弯曲

变形，芯层只发生剪切变形．运用折线理论［１５］ 描述

蒙皮和芯层变形，得到夹芯梁任意点沿 ｘ 和 ｚ 轴方

向的位移如下：

－ ｈ
２
≤ｚ≤－

ｈｃ

２
， ｗ ｔ ＝ｗ０，

ｕｔ ＝ｕ０－ｚ
∂ｗ０

∂ｘ
＋
ｈｃ

２
（φｘ－

∂ｗ０

∂ｘ
） （３ａ）

－
ｈｃ

２
≤ｚ≤

ｈｃ

２
，ｕｃ ＝ｕ０－ｚφｘ，ｗｃ ＝ｗ０ （３ｂ）

ｈｃ

２
≤ｚ≤ ｈ

２
，ｗｂ ＝ｗ０，

ｕｂ ＝ｕ０－ｚ
∂ｗ０

∂ｘ
－
ｈｃ

２
（φｘ－

∂ｗ０

∂ｘ
） （３ｃ）

式中，ｕ、ｗ 分别表示梁在 ｘ 轴和 ｚ 轴方向的位

移，φｘ 表示芯层截面的转角，下标 ０、ｔ、ｂ、ｃ 分别表

示中性面、上面板、下面板和芯层．

图 ３　 变形前后的夹芯梁几何形状

Ｆｉｇ． ３　 Ｕｎｄｅｆｏｒｍｅｄ ａｎｄ ｄｅｆｏｒｍｅｄ ｇｅｏｍｅｔｒｉｅｓ ｏｆ ａ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

根据冯卡门大变形理论，点阵夹芯梁的非线性

应变位移关系可表述为：

εｘｘ１ ＝
∂ｕｔ

∂ｘ
＋ １
２
（
∂ｗ ｔ

∂ｘ
）

２

γｘｚ ＝
∂ｕｃ

∂ｚ
＋
∂ｗｃ

∂ｘ

εｘｘ３ ＝
∂ｕｂ

∂ｘ
＋ １
２
（
∂ｗｂ

∂ｘ
）

２

（４）

式中下标 １ 表示上面板，下标 ３ 表示下面板．

５１３
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将式（３）代入（４）式并整理得：
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其中，
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ 原理可表述为：

∫ ｔ ２

ｔ１
（δＵ ＋ δＷ － δＫ）ｄｔ ＝ ０ （６）

式中的 δＵ、δＷ 和 δＫ 分别表示如下：

δＵ ＝ ∫
Ω０

{ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

［σ ｘｘ１（δε （０）
ｘｘ１ ＋ ｚδε （１）

ｘｘ１ ） ＋

σｘｘ３（δε（０）
ｘｘ３ ＋ｚδε（１）

ｘｘ３ ）＋σｘｚδγ（０）
ｘｚ ］ｄｚ } ｄｘｄｙ

（７ａ）

δＷ ＝－ ∫
Ω０

［Ｆｃｏｓ（Ωｔ）δｗ０ － μｗ̇０δｗ０］ｄｘｄｙ

（７ｂ）

δＫ ＝ ∫
Ω０
∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２
ρ １［（ ｕ̇０ ＋

ｈｃ

２
φ̇ｘ －

ｈｃ

２
ｗ̇０，ｘ － ｚｗ̇０，ｘ）·

（δｕ̇０＋
ｈｃ

２
δφ̇ｘ－

ｈｃ

２
δｗ̇０，ｘ－ｚδｗ̇０，ｘ）＋ｗ̇０δｗ̇０］＋

ρ３［（ ｕ̇０－
ｈｃ

２
φ̇ｘ＋

ｈｃ

２ ｗ̇０，ｘ－ｚｗ̇０，ｘ）（δｕ̇０－

ｈｃ

２
δφ̇ｘ＋

ｈｃ

２
δｗ̇０，ｘ－ｚδｗ̇０，ｘ）＋ｗ̇０δｗ̇０］＋

ρｃ［（ ｕ̇０－ｚφ̇ｘ）（δｕ̇０－ｚδφ̇ｘ）＋ｗ̇０δｗ̇０］ｄｚｄｘｄｙ

（７ｃ）
其中 ρ１、 ρ３ 分别为上下蒙皮的密度，由于上下蒙皮

与芯层采用相同材料，故 ρ１ ＝ ρ３ ＝ ρ，Ｆｃｏｓ（Ωｔ）为夹

芯梁受到的外力，μ 为阻尼系数．考虑夹芯梁只发生

线弹性变形，所以满足胡克定律，有以下应力应变

关系：

σｘｘ１ ＝Ｅεｘｘ１

σｘｘ３ ＝Ｅεｘｘ３

σｘｚ ＝Ｇｃγｘｚ （８）
将式（５）（８）代入（７）式并整理如下：

　 δＵ ＝ ∫
Ω０

（Ｎｘｘ１δｕ０，ｘ ＋
ｈｃ

２
Ｎｘｘ１δφｘ，ｘ －

ｈｃ

２
Ｎｘｘ１δｗ０，ｘｘ ＋

Ｎｘｘ１ｗ０，ｘδｗ０，ｘ － Ｍｘｘ１δｗ０，ｘｘ ＋ Ｎｘｘ３δｕ０，ｘ －

ｈｃ

２
Ｎｘｘ３δφｘ，ｘ ＋

ｈｃ

２
Ｎｘｘ３δｗ０，ｘｘ ＋ Ｎｘｘ３ｗ０，ｘδｗ０，ｘ －

Ｍｘｘ３δｗ０，ｘｘ － Ｑｘδφｘ ＋ Ｑｘδｗ０，ｘ）ｄｘｄｙ （９ａ）

　 δＷ ＝－ ∫
Ω０

［Ｆｃｏｓ（Ωｔ）δｗ０ － μｗ̇０δｗ０］ｄｘｄｙ （９ｂ）

　 δＫ ＝ ∫
Ω０

［２Ｉ１０（ ｕ̇０δｕ̇０ ＋
ｈ２
ｃ

４
φ̇ｘδφ̇ｘ －

ｈ２
ｃ

４
φ̇ｘδｗ̇０，ｘ －

ｈ２
ｃ

４
ｗ̇０，ｘδφ̇ｘ ＋

ｈ２
ｃ

４
ｗ̇０，ｘδｗ̇０，ｘ ＋ ｗ̇０δｗ̇０） ＋

２Ｉ１１（ －
ｈｃ

２
φ̇ｘδｗ̇０，ｘ ＋ ｈｃｗ̇０，ｘδｗ̇０，ｘ －

ｈｃ

２
ｗ̇０，ｘδφ̇ｘ） －

ｈ２
ｃ

４
ｗ̇０，ｘδφ̇ｘ ＋

ｈ２
ｃ

４
ｗ̇０，ｘδｗ̇０，ｘ ＋ ｗ̇０δｗ̇０） ＋

Ｉ２１（ － ｕ̇０δφ̇ｘ － φ̇ｘδｕ̇０） ＋ Ｉ２２φ̇ｘδφ̇ｘ］ｄｘｄｙ （９ｃ）
其中，

Ｎｘｘ１

Ｎｘｘ３
{ } ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

σ ｘｘ１

σ ｘｘ３
{ } ｄｚ

Ｍｘｘ１

Ｍｘｘ３
{ } ＝ ∫ｈ ／ ２

－ｈ ／ ２

σ ｘｘ１

σ ｘｘ３
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Ｉ１０
Ｉ１１
Ｉ１２

ì
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ï
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ï
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ï

ï
ï

＝ ∫－ｈｃ ／ ２

－ｈ ／ ２
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ｚ
ｚ２
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î
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ý

ï
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ρ １ｄｚ ＝ ∫ｈ ／ ２
ｈｃ ／ ２

１
－ ｚ
ｚ２

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï
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ρ ３ｄｚ

Ｉ２０
Ｉ２１
Ｉ２２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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ý

ï
ï

ï
ï

＝ ∫ｈ ／ ２
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１
ｚ
ｚ２

ì

î

í

ï
ï

ïï

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

ρ ｃｄｚ

Ｑｘ ＝ ∫ｈ ／ ２
－ｈ ／ ２

σ ｘｚｄｚ （１０）

将式（９）代入方程（６）可得：

∫ ｔ ２

ｔ１
∫
Ω０

{ （Ｎｘｘ１δｕ０，ｘ ＋
ｈｃ

２
Ｎｘｘ１δφｘ，ｘ －

ｈｃ

２
Ｎｘｘ１δｗ０，ｘｘ ＋

　 Ｎｘｘ１ｗ０，ｘδｗ０，ｘ－Ｍｘｘ１δｗ０，ｘｘ＋Ｎｘｘ３δｕ０，ｘ－

　
ｈｃ

２
Ｎｘｘ３δφｘ，ｘ＋

ｈｃ

２
Ｎｘｘ３δｗ０，ｘｘ＋Ｎｘｘ３ｗ０，ｘδｗ０，ｘ－

　 Ｍｘｘ３δｗ０，ｘｘ－Ｑｘδφｘ＋Ｑｘδｗ０，ｘ）－［Ｆｃｏｓ（Ωｔ）δｗ０－
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　 μｗ̇０δｗ０］－［２Ｉ１０（ｕ̇０δｕ̇０＋
ｈ２
ｃ

４
φ̇ｘδφ̇ｘ－

ｈ２
ｃ

４
φ̇ｘδｗ̇０，ｘ－

　
ｈ２
ｃ

４ ｗ̇０，ｘδφ̇ｘ＋
ｈ２
ｃ

４ ｗ̇０，ｘδｗ̇０，ｘ＋ｗ̇０δｗ̇０）＋

　 ２Ｉ１１（－
ｈｃ

２
φ̇ｘδｗ̇０，ｘ＋ｈｃｗ̇０，ｘδｗ̇０，ｘ－

ｈｃ

２ ｗ̇０，ｘδφ̇ｘ）＋

　 ２Ｉ１２ｗ̇０，ｘδｗ̇０，ｘ＋Ｉ２０（ ｕ̇０δｕ̇０＋ｗ̇０δｗ̇０）＋

　 Ｉ２１（－ｕ̇０δφ̇ｘ－φ̇ｘδｕ̇０）＋Ｉ２２φ̇ｘδφ̇ｘ］ } ｄｘｄｙｄｔ＝０

（１１）
因此，点阵夹芯梁的非线性动力学方程为：
（Ｎｘｘ１＋Ｎｘｘ３） ，ｘ ＝（２Ｉ１０＋Ｉ２０） ｕ̈０－Ｉ２１ φ̈ｘ （１２ａ）
ｈｃ

２
（Ｎｘｘ１－Ｎｘｘ３） ，ｘ＋Ｑｘ ＝（

ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋Ｉ２２） φ̈ｘ－

　 　 （
ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋ｈｃＩ１１） ｗ̈０，ｘ－Ｉ２１ ｕ̈０ （１２ｂ）

（Ｎｘｘ１

∂ｗ０

∂ｘ
＋Ｎｘｘ３

∂ｗ０

∂ｘ
） ，ｘ＋

ｈｃ

２
（Ｎｘｘ１－Ｎｘｘ３） ，ｘｘ＋

（Ｍｘｘ１＋Ｍｘｘ３） ，ｘｘ＋Ｑｘ，ｘ＋Ｆｃｏｓ（Ωｔ）－μｗ̇０ ＝

　 　 （
ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋ｈｃＩ１１） φ̈ｘ，ｘ－（

ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋２ｈｃＩ１１＋

　 　 ２Ｉ１２） ｗ̈０，ｘｘ＋（２Ｉ１０＋Ｉ２０） ｗ̈０ （１２ｃ）
方程中的广义力和力矩可由下面的关系表示：
Ｎｘｘ１ ＝Ａ１ε（０）

ｘｘ１ ＋Ｂ１ε（１）
ｘｘ１ ，Ｎｘｘ３ ＝Ａ３ε（０）

ｘｘ３ ＋Ｂ３ε（１）
ｘｘ３

Ｍｘｘ１ ＝Ｂ１ε（０）
ｘｘ１ ＋Ｄ１ε（１）

ｘｘ１ ，Ｍｘｘ３ ＝Ｂ３ε（０）
ｘｘ３ ＋Ｄ３ε（１）

ｘｘ３

Ｑｘ ＝Ｃγ（０）
ｘｚ （１３）

其中，

Ｃ ＝ ∫
ｈｃ
２

－
ｈｃ
２

Ｇｃｄｚ

（Ａ１，Ｂ１，Ｄ１） ＝ ∫ －
ｈｃ
２

－ ｈ
２

Ｅ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ

（Ａ３，Ｂ３，Ｄ３） ＝ ∫
ｈ
２
ｈｃ
２

Ｅ（１，ｚ，ｚ２）ｄｚ （１４）

从上式可以看出：Ａ１ ＝Ａ３，Ｂ１ ＝ －Ｂ３，Ｄ１ ＝Ｄ３ ．
将式（１３）、（１４）代人式（１２），获得由位移表示

的非线性动力学方程：
２Ａ１ｕ０，ｘｘ＋２Ａ１ｗ０，ｘｗ０，ｘｘ ＝（２Ｉ１０＋Ｉ２０） ｕ̈０－Ｉ２１ φ̈ｘ

（１５ａ）
ｈ２
ｃ

２
Ａ１φｘ，ｘｘ－

ｈ２
ｃ

２
Ａ１ｗ０，ｘｘｘ－ｈｃＢ１ｗ０，ｘｘｘ－Ｃφｘ＋Ｃｗ０，ｘ

＝（
ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋Ｉ２２） φ̈ｘ－（

ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋ｈｃＩ１１） ｗ̈０，ｘ－Ｉ２１ ｕ̈０

（１５ｂ）

２Ａ１ｕ０，ｘｘｗ０，ｘ＋２Ａ１ｕ０，ｘｗ０，ｘｘ＋３Ａ１ｗ２
０，ｘｗ０，ｘｘ＋

（
ｈ２
ｃ

２
Ａ１＋ｈｃＢ１）φｘ，ｘｘｘ－（

ｈ２
ｃ

２
Ａ１＋２ｈｃＢ１＋２Ｄ１）ｗ０，ｘｘｘｘ－

Ｃφｘ，ｘ＋Ｃｗ０，ｘｘ－μｗ̇０ ＝（
ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋ｈｃＩ１１） φ̈ｘ，ｘ－

（
ｈ２
ｃ

２
Ｉ１０＋２ｈｃＩ１１＋２Ｉ１２） ｗ̈０，ｘｘ＋（２Ｉ１０＋Ｉ２０） ｗ̈０－

Ｆｃｏｓ（Ωｔ） （１５ｃ）
由于面内惯性和转动惯性相对较小，为了计算

方便，忽略其惯性项得：
２Ａ１ｕ０，ｘｘ＋２Ａ１ｗ０，ｘｗ０，ｘｘ ＝ ０ （１６ａ）

ｈ２
ｃ

２
Ａ１φｘ，ｘｘ－

ｈ２
ｃ

２
Ａ１ｗ０，ｘｘｘ－ｈｃＢ１ｗ０，ｘｘｘ－Ｃφｘ＋Ｃｗ０，ｘ ＝０

（１６ｂ）
２Ａ１ｕ０，ｘｘｗ０，ｘ＋２Ａ１ｕ０，ｘｗ０，ｘｘ＋３Ａ１ｗ２

０，ｘｗ０，ｘｘ＋

（
ｈ２
ｃ

２
Ａ１＋ｈｃＢ１）φｘ，ｘｘｘ－（

ｈ２
ｃ

２
Ａ１＋２ｈｃＢ１＋２Ｄ１）ｗ０，ｘｘｘｘ－

Ｃφｘ，ｘ＋Ｃｗ０，ｘｘ－μｗ̇０ ＝（２Ｉ１０＋Ｉ２０）ｗ̈０－Ｆｃｏｓ（Ωｔ）
（１６ｃ）

由于夹芯梁两端简支，所以各方向上的解及激

振力 Ｆ 可设为：

ｕ０ ＝ｕ１ｓｉｎ（
２πｘ
ｌ

）＋ｕ２ｓｉｎ（
４πｘ
ｌ

）＋ｕ３ｓｉｎ（
６πｘ
ｌ

）

（１７ａ）

ｗ０ ＝ｗ１ｓｉｎ（
πｘ
ｌ
）＋ｗ２ｓｉｎ（

２πｘ
ｌ

）＋ｗ３ｓｉｎ（
３πｘ
ｌ

）

（１７ｂ）

φｘ ＝φ１ｃｏｓ（
πｘ
ｌ
）＋φ２ｃｏｓ（

２πｘ
ｌ

）＋φ３ｃｏｓ（
３πｘ
ｌ

）

（１７ｃ）

Ｆ＝ ｆｓｉｎ（πｘ
ｌ
）＋ｆｓｉｎ（２πｘ

ｌ
）＋ｆｓｉｎ（３πｘ

ｌ
） （１７ｄ）

将式（１７）代人式（１６）并运用伽辽金法，获得

点阵夹芯梁三自由度的非线性常微分动力学方程：

Ｓ
∂２ｗ１

∂ｔ２
＋ １
２
μｌ

∂ｗ１

∂ｔ
＋Ｓ１ｗ１＋

é

ë
ê
ê

３π４Ａ１ｗ２
２

ｌ３
＋

９
４
ｗ２

３π４Ａ１

ｌ３
ù

û
ú
úｗ１＋

１
４
ｗ３

１π４Ａ１

ｌ３
＋
３ｗ３ｗ２

２π４Ａ１

ｌ３

＝ ｌｆｃｏｓ（Ωｔ）
２

（１８ａ）

Ｓ
∂２ｗ２

∂ｔ２
＋ １
２
μｌ

∂ｗ２

∂ｔ
＋Ｓ２ｗ２＋

é

ë
ê
ê

６π４Ａ１ｗ３ｗ１

ｌ３
＋
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３π４Ａ１ｗ２
１＋２７ｗ２

３π４Ａ１

ｌ３
ù

û
ú
úｗ２＋

４ｗ３
２π４Ａ１

ｌ３

＝ ｌｆｃｏｓ（Ωｔ）
２

（１８ｂ）

Ｓ
∂２ｗ３

∂ｔ２
＋ １
２
μｌ

∂ｗ３

∂ｔ
＋Ｓ３ｗ３＋

é

ë
ê
ê

２７π４Ａ１ｗ２
２

ｌ３
＋

９
４
ｗ２

１π４Ａ１

ｌ３
ù

û
ú
úｗ３＋

８１
４
ｗ３

３π４Ａ１

ｌ３
＋
３ｗ１ｗ２

２π４Ａ１

ｌ３

＝ ｌｆｃｏｓ（Ωｔ）
２

（１８ｃ）

其中，

Ｓ＝ ｌＩ１０＋
１
２
ｌＩ２０

Ｓ１ ＝
π２Ｃ
２ｌ

＋
π４Ａ１ｈ２

ｃ ＋４π４Ｄ１＋４π４Ｂ１ｈｃ

４ｌ３
－

　 　
π４ＣＡ１ｈ２

ｃ ＋２π４ＣＢ１ｈｃ＋ｌ２π２Ｃ２

ｌ（Ａ１π２ｈ２
ｃ ＋２Ｃｌ２）

－

　 　
π６Ａ２

１ｈ４
ｃ ＋４π６Ａ１ｈ３

ｃＢ１＋４π６ｈ３
ｃＢ２

１

４ｌ３（Ａ１π２ｈ２
ｃ ＋２Ｃｌ２）

Ｓ２ ＝
２π２Ｃ
ｌ

＋
１６π４Ｄ１＋４π４Ａ１ｈ２

ｃ ＋１６π４Ｂ１ｈｃ

ｌ３
－

　 　
８π４ＣＡ１ｈ２

ｃ ＋１６π４ＣＢ１ｈｃ＋２ｌ２π２Ｃ２

ｌ（２Ａ１π２ｈ２
ｃ ＋Ｃｌ２）

－

　 　
８π６Ａ２

１ｈ４
ｃ ＋３２π６Ａ１ｈ３

ｃＢ１＋３２π６ｈ２
ｃＢ２

１

ｌ３（２Ａ１π２ｈ２
ｃ ＋Ｃｌ２）

－

Ｓ３ ＝
９π２Ｃ
２ｌ

＋
８１π４Ａ１ｈ２

ｃ＋３２４π４Ｄ１＋３２４π４Ｂ１ｈｃ

４ｌ３
－

　 　
８１π４ＣＡ１ｈ２

ｃ ＋１６２π４ＣＢ１ｈｃ＋９ｌ２π２Ｃ２

ｌ（９Ａ１π２ｈ２
ｃ ＋２Ｃｌ２）

－

　 　
７２９π６Ａ２

１ｈ４
ｃ ＋２９１６π６Ａ１ｈ３

ｃＢ１＋２９１６π６ｈ３
ｃＢ２

１

４ｌ３（Ａ１π２ｈ２
ｃ ＋２Ｃｌ２）

２　 数值验证

本文通过三阶剪切变形理论和有限元仿真两

种方法验证所建立方程的正确性．
２．１　 三阶剪切变形理论

利用三阶剪切变形理论［１６，１７］ 和哈密顿原理获

得点阵夹芯梁转角和横向的动力学方程为：

（Ａ５５＋ｃ２２Ｆ５５－２ｃ２Ｄ５５）（
∂２ｗ０

∂ｘ２ ＋
∂φｘ

∂ｘ
）－Ｈ１１ｃ２１

∂４ｗ０

∂ｘ４ ＋

（ｃ１Ｆ１１－ｃ２１Ｈ１１）
∂３φｘ

∂ｘ３ ＝ Ｉ０ｗ̈０ （１９ａ）

（Ｄ１１－２ｃ１Ｆ１１＋ｃ２１Ｈ１１）
∂２φｘ

∂ｘ２
＋（－ｃ１Ｆ１１＋ｃ２１Ｈ１１）

∂３ｗ０

∂ｘ３
＋

（２ｃ２Ｄ５５－Ａ５５－ｃ２２Ｆ５５）（φｘ＋
∂ｗ０

∂ｘ
）＝ ０ （１９ｂ）

其中，

ｃ１ ＝
４

３ｈ２， ｃ２ ＝ ３ｃ１，

Ａｉｊ ＝Ａｉｊ１＋Ａｉｊ３，
Ｄｉｊ ＝Ｄｉｊ１＋Ｄｉｊ３

Ｆ ｉｊ ＝Ｆ ｉｊ１＋Ｆ ｉｊ３，
Ｈｉｊ ＝Ｈｉｊ１＋Ｈｉｊ３

式中的刚度和惯性矩分别为：
（Ａｉｊ１，Ｂ ｉｊ１，Ｄｉｊ１，Ｅ ｉｊ１，Ｆ ｉｊ１，Ｈｉｊ１）

＝ ∫－
ｈｃ
２

－ ｈ
２

Ｅ（１，ｚ，ｚ２，ｚ３，ｚ４，ｚ６）ｄｚ

（Ａｉｊ３，Ｂ ｉｊ３，Ｄｉｊ３，Ｅ ｉｊ３，Ｆ ｉｊ３，Ｈｉｊ３）

＝ ∫
ｈ
２
ｈｃ
２

Ｅ（１，ｚ，ｚ２，ｚ３，ｚ４，ｚ６）ｄｚ　 （ ｉ，ｊ ＝ １，２，６）

（Ａ５５２，Ｄ５５２，Ｆ５５２） ＝ ∫
ｈｃ
２

－
ｈｃ
２

Ｇｘｚｃ（１，ｚ２，ｚ４）ｄｚ

Ｉα ＝ ∑
Ｎ

ｋ ＝ １
∫ ｚｋ＋１

ｚｋ
ρ （ｋ） （ ｚ） αｄｚ　 （α ＝ ０，１，２，…，６）

（２０）
２．２　 有限元仿真

运用 ＵＧ 软件对点阵夹芯梁进行实体建模，模
型如图 ４ 所示．然后将模型导入 ＡＮＳＹＳ ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ
中进行有限元仿真，采用四面体网格划分，使用

ｐａｔｃｈ ｃｏｎｆｏｒｍｉｎｇ 算法，网格划分如图 ５ 所示，梁的

两个端面采用简支边界条件．

图 ４　 金字塔型点阵夹芯梁模型图

Ｆｉｇ． ４　 Ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

图 ５　 金字塔型点阵夹芯梁的网格划分

Ｆｉｇ． ５　 Ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ ｍｅｓｈ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ
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２．３　 固有频率比较

夹芯梁蒙皮和芯层的材料均采用铝合金，材料

参数及夹芯梁的结构参数为：材料密度 ρ＝ ２７７０ｋｇ ／
ｍ３，弹性模量 Ｅ＝ ７１ＧＰａ，泊松比 ν＝ ０．３３，芯层杆件

半径 ｒｃ ＝ １ｍｍ，杆件倾斜角 α ＝ ４５°，芯层高度 ｈｃ ＝

１４．１４ｍｍ，蒙皮厚度 ｈｆ ＝ １．５ｍｍ，夹芯梁长度方向取

２５ 个单胞，宽度方向取 ２ 个单胞，单胞的底面边长

取 ２８ｍｍ．
表 １ 给出的金字塔型点阵夹芯梁前三阶固有

频率分别由折线理论、有限元仿真和三阶剪切变形

理论得到．如表 １ 所示，由折线理论计算的点阵夹

芯梁固有频率的理论值与仿真结果以及三阶剪切

变形理论值在较低阶频率处吻合较好，阶次越高，
结果的差异越大．利用三阶剪切变形理论计算的夹

芯结构固有频率通常会比实际值大［１８，１９］ ．

表 １　 金字塔型点阵夹芯梁的固有频率

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｔｒｕｓｓ

ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ
Ｐｒｅｓｅｎｔ （Ｈｚ） １１６．５５ ４２３．８６ ８４０．３０

Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ （Ｈｚ） １１４．９３ ４０３．０４ ７６６．８８
ＴＳＤＴ （Ｈｚ） １１８．６４ ４５０．８５ ９４０．９１

３　 结构参数对夹芯梁固有频率的影响

为了得到无量纲的动力学方程，引入下式：

ｕ０ ＝
ｕ０

ｌ
， ｗ０ ＝

ｗ０

ｈ
， φｘ ＝φｘ， ｘ＝ ｘ

ｌ
， Ｆ＝ ｌ４

Ｅｈ４Ｆ，

μ＝ ｌ２

ｈ２（
１
ρＥ

） １ ／ ２μ， ｔ＝ ｈ
ｌ２
（ Ｅ
ρ
） １ ／ ２ ｔ， ｈｃ ＝

ｈｃ

ｈ
，

Ω＝ ｌ２

ｈ
（ ρ
Ｅ
） １ ／ ２Ω， Ａｉ ＝

ｌ
Ｅｈ２Ａｉ， Ｂ ｉ ＝

ｌ
Ｅｈ３Ｂ ｉ，

Ｃ＝ ｌ
Ｅｈ２Ｃ， Ｄｉ ＝

ｌ
Ｅｈ４Ｄｉ， Ｉｔｉ ＝

１
ｌ（ ｔ＋１） ρ

Ｉｔｉ （２１）

式（１６）无量纲化后可以写成下式，为了表述

方便，忽略无量纲量上的“ －”有，

２ｈ２Ａ１ｕ０，ｘｘ

ｌ２
＋
２ｈ４Ａ１ｗ０，ｘｗ０，ｘｘ

ｌ４
＝ ０ （２２ａ）

ｈ３ｈ２
ｃＡ１φｘ，ｘｘ

２ｌ３
－
ｈ４ｈ２

ｃＡ１ｗ０，ｘｘｘ

２ｌ４
－
ｈ４ｈｃＢ１ｗ０，ｘｘｘ

ｌ４
－

ｈＣφｘ
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ｈ２
ｃＡ１

２
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ｈφｘ，ｘｘｘ

ｌ
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ｈ２
ｃ

２
Ａ１＋２ｈｃＢ１＋
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ｈ２ｗ０，ｘｘｘｘ

ｌ２
－
ｌＣφｘ，ｘ

ｈ
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ｌ

＝（２Ｉ１０＋Ｉ２０）ｗ０，ｔｔ－
ｈＦ
ｌ
ｃｏｓ（Ωｔ） （２２ｃ）

下面主要研究点阵夹芯梁杆件半径、杆件倾斜

角度以及芯层高度的变化对点阵夹芯梁无量纲化

固有频率的影响．具体方法是仅改变夹芯梁的一个

结构参数并保持其他的结构参数不变，计算夹芯梁

的固有频率．结果如表 ２～４ 所示．

表 ２　 不同杆半径下金字塔型点阵夹芯梁固有频率

（ ｒｃ ＝ ０．４～１．９ｍｍ，α＝ ４５°，Ｌ＝ ８００ｍｍ，ｈｃ ＝ １５ｍｍ，ｈ＝ １８ｍｍ）

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ

ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｒｕｓｓ ｒａｄｉｉ

（ ｒｃ ＝ ０．４～１．９ｍｍ，α＝ ４５°，Ｌ＝ ８００ｍｍ，ｈｃ ＝ １５ｍｍ，ｈ＝ １８ｍｍ）

ｒｃ ／ ｈ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ
０．０２２２ ４．００６２５ １２．７３０９ ２２．５６３５
０．０３８９ ４．１８２１０ １５．０４５６ ２９．４９１４
０．０５５６ ４．１２５５３ １５．５２９２ ３２．０２４１
０．０７２３ ４．００７４９ １５．４００３ ３２．６２５９
０．０８９０ ３．８６９１０ １５．０３８６ ３２．３６２６
０．１０５７ ３．７２８２７ １４．５８９０ ３１．７０６８

表 ３　 不同杆件倾斜角度下金字塔型点阵夹芯梁固有频率

（ ｒｃ ＝ １．０ｍｍ，α＝ ３０° ～６０°，Ｌ＝ ８００ｍｍ，ｈｃ ＝ １５ｍｍ）

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ

ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ

（ ｒｃ ＝ １．０ｍｍ，α＝ ３０° ～６０°，Ｌ＝ ８００ｍｍ，ｈｃ ＝ １５ｍｍ）

α ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ
３０° ４．１２３１１ １４．３２６９ ２７．１６５６
３５° ４．１６０５３ １５．０２８３ ２９．５７８２
４０° ４．１５６９２ １５．３９６１ ３１．１３７６
４５° ４．１２５５３ １５．５２９２ ３２．０２４１
５０° ４．０６６９４ １５．４７８４ ３２．３６２０
５５° ３．９８１２１ １５．２５９１ ３２．２１２３
６０° ３．８５７４６ １４．８５８０ ３１．５６８５

由表 ２ 可以看出，随着杆件半径 ｒｃ 由 ０．４ｍｍ
增加到 １．９ｍｍ，点阵夹芯梁的固有频率呈先增后减

的趋势，且各阶固有频率达到极值所对应的杆件半

径随着阶数的增加而增大．而且，各阶固有频率在

达到其极值前的变化率比达到极值后的变化率大．
因此有，随着杆件半径的增加，点阵夹芯梁的刚度
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和等效密度同时增大（刚度增大对夹芯梁的固有频

率有增大的作用，而等效密度的增大对夹芯梁的固

有频率有减小的作用），在这个过程中夹芯梁的刚

度与等效密度共同作用，使得点阵夹芯梁的固有频

率先快速的增大后较缓慢的降低．
由表 ３ 可以看出，杆件倾斜角度对点阵夹芯梁

固有频率的影响与杆件半径对点阵夹芯梁固有频

率影响的情况相似，随着杆件倾斜角度的增加，点
阵夹芯梁的固有频率先增大后减小，且各阶固有频

率在达到极值前的变化率比达到极值后的变化率

稍大．同样有，随着杆件倾斜角度的增加，点阵夹芯

梁的刚度和等效密度同时增大，在这个过程中夹芯

梁的刚度与等效密度共同作用，使得点阵夹芯梁的

固有频率呈现先快速增大后较缓慢降低的变化规

律．从表 ２、表 ３ 可以看出杆件倾斜角度对金字塔型

点阵夹芯梁固有频率的影响相对于杆件半径的影

响小．杆件半径、杆件倾斜角度由小到大，点阵夹芯

梁高阶的固有频率比低阶的固有频率变化幅度大．
表 ４　 不同芯层高度下金字塔型点阵夹芯梁固有频率

（ ｒｃ ＝ １．０ｍｍ，α＝ ４５°，Ｌ＝ ８００ｍｍ，ｈｃ ＝ ６～２４ｍｍ，

ｈｆ ＝ １．５ｍｍ，ｈ＝ｈｃ＋２ｈｆ）

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄａｌ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ

ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｒｅ ｈｅｉｇｈｔｓ

（ ｒｃ ＝ １．０ｍｍ，α＝ ４５°，Ｌ＝ ８００ｍｍ，ｈｃ ＝ ６～２４ｍｍ，

ｈｆ ＝ １．５ｍｍ，ｈ＝ｈｃ＋２ｈｆ）

ｈｃ ／ ｈ ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ⁃ｏｒｄｅｒ
２ ／ ３ ３．６５５０９ １４．５３５０ ３２．３９０８
３ ／ ４ ３．８９８７２ １５．３４６０ ３３．６３６０
４ ／ ５ ４．０４５９９ １５．６３３９ ３３．３７３３
５ ／ ６ ４．１２５５３ １５．５２９２ ３２．０２４１
６ ／ ７ ４．１５５７２ １５．１２０８ ２９．９８４５
７ ／ ８ ４．１４６０８ １４．４８９３ ２７．６１００
８ ／ ９ ４．１０３６６ １３．７１１３ ２５．１６９０

从表 ４ 可以看出，芯子高度对点阵夹芯梁固有

频率的影响与杆件半径、杆件倾斜角度对点阵夹芯

梁固有频率影响的情况相似．随着芯子高度的增

加，点阵夹芯梁的固有频率先增大后减小，而与前

两者不同的是，点阵夹芯梁各阶固有频率达到极值

所对应的芯子高度随着阶数的增加而减小．因此，
在芯子变化的过程中夹芯梁上下蒙皮的厚度不变，
随着芯层高度的增加，上下蒙皮的距离不断增加，
夹芯梁的截面惯性矩也随之快速增大，这对于横向

振动梁固有频率的影响是相当大的．随着芯层高度

的增加，杆件半径不变，芯子的等效密度逐渐减小，

芯子的剪切刚度同样逐渐减小，使得梁的固有频率

呈减小的趋势．
由表 ２ 到表 ４ 可以看出，杆件半径、杆件倾斜

角度或芯子高度的改变都会引起刚度和惯性的变

化．无论哪个结构参数，对固有频率的影响都是相

当复杂的．因此点阵夹芯结构在实际应用中，必须

对材料和结构参数经过合理的优化．

４　 点阵夹芯梁在不同激振力下的非线性响应

取 ｒｃ ＝ １．０ｍｍ，α ＝ ４５°，Ｌ ＝ ８００ｍｍ， ｈｃ ＝ １５ｍｍ，
获得点阵夹芯梁的振动方程为：

∂２ｗ１

∂ｔ２
＋５．２μ

∂ｗ１

∂ｔ
＋１７．０１８ｗ１＋２１．１０７ｗ３

１＋

２５３．２７９ｗ２
２ｗ１＋１８９．９６０ｗ２

３ｗ１＋２５３．２７９ｗ３ｗ２
２

＝ ５．２ｆｃｏｓ（Ωｔ） （２３ａ）
∂２ｗ２

∂ｔ２
＋５．２μ

∂ｗ２

∂ｔ
＋２４１．１５７ｗ２＋３３７．７０６ｗ３

２＋

２５３．２７９ｗ２
１ｗ２＋５０６．５５９ｗ３ｗ１ｗ２＋

２２７９．５１５ｗ２
３ｗ２ ＝ ５．２ｆｃｏｓ（Ωｔ） （２３ｂ）

∂２ｗ３

∂ｔ２
＋５．２μ

∂ｗ３

∂ｔ
＋１０２５．５８７ｗ３＋１７０９．６３６ｗ３

３＋

２５３．２７９ｗ１ｗ２
２＋１８９．９６０ｗ３ｗ２

１＋２２７９．５１５ｗ３ｗ２
２

＝ ５．２ｆｃｏｓ（Ωｔ） （２３ｃ）

图 ６　 金字塔型点阵夹芯梁在不同大小激振力下的幅频响应

（ａ）第一阶模态 （ｂ）第二阶模态 （ｃ）第三阶模态 （ｄ）总响应

Ｆｉｇ． ６　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ ｂｅａｍ

ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ （ａ） ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ

（ｂ） ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ （ｄ） ｔｏｔａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

运用 Ｍａｔｌａｂ 程序对方程（２３）进行数值仿真，
取 μ＝ ０．２，ｆ ＝ １，３，６．利用龙格库塔法获得点阵夹芯

梁在不同激振力下的非线性响应，如图 ６ 所示．本
节主要关注激励参数和结构参数对点阵夹芯梁硬
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特性非线性、超谐共振响应的影响，故采用该方法

进行研究．关于其他非线性特征，若采用此方法进

行研究则存在一定局限．
如图 ６ｄ 所示，当 ｆ＝ １ 时，金字塔型点阵夹芯梁

的频响曲线表现出较弱的非线性，在各阶固有频率

处出现较低的共振峰，且随着阶数的增加，峰值逐

渐减小．金字塔型点阵夹芯梁的振幅随着激励的增

大而增大．随着激励的增大，图中各阶模态幅频响

应曲线的共振峰值全部右移，夹芯梁各阶模态的硬

特性变得更加明显．并且，各阶模态达到共振峰值

后发生的振幅跳跃现象也越明显，各阶模态共振频

带逐渐变宽．由图可以看出，第一阶模态的非线性

响应随激励幅值的变化最为明显．当 ｆ ＝ ３ 时，第一

阶和第二阶模态的幅频响应曲线，如图 ６ａ、ｂ 所示，
在低频激励段出现较小的突起，点阵夹芯梁出现了

超谐共振，即较低频率的激励引起较高频率的响

应．当 ｆ＝ ６ 时，第一阶和第二阶模态的超谐共振峰

值增大，并且可以看出跳跃现象更加明显且共振频

带进一步变宽．

５　 不同芯层参数下点阵夹芯梁的非线性响应

本节研究金字塔型点阵夹芯梁杆件半径、杆件

倾斜角度和芯子高度对非线性幅频响应的影响．具
体方法是在相同的激励幅值下改变其中的一个结

构参数，并保持其他的参数不变，获得幅频响应曲

线并进行分析．其中 μ ＝ ０．２，ｆ ＝ ６，幅频响应曲线如

图 ７～９ 所示．

图 ７　 不同的杆件半径下的幅值响应曲线

（ａ）第一阶模态 （ｂ）第二阶模态 （ｃ）第三阶模态 （ｄ）总响应

Ｆｉｇ． ７　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ

ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｓｔｒｕｔ ｒａｄｉｉ （ａ） ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ

（ｂ） ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ （ｄ） ｔｏｔａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

图 ８　 不同的杆件倾斜角度下的幅值响应曲线

（ａ）第一阶模态 （ｂ）第二阶模态 （ｃ）第三阶模态 （ｄ）总响应

Ｆｉｇ． ８　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ

ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｃｌｉｎａｔｉｏｎ ａｎｇｌｅｓ （ａ） ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ

（ｂ） ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ （ｄ） ｔｏｔａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

图 ９　 不同的芯层高度下的幅值响应曲线

（ａ）第一阶模态 （ｂ）第二阶模态 （ｃ）第三阶模态 （ｄ）总响应

Ｆｉｇ． ９　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｐｙｒａｍｉｄ ｌａｔｔｉｃｅ ｔｒｕｓｓ ｃｏｒｅ ｓａｎｄｗｉｃｈ

ｂｅａｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｃｏｒｅ ｈｅｉｇｈｔｓ （ａ） ｔｈｅ ｆｉｒｓｔ ｍｏｄｅ

（ｂ） ｔｈｅ ｓｅｃｏｎｄ ｍｏｄｅ （ｃ） ｔｈｅ ｔｈｉｒｄ ｍｏｄｅ （ｄ） ｔｏｔａｌ ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ

如图 ７ 所示，当杆件半径分别为 ０． ５ｍｍ、１．
０ｍｍ、１．５ｍｍ 时，第一阶模态共振峰的形状变化较

小，即幅频响应曲线所表现出的硬特性非线性、共
振峰处的跳跃和频带宽度发生的变化相对较小．由
于具有不同杆件半径的点阵夹芯梁的第三阶固有

频率存在较大差异，故其第三阶模态的幅频响应与

其他两阶模态存在较明显的变化．如图 ７ａ 所示，当
杆件半径变化时，第一阶模态处发生的超谐共振幅

值基本保持不变．图 ７ｂ 表示， 当杆件半径逐渐减小

时，第二阶模态的超谐共振逐渐增强，该模态主共

振的最大振幅在 ｒｃ ＝ ０．５ｍｍ 时最小，在 ｒｃ ＝ １．０ｍｍ
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时最大．如图 ７ｃ 所示，当杆件半径最小，即 ｒｃ ＝ ０．５
ｍｍ 时，激振力处于较低频段即可引起第三阶模态

的响应，尤其是激励频率处于 １８ 附近时，产生了较

大幅度的响应．
如图 ８ 所示，当杆件倾斜角度分别为 ３０°、４５°、

６０°时，各阶模态幅频响应曲线均显示出硬特性非

线性．当杆件倾斜角度变化时，第一阶模态的响应

峰值基本保持不变，如图 ８ａ 所示．图 ８ｂ 中，当杆件

倾斜角度逐渐减小时，第二阶模态处的超谐共振幅

值逐渐增大．与杆件半径的影响相同，杆件倾斜角

度的变化也引起了共振峰值所对应的频率的变化．
图 ９ 为芯层厚度分别取 １０ｍｍ、１５ｍｍ、２０ｍｍ 时，各
阶模态的幅频响应曲线．随着芯层高度的增大，各
阶模态的主共振峰值明显增大，尤其是前两阶模态

更为显著．各阶模态共振频带逐渐变宽，以第三阶

模态最为明显．第一阶模态与第二阶模态的超谐共

振幅值同样变大．当芯层高度最大，即 ｈｃ ＝ ２０ｍｍ
时，低频激励对于第三阶模态的影响最大，如图 ９ｃ
所示．

６　 结论

本文主要研究了结构参数对金字塔型点阵夹

芯梁振动特性的影响，有如下结论：
（１）金字塔型点阵夹芯梁的固有频率随着杆

件半径的增大呈先增后减的趋势，且各阶固有频率

达到极值所对应的杆件半径随着阶数的增加而增

大；杆件倾斜角度对点阵夹芯梁固有频率的影响与

杆件半径对夹芯梁固有频率影响的规律相同，且杆

件倾斜角度对夹芯梁固有频率的影响比较小；芯子

高度对点阵夹芯梁固有频率的影响与前两者相似，
不同点为各阶固有频率达到极值所对应的芯子高

度随着阶数的增加而减小．
（２）金字塔型点阵夹芯梁的幅频响应随着激

励幅值的增大而增大．随着激励幅值的增大，各阶

模态共振峰值处的跳跃现象更加明显，共振频带逐

渐变宽．第一、二阶模态可以发生超谐共振，其响应

幅值逐渐增大．芯层结构参数的变化对金字塔型点

阵夹芯梁的非线性幅频响应存在较大影响．主共振

响应的共振频率、响应振幅和共振频带宽度均会随

着芯层结构参数的变化而改变．值得注意的是，相
同激励下，通过改变点阵夹芯梁的任一芯层参数，
都能够使夹芯梁发生超谐共振，换言之，通过改变

芯层参数，能够避免夹芯梁超谐共振的发生．
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