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摘要　 应用随机平均法研究了高斯白噪声激励下含有分数阶阻尼项的 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的稳态响应．首

先应用基于广义谐和函数的随机平均法得到系统关于幅值的平均伊藤微分方程并建立相应的平稳 ＦＰＫ 方程，

求解该平稳 ＦＰＫ 方程的近似理论解得到系统幅值的稳态概率密度．分析幅值、位移和速度的稳态概率密度探

究分数阶阻尼项以及其它参数对系统稳态响应的影响．发现降低分数阶的阶数可以增强系统的响应而增大

分数阶的系数可以减弱系统响应．最后对原系统进行 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟验证近似理论解的有效性．

关键词　 响应，　 分数阶，　 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ，　 高斯白噪声，　 随机平均法，　 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 模拟

ＤＯＩ：　 １０．６０５２ ／ １６７２⁃６５５３⁃２０１７⁃０６０

引言

Ｅｉｎｓｔｅｉｎ 在 １９０５ 年首次提出了随机激励下的

强非线性系统． 它可以广泛地应用于力学、控制、生
物、航天科学、金融、社会科学以及粘弹性材料等众

多领域中［１－５］ ．非线性系统自被提出以来一直都是

非常具有吸引力和发展前景的研究领域．然而随着

深入的研究，人们发现许多实际系统中存在记忆因

子而不能用传统的整数阶模型进行模拟［６，７］ ．为解

决这个问题 Ｂａｇｌｅｙ 和 Ｔｏｒｖｉｋ 在文献［８，９］中证明

了分数阶导数模型能够更好地模拟粘弹性材料． 另
外越来越多的研究［１０－１４］ 表明含有分数阶导数的非

线性系统比传统的整数阶系统能更精确地模拟实

际物理系统的内部性质且给出更合理的解释．
事实上，近年来研究者们已应用多种方法研究

了在不同噪声激励下的分数阶非线性系统的动力

学行为，取得了丰硕的成果：文献［１５］应用广义谐

波技术和能量包线随机平均法研究了在高斯白噪

声激励下含有分数阶的 Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子的稳态响应．
文献［１６］讨论了高斯白噪声激励下含有 Ｃａｐｕｔｏ 型

分数阶阻尼的非线性碰撞振动系统的随机分岔． 该
文献主要应用了 Ｚｈｕｒａｖｌｅｖ 非光滑变换和随机平均

法．文献［１７］利用随机平均法探究了分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ
振子在谐和力和白噪声共同激励下的随机跳跃和

随机分岔． 应用随机平均法文献［１８］讨论了分数

阶单自由度非线性系统在高斯白噪声激励下的响

应和稳态． 在文献［１９］中应用随机平均法研究了

一系列含有 Ｃａｐｕｔｏ 型分数阶导数的自激系统在高

斯白噪声激励下的随机响应． 文献［２０］研究了实

噪声激励下含有分数阶阻尼项的多自由度非线性

振子的首次穿越损坏． 上述的研究基本上是应用标

准随机平均法或者能量包线随机平均法．可以看到

随机平均法不仅可以简化运动方程还可以降低方

程的维数，因此经常被用来求解含有分数阶导数的

非线性系统的近似理论解．
除了随机平均法还有许多其它有效的方法来

求解分数阶非线性系统的理论解．比如文献［２１］应
用摄动法分析了含有分数阶阻尼项的拟线性系统

在泊松白噪声激励下的响应． 文献［２２，２３］ 应用

Ｌ⁃Ｐ 方法和多尺度方法研究含有分数阶阻尼项的

Ｄｕｆｆｉｎｇ 振子的动力学响应． 频域方法被应用于研

究分数阶随机系统［２４］ ． 在文献［２５］中提出用特征

向量展开方法和拉普拉斯变换方法研究含有分数

阶阻尼的随机动力学系统．
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Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统是非常具有代表性的

强非线性模型而且被广泛应用于科学、生物、工程

等很多领域． 在文献［２６］中用随机双 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ
ｄｅｒ Ｐｏｌ 网络模型模拟了脑电图信号的输出．前面的

文献中涉及到多种噪声，其中高斯白噪可用具体数

学表达式表述，便于推导分析和运算．在这篇文章

中应用随机平均法研究高斯白噪声激励下分数阶

Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的稳态响应．
文章结构如下： 第 １ 节介绍分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃

Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统模型和 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｅ 型分数阶

导数的定义． 第 ２ 节应用随机平均法求得原系统幅

值的平均伊藤微分方程并建立相应的 ＦＰＫ 方程，
求解 ＦＰＫ 方程得到幅值的稳态概率密度． 第 ３ 节

通过稳态概率密度分析参数变化对系统稳态响应

的影响， 并对原系统进行 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟检

验理论结果的有效性． 第 ４ 节给出文章结论．

１　 系统模型

考虑如下高斯白噪声激励下含有分数阶导数

的 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统：
Ｘ̈＋（δ１＋δ２Ｘ２） Ｘ̇＋χＤαＸ（ｔ）＋ω２Ｘ＋μＸ３ ＝ξ（ｔ） （１）

这里 δ１ 表示线性阻尼的系数；δ２ 为非线性阻尼的

系数；ω 无阻尼系统的自然频率；μ 为非线性的强

度；ｇ（Ｘ）＝ ω２Ｘ＋μＸ３ 代表回复力是强非线性函数；分

数阶导数 ＤαＸ（ｔ）采用 Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义：

ＤαＸ（ ｔ） ＝ １
Γ（１ － α）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０

Ｘ（ ｔ － τ）
τ α ｄτ （２）

这里 α（０＜α＜１）是分数阶的阶数，Γ（·）是伽马函

数，χ 表示分数阶导数项的系数． ξ（ ｔ）为高斯白噪

声，均值和方差分别为：
Ｅ［ξ（ ｔ）］ ＝ ０ （３）
Ｅ［ξ（ ｔ）ξ（ ｔ－τ）］ ＝ ２Ｄδ（τ） （４）

其中 δ（τ）是狄拉克函数．

２　 随机平均法和近似解

根据广义谐和函数系统（１）在原点附近的运

动可以近似为周期的，因此有如下变换［２７］：
Ｘ（ ｔ）＝ Ａ（ ｔ）ｃｏｓΘ（ ｔ） （５ａ）
Ｘ̇（ ｔ）＝ －Ａ（ ｔ）ν（Ａ，Θ）ｓｉｎΘ（ ｔ） （５ｂ）

其中，
Θ（ ｔ）＝ Ψ（ ｔ）＋Γ（ ｔ） （６）

ｖ（Ａ，Θ）＝ ｄΨ
ｄｔ

＝ ２［Ｕ（Ａ）－Ｕ（ＡｃｏｓΘ）］
Ａ２ｓｉｎ２Θ

＝［（ω２＋３μＡ２ ／ ４）（１＋λｃｏｓ２Θ）］ １ ／ ２ （７）
其中，

λ＝μＡ２ ／ （４ω２＋３μＡ２） （８）

Ｕ（Ｘ）＝ １
２
ω２Ｘ２＋ １

４
μＸ４ （９）

这里 Ｕ（Ｘ）是势函数；ｃｏｓΘ（ ｔ）和 ｓｉｎΘ（ ｔ）表示广义

谐和函数；ν（Ａ，Θ）和 Θ（ ｔ）分别表示系统的瞬时频

率和瞬时相位．
现把 ν（Ａ，Θ）展开成傅立叶级数的形式如下：

ν（Ａ，Θ） ＝ ∑
∞

ｒ ＝ ０
ｂ２ｒ（Ａ）ｃｏｓ（２ｒΘ） （１０）

ｂ２ｒ（Ａ） ＝ １
２π∫

２π

０
ν（Ａ，Θ）ｃｏｓ（２ｒΘ）ｄΘ （１１）

方程（１０）关于 Θ 在［０，２π］上积分得到近似

平均频率，即：

φ（Ａ） ＝ １
２π∫

２π

０
ν（Ａ，Θ）ｄΘ

＝ （ω ２ ＋ ３μＡ） １ ／ ２（１ － λ ２ ／ １６）
＝ ｂ０（Ａ） （１２）

把方程（１２）代入方程（６）可得到 Θ（ ｔ）的近似

表达式：
Θ（ ｔ）≈φ（Ａ） ｔ＋Γ（ ｔ） （１３）
由于 Ａ（ ｔ）和 Γ（ ｔ）是关于时间 ｔ 的慢变过程，

所以可由方程（１３）得到如下近似表达式：
Θ（ ｔ－τ）≈Θ（ ｔ）－φ（Ａ）τ （１４）
这里方程（５ａ）和方程（５ｂ）是从平面（Ｘ，Ｘ̇）到

平面（Ａ，Γ）的广义 Ｖａｎ⁃ｄｅｒ ｐｏｌ 变换． 由原系统根

据变换（５ａ）和（５ｂ）得到关于赋值 Ａ 和相位 Γ 的随

机微分方程，即：
ｄＡ
ｄｔ

＝Ｍ１１（Ａ，Γ）＋Ｍ１２（Ａ，Γ）＋Ｇ１（Ａ，Γ）ξ（ ｔ）

ｄΓ
ｄｔ

＝Ｍ２１（Ａ，Γ）＋Ｍ２２（Ａ，Γ）＋Ｇ２（Ａ，Γ）ξ（ ｔ） （１５）

其中，

Ｍ１１ ＝
Ａν（Ａ，Θ）ｓｉｎΘ

ｇ（Ａ）
χＤα（ＡｃｏｓΘ）

Ｍ１２ ＝
（δ１＋δ２Ａ２ｃｏｓ２Θ）Ａ２ν２（Ａ，Θ）ｓｉｎ２Θ

ｇ（Ａ）

８０３
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Ｍ２１ ＝
ν（Ａ，Θ）ｃｏｓΘ

ｇ（Ａ）
χＤα（ＡｃｏｓΘ）

Ｍ２２ ＝ －
（δ１＋δ２Ａ２ｃｏｓ２Θ）Ａν２（Ａ，Θ）ｓｉｎΘｃｏｓΘ

ｇ（Ａ）

Ｇ１ ＝ －Ａν（Ａ，Θ）ｓｉｎΘ
ｇ（Ａ）

Ｇ２ ＝ －ν（Ａ，Θ）ｃｏｓΘ
ｇ（Ａ）

（１６）

由方程（１５）可得到 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ 随机微分方

程，加上 Ｗｏｎｇ⁃Ｚａｋａｉ［２８］ 修正项并平均后可得对应

的伊藤平均微分方程：
ｄＡ＝ｍ（Ａ）ｄｔ＋σ（Ａ）ｄＢ（ ｔ） （１７）

其中漂移项和扩散项分别为：

ｍ（Ａ）＝ 〈Ｍ１１＋Ｍ１２＋Ｄ
∂Ｇ１

∂Ａ
Ｇ１＋Ｄ

∂Ｇ１

∂Γ
Ｇ２〉Θ

σ２（Ａ）＝ 〈２ＤＧ１Ｇ２〉Θ （１８）
这里〈·〉Θ 是关于 Θ 在［０，２π］上的平均．

考虑近似关系式（１４），含有分数阶导数项的

〈Ｍ１１〉Θ 可进一步化简为：

〈Ｍ１１〉Θ ＝
χ

ｇ（Ａ）
ｌｉｍ
Ｔ→∞∫

Ｔ

０
Ｄα（ＡｃｏｓΘ）Ａν（Ａ，Θ）ｓｉｎΘｄｔ

≈
－ χ

ｇ（Ａ）Γ（１ － α）
１
Ｔ

ｌｉｍ
Ｔ→∞∫

Ｔ

０
Ａｇ（ＡｃｏｓΘ） ×

[ ｃｏｓΘ∫ｔ
０

ｃｏｓ（φτ）
τ α ｄτ ＋

ｓｉｎΘ∫ｔ
０

ｓｉｎ（φτ）
τ α ｄτ ]ｄｔ （１９）

为进一步化简〈Ｍ１１〉Θ，引入以下两个等式：

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０

ｃｏｓ（φτ）
τ ｑ ｄτ ＝ φ ｑ－１Γ（１ － ｑ）ｓｉｎ ｑπ

２

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

０

ｓｉｎ（φτ）
τ ｑ ｄτ ＝ φ ｑ－１Γ（１ － ｑ）ｃｏｓ ｑπ

２
（２０）

将方程（１８）代入方程（１７）中并整理得到：

〈Ｍ１１〉Θ ＝ －
χｓｉｎ（απ ／ ２）（ω２Ａ＋３μＡ３ ／ ４）

２（ω２＋μＡ２）φ１－α （２１）

最后，平均漂移系数和平均扩散系数分别为：

ｍ（Ａ）＝ －
χｓｉｎ（απ ／ ２）（ω２Ａ＋３μＡ３ ／ ４）

２（ω２＋μＡ２）φ１－α －

δ１

ｇ（Ａ）
（ １
２
ω２Ａ２＋ ５

１６
μＡ４）－

δ２

ｇ（Ａ）
（ １
８
ω２Ａ４＋ ３

３２
μＡ６）＋

Ｄ ８ω４＋３ω２μＡ２＋μ２Ａ４

１６ （ω２＋μＡ２） ３Ａ
（２２）

σ２（Ａ）＝ Ｄ ω２＋５μＡ２ ／ ８
（ω２＋μＡ２） ２ （２３）

建立与方程（１７）相对应的 ＦＰＫ 方程，即：
∂ｐ
∂ｔ

＝ － ∂
∂Ａ

［ｍ（Ａ）ｐ］＋ １
２

∂２

∂Ａ２［σ
２（Ａ）ｐ］ （２４）

这里 ＦＰＫ 方程关于 Ａ 的边界条件为当 Ａ ＝ ０
时 ｐ＝ ｆｉｎｉｔｅ 以及当 Ａ→∞时 ｐ、∂ｐ ／ ∂Ａ→０． 依据这些

边界条件求解 ＦＰＫ 方程（２４）得到原系统（１）幅值

的稳态概率密度：

ｐ（Ａ） ＝ Ｃ
σ ２（Ａ）

ｅｘｐ ∫Ａ
０

２ｍ（ ｓ）
σ ２（ ｓ）

ｄｓé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （２５）

其中 Ｃ 表示归一化常数，ｍ（ ｓ）和 σ２（ ｓ）的表达式由

（２２）式和（２３）式给出．
总能 Ｈ 的稳态概率密度为：

ｐ（Ｈ）＝ ｐ（Ａ） ｄＡ
ｄＨ

＝ ｐ（Ａ）
ｇ（Ａ） Ａ＝Ｕ－１（Ｈ）

（２６）
Ａ＝Ｕ－１（Ｈ）表示 Ｈ ＝Ｕ（Ａ）的反函数；Ｈ 表示系统的

总能．
广义位移 Ｘ 和速度 Ｘ̇ 的联合稳态概率密度

为：

ｐ（Ｘ，Ｘ̇）＝ ｐ（Ｈ）
Ｔ（Ｈ） Ｈ＝ Ｘ̇２ ／ ２＋Ｕ（Ｘ）

（２７）

其中，

Ｔ（Ｈ）＝ ２π
φ（Ａ） Ａ＝Ｕ－１（Ｈ）

（２８）

最后可得关于位移 Ｘ 和速度 Ｘ̇ 的边缘分布：

ｐ（Ｘ） ＝ ∫＋∞

－∞
ｐ（Ｘ，Ｘ̇）ｄＸ̇ （２９）

ｐ（ Ｘ̇） ＝ ∫＋∞

－∞
ｐ（Ｘ，Ｘ̇）ｄＸ （３０）

３　 稳态响应和参数分析

分析系统参数和噪声强度的变化对系统稳态

响应的影响，并对原系统进行 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模

拟验证理论方法的有效性［２９，３０］ ．图 １ 给出了幅值

Ａ、位移 Ｘ 和速度 Ｘ̇（Ｙ＝ Ｘ̇）的稳态概率密度曲线．其
中实线表示理论结果，圆点表示原系统的 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ 数值模拟结果．参数取值如下：α ＝ ０．７，χ ＝ ４，
ω＝ ２，μ＝ １．６， Ｄ＝ ０．０６，δ１ ＝ ０．０５，δ２ ＝ －０．０５． 由图 １
知近似解析解与原系统的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟结

果相吻合．这表明随机平均法可以有效地求解高斯

白噪声激励下分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的稳
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态响应．

图 １（ａ） 　 幅值 Ａ 的稳态概率密度曲线

Ｆｉｇ． １（ａ） 　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ

图 １（ｂ） 　 速度 Ｙ 的稳态概率密度曲线

Ｆｉｇ． １（ｂ） 　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｙ

图 １（ｃ） 　 位移 Ｘ 的稳态概率密度曲线

Ｆｉｇ． １（ｃ） 　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｘ

图 ２ 给出了对于不同分数阶 α 的幅值 Ａ 的稳

态概率密度曲线．参数取值如下：χ ＝ ３，ω ＝ ２，μ ＝
１．５，Ｄ＝ ０．０６，δ１ ＝ ０．０５，δ２ ＝ －０．０５． 其中实线表示理

论结果，圆点表示原系统的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟

结果．图 ２ 显示随着 α 增大，曲线的峰值也逐渐增

大，峰值的位置逐渐向左移．稳态概率密度曲线的

峰值越高，表示峰值处的概率越大，即分数阶的阶

数 α 越大，系统在小振幅处取值的概率就越大．由
此可以得出增大 α 可以减弱系统的稳态响应．这个

结论也可由图 ３ 得到证实．由图 ３ 可看出 α 增大

时，位移的时间历程图变窄，反应系统的稳态响应

随着 α 增大而减弱．另一方面我们也可以由广义速

度和位移的稳态联合概率密度来分析 α 对系统稳

态响应的影响．图 ４ 给出了不同分数阶 α 的稳态联

合概率密度．可以看到随着 α 的增大，图像由粗矮

状逐渐变细、增高．这表示增大 α 时，系统的响应逐

渐减弱．这里指出图 ３ 和图 ４ 中的参数取值和图 ２
中的参数取值是一样的．

图 ２　 对于不同分数阶数 α 幅值 Ａ 的稳态概率密度曲线

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ α

图 ３（ａ） 　 对于不同分数阶数 α 位移 Ｘ 的时间历程图

Ｆｉｇ． ３（ａ） 　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｘ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ α

图 ３（ｂ）　 对于不同分数阶数 α 位移 Ｘ 的时间历程图

Ｆｉｇ． ３（ｂ） 　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｘ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ α

图 ３（ｃ） 　 对于不同分数阶数 α 位移 Ｘ 的时间历程图

Ｆｉｇ． ３（ｃ） 　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｘ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ α

图 ５ 给出对于不同分数阶系数 χ 的幅值稳态

概率密度曲线．参数取值如下：α ＝ ０．９，ω ＝ ０．８，μ ＝
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４，Ｄ＝ ０．０４，δ１ ＝ ０．０５，δ２ ＝ －０．０５．其中实线表示理论

结果，圆点表示原系统的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟结

果．观察图 ５ 可以看出随着 χ 的增大，概率密度曲

线的峰值增大并且峰值的位置逐渐左移，由此分析

得到增大 χ 同样可以减弱系统的稳态响应．

图 ４（ａ） 　 关于广义位移 Ｘ 和速度 Ｙ 的稳态联合概率密度

Ｆｉｇ． ４（ａ） 　 Ｊｏｉｎｔ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ

ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｘ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｙ

图 ４（ｂ）　 关于广义位移 Ｘ 和速度 Ｙ 的稳态联合概率密度

Ｆｉｇ． ４（ｂ） 　 Ｊｏｉｎｔ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ

ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｘ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｙ

图 ４（ｃ） 　 关于广义位移 Ｘ 和速度 Ｙ 的稳态联合概率密度

Ｆｉｇ． ４（ｃ） 　 Ｊｏｉｎｔ ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ

ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ Ｘ ａｎｄ ｖｅｌｏｃｉｔｙ Ｙ

在实际系统中噪声对系统的影响是不可忽视

的．图 ６ 给出了不同噪声强度 Ｄ 影响下幅值的稳态

概率密度曲线．实线表示理论结果，圆点表示原系

统的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟结果．参数取值如下：α＝
０．６，ω＝ ２，μ＝ １．２，χ＝ ２，δ１ ＝ ０．０５，δ２ ＝ －０．０５． 观察图

６ 可以看出增大噪声强度 Ｄ 幅值 Ａ 的稳态概率密

度曲线的峰值逐渐减小，并且峰值的位置逐渐向右

移．说明增大 Ｄ 能够增强系统的稳态响应．

图 ５　 对于不同分数阶系数 χ 幅值 Ａ 的稳态概率密度曲线

Ｆｉｇ． ５　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ χ

图 ６　 对于不同噪声强度 Ｄ 幅值 Ａ 的稳态概率密度曲线

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｒａｎｄｏｍ ｉｎｔｅｎｓｉｔｉｅｓ Ｄ

最后图 ７ 给出了不同自然频率 ω 影响下的稳

态概率密度．参数取值如下：α＝ ０．６，μ ＝ １．５，χ ＝ １．２，
Ｄ＝ ０．０６，δ１ ＝ ０．０５，δ２ ＝ －０．０５．实线表示理论结果，圆
点表示原系统的 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟结果．从图 ７
中分析得增大 ω 可以减弱系统的稳态响应．

图 ７　 对于不同自然频率 ω 幅值 Ａ 的稳态概率密度曲线

Ｆｉｇ． ７　 Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｅｎｓｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ Ａ

ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ω

４　 结论

本文研究了高斯白噪声激励下分数阶 Ｄｕｆｆｉｎｇ⁃
Ｖａｎ ｄｅｒ Ｐｏｌ 系统的稳态响应． 应用广义谐和函数

和随机平均法将原系统转化为关于幅值的平均伊
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藤微分方程，进而建立相应的 ＰＦＫ 方程，并求解得

到幅值的稳态概率密度的近似解析解． 对原系统进

行 Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ 数值模拟验证了理论结果的有效性．
分析结果得出：增大分数阶阶数 α、分数阶系数 χ

以及自然频率 ω 都能明显地减弱系统的稳态响应．
相反地，增大高斯白噪声的强度 Ｄ 可以增强系统

的稳态响应．

参　 考　 文　 献

１　 Ｗｕ Ｗ Ｆ，Ｌｉｎ Ｙ Ｋ． Ｃｕｍｕｌａｎｔ⁃ｎｅｇｌｅｃｔ ｃｌｏｓｕｒｅ ｆｏｒ ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ
ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ ｕｎｄｅｒ ｒａｎｄｏｍ ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ａｎｄ ｅｘｔｅｒｎａｌ ｅｘｃｉｔａ⁃
ｔｉｏｎｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，
１９８４，１９（４）：３４９～３６２

２　 Ｚｅｎｇ Ｙ， Ｚｈｕ Ｗ Ｑ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ａｖｅｒａｇｉｎｇ ｏｆ ｎ⁃ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｎｏｎ⁃ｌｉｎｅａｒ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ ｎｏｎ⁃Ｇａｕｓｓｉａｎ ｗｉｄｅ⁃
ｂａｎｄ ｒａｎｄｏｍ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅ⁃
ａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１０，４５（５）：５７２～５８６

３　 Ｚｈｕ Ｗ Ｑ， Ｃａｉ Ｇ Ｑ． Ｒａｎｄｏｍ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｓｙｓ⁃
ｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｂｒｏａｄ⁃ｂａｎｄ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ
Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１，４６（５）：７２０～７２６

４　 Ｌｉｎｇ Ｑ， Ｊｉｎ Ｘ Ｌ， Ｈｕａｎｇ Ｚ Ｌ． Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ＳＤ⁃
ＯＦ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｕｎｄｅｒ ｗｉｄｅｂａｎｄ ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ．
Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｒａｎｋｌｉｎ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ， ２０１１，３４８ （ ８）：２０２６ ～
２０４３

５　 李东武，徐超． 基于时频域交替法的迟滞非线性振动系

统的稳态响应分析． 动力学与控制学报， ２０１６，１４（３）：
２１７～２２２ （Ｌｉ Ｄ Ｗ， Ｘｕ Ｃ． Ａｌｔｅｒｎａｔｉｎｇ ｔｉｍｅ ／ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｄｏ⁃
ｍａｉｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇ ｔｈｅ ｓｔｅａｄｙ⁃ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ
ｈｙｓｔｅｒｅｓｉｓ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒａｔｉｏｎ ｓｙｓｔｅｍｓ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｄｙｎａｍｉｃｓ
ａｎｄ Ｃｏｎｔｒｏｌ， ２０１６，１４（３）：２１７～２２２ （ｉｎ Ｃｈｉｎｅｓｅ））

６　 Ｍａｉｎａｒｄｉ Ｆ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ ａｎｄ ｗａｖｅｓ ｉｎ ｌｉｎｅａｒ ｖｉｓ⁃
ｃｏｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ： ａｎ ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ｔｏ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌｓ． Ｉｍｐｅ⁃
ｒｉａｌ Ｃｏｌｌｅｇｅ Ｐｒｅｓｓ， ２０１０：３６８

７　 Ａｌｖｅｌｉｄ Ｍ， Ｅｎｅｌｕｎｄ Ｍ． Ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｏｆ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ ｔｈｉｎ ｒｕｂ⁃
ｂｅｒ ｌａｙｅｒ ｗｉｔｈ ｅｍｐｈａｓｉｓ ｏｎ ｄａｍｐｉｎｇ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ ａｎｄ
Ｖｉｂｒａｔｉｏｎ， ２００７，３００（３－５）：６６２～６７５

８　 Ｂａｇｌｅｙ Ｒ Ｌ， Ｔｏｒｖｉｋ Ｐ Ｊ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ—Ａ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ
ａｐｐｒｏａｃｈ ｔｏ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｄａｍｐｅｄ ｓｔｒｕｃ⁃
ｔｕｒｅｓ． Ａｉａａ Ｊｏｕｒｎａｌ， ２０１２，２１（５）：７４１～７４８

９　 Ｂａｇｌｅｙ Ｒ Ｌ， Ｔｏｒｖｉｋ Ｐ Ｊ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｃａｌｃｕｌｕｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｒａｎｓｉｅｎｔ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃａｌｌｙ ｄａｍｐｅｄ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ． Ａｉａａ Ｊｏｕｒ⁃
ｎａｌ， １９８５，２３（６）：９１８～９２５

１０　 Ｍａｃｈａｄｏ Ｊ Ａ Ｔ． Ａｎｄ Ｉ ｓａｙ ｔｏ ｍｙｓｅｌｆ： Ｗｈａｔ ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
ｗｏｒｌｄ！． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｌｃｕｌｕｓ ａｎｄ Ａｐｐｌｉｅｄ Ａｎａｌｙｓｉｓ， ２０１１，

１４（４）：６３５～６５４

１１　 Ｍａｃｈａｄｏ Ｊ Ａ Ｔ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｒｄｅｒ ｍｏｄｅｌｌｉｎｇ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ⁃

ｏｒｄｅｒ ｈｏｌｄｓ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１２，７０（１）：７８９～７９６

１２　 Ｍａｃｈａｄｏ Ｊ Ａ Ｔ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ Ｃａｌｃｕｌｕｓ： Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｉｎ ｍｏｄ⁃

ｅｌｉｎｇ ａｎｄ ｃｏｎｔｒｏｌ． Ｓｐｒｉｎｇｅｒ Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ， ２０１３：２７９～２９５

１３　 Ｍａｃｈａｄｏ Ｊ Ａ Ｔ， Ｃｏｓｔａ Ａ Ｃ， Ｑｕｅｌｈａｓ Ｍ Ｄ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｙ⁃

ｎａｍｉｃｓ ｉｎ ＤＮＡ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ

Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１１，１６（８）：２９６３～２９６９

１４　 Ｍａｉｎａｒｄｉ Ｆ． Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｒｅｌａｘａｔｉｏｎ⁃ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｄｉｆｆｕｓｉｏｎ⁃ｗａｖｅ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ． Ｃｈａｏｓ Ｓｏｌｉｔｏｎｓ ａｎｄ Ｆｒａｃｔａｌｓ，

１９９６，７（９）：１４６１～１４７７

１５　 Ｃｈｅｎ Ｌ Ｃ， Ｗａｎｇ Ｗ Ｈ， Ｌｉ Ｚ Ｓ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｏｆ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｈａｒｄｅｎｉｎｇ ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ ａｎｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ． Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，

２０１３，４８：４４～５０

１６　 Ｙａｎｇ Ｙ Ｇ， Ｘｕ Ｗ， Ｓｕｎ Ｙ Ｈ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｓ

ｉｎ ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｖｉｂｒｏｉｍｐａｃｔ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａ⁃

ｔｉｖｅ ｕｎｄｅｒ ｒａｎｄｏｍ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ． Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｎｏｎｌｉｎ⁃

ｅａｒ Ｓｃｉｅｎｃｅ ａｎｄ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ， ２０１７，４２：６２～７２

１７　 Ｃｈｅｎ Ｌ Ｃ， Ｚｈｕ Ｗ Ｑ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｊｕｍｐ ａｎｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ

Ｄｕｆｆｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｄａｍｐｉｎｇ ｕｎｄｅｒ

ｃｏｍｂｉｎｅｄ ｈａｒｍｏｎｉｃ ａｎｄ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ． Ｉｎｔｅｒｎａ⁃

ｔｉｏｎａｌ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎｏｎ⁃Ｌｉｎｅａｒ Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１，４６（１０）：

１３２４～１３２９

１８　 Ｈｕａｎｇ Ｚ Ｌ， Ｊｉｎ Ｘ Ｌ． Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎｄ ｓｔａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ａ ＳＤＯＦ

ｓｔｒｏｎｇｌｙ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｓｙｓｔｅｍ ｗｉｔｈ ｌｉｇｈｔ ｄａｍｐｉｎｇ

ｍｏｄｅｌｅｄ ｂｙ ａ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｎｄ Ｖｉｂｒａ⁃

ｔｉｏｎ， ２００９，３１９（３）：１１２１～１１３５

１９　 Ｙａｎｇ Ｙ Ｇ， Ｘｕ Ｗ， Ｇｕ Ｘ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ

ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｓｅｌｆ⁃ｅｘｃｉｔｅｄ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ Ｃａｐｕｔｏ⁃ｔｙｐｅ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ

ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｄｒｉｖｅｎ ｂｙ Ｇａｕｓｓｉａｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ． Ｃｈａｏｓ， Ｓｏｌｉｔｏｎｓ

ａｎｄ Ｆｒａｃｔａｌｓ， ２０１５，７７：１９０～２０４

２０　 Ｃｈｅｎ Ｌ Ｃ， Ｚｈｕ Ｗ Ｑ． Ｆｉｒｓｔ ｐａｓｓａｇｅ ｆａｉｌｕｒｅ ｏｆ ＳＤＯＦ ｎｏｎ⁃

ｌｉｎｅａｒ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｗｉｔｈ ｌｉｇｈｔｌｙ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ｄａｍｐｉｎｇ

ｕｎｄｅｒ ｒｅａｌ ｎｏｉｓｅ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ． Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ Ｍｅ⁃

ｃｈａｎｉｃｓ， ２０１１，２６（２）：２０８～２１４

２１　 Ｙａｎｇ Ｙ Ｇ， Ｘｕ Ｗ， Ｙａｎｇ Ｇ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ

ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｑｕａｓｉ⁃ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍｓ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

ｅｘｃｉｔｅｄ ｂｙ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｗｈｉｔｅ ｎｏｉｓｅ． Ｃｈａｏｓ， ２０１６， ２６ （ ８）：

０８３１０２

２２　 Ｘｕ Ｙ， Ｌｉ Ｙ Ｇ， Ｌｉｕ Ｄ， ｅｔ ａｌ． Ｒｅｓｐｏｎｓｅｓ ｏｆ Ｄｕｆｆｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａ⁃

ｔｏｒ ｗｉｔｈ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｄａｍｐｉｎｇ ａｎｄ ｒａｎｄｏｍ ｐｈａｓｅ． Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ

Ｄｙｎａｍｉｃｓ， ２０１３，７４（３）：７４５～７５３

２３　 Ｘｕ Ｙ， Ｌｉ Ｙ Ｇ， Ｌｉｕ Ｄ． Ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ

ｗｉｔｈ ｖｉｓｃ⁃ｏｅｌａｓｔｉｃ ｔｅｒｍ ｕｎｄｅｒ ｒａｎｄｏｍ ｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

２１３
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