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摘要　 综述了近年来时滞耦合系统动力学的研究进展，重点阐述了稳定性与分岔、同步以及复杂动力学等

方面的一些理论和方法的研究结果，对进一步的研究工作提出了若干展望．
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引言

近年来，航空航天、车辆机械、动力控制、生物

医药以及社会学等诸多不同领域中的耦合问题受

到了广泛的关注［１－５］ ．例如，绳系卫星是由卫星与航

天飞机、宇宙飞船或空间站之间通过绳或链的相互

耦合连接组成．又如，高度发达的人类大脑包含着

数以亿计的神经细胞，它们通过广泛的耦合连接而

构成极为庞大而复杂的生物神经系统．此外，编队

飞行、车辆跟驰、砂轮磨床、动力吸振器、汽车悬挂

系统、机器人协同控制、激光系统、传染病以及动物

种群迁移等方面也都存在着耦合作用［６－１３］ ．在许多

领域中，耦合系统已成为重要的研究对象．
鉴于信号的采集和有限传输时间、记忆效应以

及物理和化学性质等，时滞现象普遍存在于自然科

学和工程实际中［１，７，１４－１７］ ．在耦合系统中，各个子系

统之间耦合因素（如：力、电、光、磁以及化学等）通
常存在着作用或者传递过程中的时间滞后．例如，
生物神经网络是灵巧而复杂的信息处理系统，它接

受生物系统内外环境的输入信息，再加以综合分析

处理，然后调节控制机体对环境做出适当反应．这
些过程中不可避免地存在着细胞时滞、传递时滞和

突触时滞等现象．又如，单向车辆跟驰时，当前车辆

的速度与前面若干车辆过去一段时间的速度密切

相关，过去的一段时间就是时滞，并直接影响着车

流的通畅情况．这意味着交通流车辆跟驰过程本质

上应包含时滞［９，１８］ ．时滞系统的根本特点在于其状

态演化趋势（变化率）不仅依赖于系统当前的状

态，也依赖于系统过去某一时刻或一段时间的状

态．也就是说，系统过去某一段时间的状态对当前

状态的影响存在一个时间上的滞后（时滞）．这是一

类通常由时滞微分方程描述的无穷维动力系统，不
论时滞多么短，系统状态空间是无穷维的，解空间

是无穷维的，特征方程有无穷多个根等．时滞系统

既不同于常微分方程描述的有限维系统，也不同于

偏微分方程描述的无限维系统，会产生一些新的性

质［７，１５］ ．例如，单变量一阶线性时滞系统会出现周

期、概周期运动等，而用常微分方程所描述的无时

滞系统只有三种最终状态：恒为常数、唯一平衡点

或者发散到无穷．如果系统是非线性的，还会发生

混沌现象．由于时滞系统的复杂性，人们试图通过

忽略时滞来处理实际问题．然而，已有研究表明：尽
管时滞量很小，这种不计时滞的做法仍然会导致极

其严重的错误结论．例如，在悬臂梁中引入速度负反

馈以增大系统的阻尼时，并非反馈增益愈大，系统的

稳定性愈好，当反馈增益达到一定的量值时，在一定

的初始扰动下系统会出现强烈的自激振动，若不计

时滞的影响这种现象根本无法解释［１９］ ．
耦合系统的动力学行为既依赖于各个子系统

本身的动力特性，又与子系统间的相互作用密切相

关．耦合作用可明显改变单个子系统的行为，直接

影响耦合后系统的运动特征及运动状态的变化，导
致新运动结构的形成．例如，在声学系统中，当相距

不远的两架管风琴同时演奏时，会出现各种意想不
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到的有趣现象：有时一架管风琴的演奏会使另一架

的声音减弱甚至消失，有时尽管演奏不同曲目但它

们的声调却完全一致．在耦合系统中考虑时滞效应

后，其动力学行为变得更为新奇有趣．例如，系统的

特征方程会出现一对、两对甚至更多对纯虚根，从
而导致 Ｈｏｐｆ 分岔、Ｈｏｐｆ⁃Ｈｏｐｆ 分岔、Ｈｏｐｆ⁃Ｈｏｐｆ⁃Ｈｏｐｆ
分岔等等，在这些分岔相互作用下会诱发诸如周

期、概周期、多稳态甚至混沌等运动［１６］ ．这些丰富

而有趣的动力学现象有着重要的应用价值．例如，
时滞耦合神经网络在用于保密通信时，要求网络是

混沌的，这样可以利用混沌的高度复杂的伪随机性

进行加密．另外，神经网络还能以周期振荡或混沌

振荡的方式储存记忆，而人类大脑也有这类现象．
时滞耦合系统动力学是多学科交叉、具有重要

研究意义的领域．本文主要介绍近年来时滞耦合系

统动力学取得的研究成果，并对进一步的研究展望

提出看法．

１　 稳定性与分岔

１．１　 稳定性

在动力学领域中，稳定性是最基本和最活跃的

问题，具有重要的研究价值．例如，用于全局优化的

时滞耦合神经网络应该只有一个平衡点，它对应于

待求解的目标．为避免伪平衡点和局部最小化的危

险，还要求网络的所有状态都趋近于该平衡点，即
要求该平衡点必须是全局稳定的．

研究稳定性的方法很多，主要有两类： Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 泛函法和特征根分析法． Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函方法

主要用于分析全局稳定性，其关键在于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
泛函的构造．随着求解线性矩阵不等式的内点算法

的提出以及 ＭＡＴＬＡＢ 软件中 ＬＭＩ 工具箱的推出，
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函结合线性矩阵不等式方法得到了大

量的应用．然而，虽然 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函法对于某些系

统可以给出很好的结论，但是构造方法无规律可

循，且沿着系统轨线的全导数估计依赖于不等式技

巧，所得结果往往过于保守．特征根分析法考察特

征根在复平面的分布情况，主要用于确定平衡点的

局部稳定性．其主要思路在于：如果平衡点处线性

化时滞微分方程的所有特征根都具有负实部，则该

方程的零解是渐近稳定的，原方程的零解也是渐近

稳定的．然而，由于特征方程含有超越函数，通常具

有无穷多个根，难以获得所有特征根的信息．早在

１９４２ 年，Ｐｏｎｔｒｙａｇｉｎ 开始研究超越方程问题，但所

提出的原则性方法离实用很远．此后，人们开展了

大量研究工作，取得了很多成果，如 Ｒｏｕｃｈé 定理、
Ｃｏｏｋｅ 和 Ｇｒｏｓｓｍａｎ 方法以及 Ｎｙｑｕｉｓｔ 准则等［７，１６］ ．胡
海岩和王在华及其团队长期从事时滞系统的非线

性动力学与控制研究，在稳定性及其失稳机制等领

域开展了大量的理论与实验研究，取得了一系列显

著的研究进展［７，１５，１９，２０］ ．关于稳定性研究还可参阅

文献［６，８，９，２１，２２］．
稳定性的研究工作特别多，其中有一些方法对

参数完全确定的系统的稳定性检验是有效的，但对

含有待定参数的系统，简单而实用的稳定性判别法

还相当少．稳定性切换分析法为简单有效处理这类

问题提供了新思路．稳定性切换是指随着参数变化

系统平衡点的稳定性可能会由稳定变为不稳定，或
者由不稳定变为稳定［７，２３］ ．其分析思路在于：当某

参数在一给定区间取值时，首先将所有临界稳定

（有一支特征根曲线到达虚轴）对应的参数值求出

来，再确定在临界参数左右两边是否有不同的稳定

性，从而判定两个相邻参数值之间的整个区间对应

的稳定性．该方法避免了逐个检验每个参数值对系

统的稳定性，可直接检验具有复系数的时滞动力系

统的渐近稳定性，还可用于当微分方程的系数依赖

于时滞的情形［２４，２５］ ．作者研究了时滞耦合网络系统

的稳定性切换、分岔和多稳态问题，揭示了子系统

节点数的奇偶性对整体系统的动力学特性的影响．
结果表明，当子系统节点数为偶数时，系统仅存在

全时滞稳定区域；当子系统节点数为奇数时，则存

在全时滞稳定区域和依赖时滞的稳定区域，并且随

着节点数的增多，依赖时滞的稳定区域会不断减

小．在依赖时滞的稳定区域中，系统特性与时滞量

密切相关，并会出现同步 ／异步振荡、多稳态等现

象［２６，２７］ ．
１．２　 Ｈｏｐｆ 分岔

Ｈｏｐｆ 分岔是系统失稳的主要原因之一． Ｈｏｐｆ
分岔出现时，系统无需从外界获取能量，只由系统

的内在反馈形成周期性的往复振动，它对应于工程

中的一种“自激振动”现象．Ｈｏｐｆ 分岔存在的必要

条件是：存在某个系统参数值，使得系统特征方程

除了一对简单的共轭纯虚根外，其余特征根均具有

负实部； 并且该参数值在对应的特征根曲线满足

横截条件，则该参数值为 Ｈｏｐｆ 分岔点．
Ｈｏｐｆ 分岔的主要研究内容有：存在条件、分岔

方向、分岔解的求解及其性质等．常用研究方法包

６９２
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括：
（１）中心流形定理和规范型理论［２８－３０］：中心流

形定理主要用于降维，规范型理论则是对所研究的

问题尽可能在等价意义下予以简化．该方法不但可

以得到分岔点邻域内解的分类动力学拓扑性质，还
可以得到近似周期解的解析形式．这是一种经典方

法，具有严密的理论基础，但涉及较深入的数学理

论和繁杂的计算．由于需要采用多项式逼近中心流

形这样的近似过程，其计算精度未必很高．
（２）多尺度法：无需进行繁琐的中心流形约化．

但是，应用的前提必须是弱非线性，而且分岔参数

的变化只能限制在分岔点的某个邻域内［３１，３２］ ．
（３）Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 择一法：该方法先将解在整个解

空间展开，再向低维子空间约化．这不同于中心流

形方法先降维，再在低维空间内研究约化系统分岔

的做法．
（４）增量谐波平衡法：无需进行繁琐的中心流

形约化，但需要解一组非线性代数方程，能否得到

解强烈依赖于初始迭代值的选取，这完全取决于研

究者的经验．
（５）伪振子法：通过构造一个振子且作一次平

均化获得在分岔点附近的周期解的主要部分并讨

论周期解的稳定性．该方法的计算过程简单、精度

很高，已成功应用于分析金属切削、磁悬浮车辆等

问题，并推广至复系数时滞系统、高阶 Ｈｏｐｆ 分岔问

题以及更一般的多变量时滞系统中［７，３３］ ．不足之处

在于：由于采用平均化过程，导致在求解有些问题

时会平均掉某些非线性项的贡献而使方法失效．
（６）摄动⁃增量方法：在分岔点附近采用摄动

法，然后对参数依次增加一个小量，利用“正交”条
件得到一个代数方程组，求其解可得所求周期解的

修正量．该方法继承了多尺度方法的优点，无需计

算中心流形和规范型，并且克服了增量谐波平衡法

的缺点，已成功用于计算不同维数耦合网络系统的

周期解［３４，３５］ ．
（７）频域法：采用反馈系统理论，在状态空间

中作拉普拉斯变换后在复数域中进行分析，然后利

用传递函数来表征原系统产生分岔的横截条件与

分岔周期解的稳定性条件，借助频域中的图示

Ｈｏｐｆ 分岔定理来确定分岔的性质．相比传统的时域

方法而言，利用图示的方法可以避开复杂的数学计

算和分析［３６］ ．
Ｈｏｐｆ 分岔的研究方法还包括特征函数法［３７］、

弧长路径跟踪算法［３８］、离散 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函和不变

流形理论方法［３９］等．
Ｈｏｐｆ 分岔是一种局部性质，限制在平衡点附

近，也要求在分岔点附近．在 Ｈｏｐｆ 分岔点附近，系
统动力学行为是简单的，常常出现周期运动．然而，
在远离分岔点处，系统是保持原有运动抑或是出现

新现象呢？ 这就需要研究分岔解在大范围的存在

性及其特性．相对局部动力学而言，大范围 Ｈｏｐｆ 分
岔解的研究还处于起步阶段，其主要研究工具是摄

动法、喷点不动点定理以及大范围 Ｈｏｐｆ 分岔理论．
其中，摄动法是一种经典方法，其计算过程和结果

简洁且容易理解；喷点不动点定理的优点在于所需

要的集合是凸闭集，易于构造，喷射的不动点不是

喷点可以保证得到的周期解是非平凡的［４０］；大范

围 Ｈｏｐｆ 分岔理论则是建立在等变拓扑度理论基础

上的，它依赖于纯拓扑性质，避开了算子和线性泛

函微分方程的空间分解理论，适用于中立型和混合

型泛函微分方程，并在时滞神经网络等领域中获得

了很好的应用［４１－４３］ ．
１．３　 高余维分岔

在实际应用中，时滞耦合系统通常是由大量子

系统组成的富含参数的复杂非线性动力系统．这意

味着高余维分岔的存在．高余维分岔的研究方法主

要有中心流形和规范型方法、摄动法、Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃
Ｓｃｈｍｉｄｔ 方法以及频域法等［４４，４５］ ．

高余维分岔常常导致复杂动力行为，如多稳

态、概周期甚至奇怪吸引子等．徐鉴及其合作者采

用中心流形法和摄动增量法针对多种时滞耦合系

统开展了高余维分岔、复杂动力学机制以及同步运

动等方面的研究，取得了丰硕的研究成果［１６，４６，４９］ ．
Ｃａｍｐｂｅｌｌ 及其合作者研究了时滞耦合系统的余维

２ 分岔和余维 ３ 分岔，揭示了分岔诱发的多种复杂

现象，取得了有价值的研究成果［５０－５２］ ．郭上江等研

究了时滞耦合神经网络的 Ｆｏｌｄ⁃Ｈｏｐｆ 分岔和 Ｈｏｐｆ⁃
Ｈｏｐｆ 分岔，揭示了分岔导致的周期运动、概周期振

荡以及 ｓｐｈｅｒｅ⁃ｌｉｋｅ 表面解［５３］ ．蒋卫华及其合作者研

究了时滞耦合极限环振子和 ＦｉｔｚＨｕｇｈ⁃Ｎａｇｕｍｏ 神经

元的 Ｄｏｕｂｌｅ Ｈｏｐｆ 分岔和 Ｂｏｇｄａｎｏｖ⁃Ｔａｋｅｎｓ 分岔，分
析了余维 ２ 分岔的局部拓扑结构变化，发现了极限

环、同宿轨以及三维环面等［５４，５５］ ．作者研究了时滞

耦合神经网络的 Ｂｏｇｄａｎｏｖ⁃Ｔａｋｅｎｓ 分岔、Ｓｔａｎｄａｒｄ ／
Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ Ｈｏｐｆ⁃Ｓｔａｎｄａｒｄ ／ Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ 分岔

相互作用点，揭示了分岔导致的同步 ／异步振荡、多

７９２
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稳态等现象［５６］ ．Ｈｅ 等研究了两个耦合时滞神经网

络的 Ｚｅｒｏ⁃Ｈｏｐｆ 分岔特性，揭示了概周期振荡和不

同平衡点之间的奇怪吸引子等现象［５７］ ．相关研究

工作还可参阅文献［５８－６０］．
鉴于时滞、高阶次、非线性等特点，高余维分岔

及其导致的复杂动力学机制的研究难度很大，现有

研究主要集中于较低余维数分岔，如余维 ２ 分岔和

余维 ３ 分岔，更高余维数的分岔的研究鲜见报道．
随着 ＤＤＥ⁃ＢＩＦＴＯＯＬ、ＸＰＰＡＵＴ 等软件的推陈出新，
很多学者从数值模拟的角度研究高余维奇异性及

其诱发的动力学现象．然而，仅仅采用数值方法来

模拟研究，有时候很难解释模拟中出现的一些行

为，比如多稳态．因此，必须运用和发展时滞微分方

程理论分析方法来理解各种非线性现象产生的内

在机制．

２　 混沌及其控制

混沌是非线性动力系统所特有的一种响应形

式，可视作是发生在确定性系统中的貌似随机的不

规则响应．在现实生活和实际工程技术问题中，混
沌现象是无处不在的．例如，在对大脑神经系统研

究中，从微观的时滞非线性神经元和神经元耦合网

络到宏观的脑电波和脑磁波都发现了混沌现象的

存在．和常微分方程系统不同，一阶时滞非线性系

统即可产生混沌现象．混沌的研究工作大都采用数

值分析方法．时间历程、相图、功率谱、Ｐｏｉｎｃａｒé 截

面、Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数以及分数维等仍是刻划混沌的重

要工具．Ｇｉｌｌｉ 发现了具有 ２ 个神经元的时滞细胞神

经网络的双蜗卷混沌现象［６１］ ．Ａｄｄｉｓｏｎ 等研究了环

形道路上交通均匀流模式的稳定性，发现当时滞等

其他参数取某一定值时，随着车流密度的变化，会发

生交通混沌振荡，导致车辆的运动不可预测．这与交

通系统对初始条件极端敏感这一事实相一致［６２，６３］ ．
徐旭及其合作者发现了环状和小世界效应等情形下

时滞耦合神经网络的多稳态、概周期振荡、混沌吸引

子等现象，讨论了倍周期分岔和环面破裂通向混沌

的道路［６４－６６］ ．作者研究了大规模复杂时滞耦合

ＦｉｔｚＨｕｇｈ – Ｎａｇｕｍｏ 神经元系统，揭示了各类共存的

周期运动、混沌振荡共存及其演化过程，如图 １ 所

示［６７］ ．更多研究还可参阅文献［６８，６９］．
混沌控制是近三十多年来兴起的研究领域，主

要方法包括：ＯＧＹ 方法、时滞反馈控制法、参数变

分控制法、状态反馈控制法、自适应控制法、最优控

图 １　 时滞耦合 ＦｉｔｚＨｕｇｈ – Ｎａｇｕｍｏ 神经元系统的混沌现象［６７］

（ａ）两个混沌吸引子共存；（ｂ）混沌吸引子

Ｆｉｇ．１　 Ｃｈａｏｔｉｃ ｐｈｅｎｏｍｅｎａ ｏｆ ｔｉｍｅ⁃ｄｅｌａｙ ｃｏｕｐｌｅｄ

ＦｉｔｚＨｕｇｈ⁃Ｎａｇｕｍｏ ｎｅｕｒｏｎｓ

（ａ） Ｔｗｏ ｃｏｅｘｉｓｔｉｎｇ ｓｅｐａｒａｔｅｄ ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒｓ； （ｂ） Ａ ｃｈａｏｔｉｃ ａｔｔｒａｃｔｏｒ

制法、鲁棒控制法以及脉冲控制法等［７０］ ．其中，时
滞反馈控制法直接将系统的输出信号取出一部分

经过时间延迟后再反馈到混沌系统中作为控制信

号．该方法不需要相空间的重构，而且控制的施加

不必等待系统状态接近目标状态，省去了跟踪计

算，因而受到广泛重视．２０ 世纪 ９０ 年代，Ｐｅｃｏｒａ 和

Ｃａｒｒｏｌｌ 提出在不同初始条件下，相同的混沌子系统

间可通过某种驱动以实现混沌轨道的同步化，并首

次在电子实验中观察到了混沌同步现象．混沌同步

可看作一类让被控系统混沌轨道按目标系统轨道

运动的控制问题．Ｂｏｃｃａｌｅｔｔｉ 等综述了混沌同步的研

究进展［７１］ ．Ｉｌｌｉｎｇ 等从实验中观测到具有时滞互耦

合和自反馈的链式非线性光电振荡器的混沌同

步［７２］ ．Ｂａｎｅｒｊｅｅ 等研究了非线性时滞兴奋性耦合系

统的混沌和超混沌的预测同步、完全同步以及滞后

同步等问题，并通过电路实验验证了这些现象［７３］ ．
Ｈｅｉｌｉｇｅｎｔｈａｌ 等考察了时滞耦合半导体激光器网络，
发现了通过增加耦合强度可使系统由弱混沌变为

强混沌，再由强混沌变为弱混沌［７４］ ． Ｓｈａｈｖｅｒｄｉｅｖ 等

研究了不同时滞耦合系统 （如 Ｍａｃｋｅｙ⁃Ｇｌａｓｓ、 ｊｏ⁃

８９２
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ｓｅｐｈｓｏｎ ｊｕｎｃｔｉｏｎｓ、激光器等） 的多种混沌同步问

题［４，７５，７６］ ．相关研究还可参阅文献［７７，７８］．混沌同

步的主要方法有 Ｐｅｃｏｒａ 和 Ｃａｒｒｏｌｌ 方法、主动－被动

同步法、反馈控制法、参数扰动法以及预测⁃反馈法

等．许多混沌同步方法可以用于抑制混沌，反之亦

然．也就是说，混沌控制和混沌同步的方法是相通

的．

３　 耦合系统的典型动力行为

在耦合系统中，尽管各个子系统有其自身的特

性，但耦合作用可直接影响耦合后系统的运动特征

及运动状态的变化，从而导致新运动结构的形成．
例如，在一定条件下，耦合作用可使各个子系统的

状态输出逐渐趋于相同，即出现了完全同步现象．
已有研究表明，耦合系统有着许多有趣的动力学行

为，如各类同步运动、不同同步状态的转迁、振幅死

亡、螺旋波以及随机共振等．其中，同步及其转迁和

振幅死亡现象最为常见．
３．１　 同步及其转迁

同步活动是自然界和人类社会中常见的现象，
如摆钟的同时摆动、萤火虫的集体闪光、夏日夜晚

青蛙的齐鸣、心肌细胞和大脑神经网络的协调波

动、观众鼓掌频率的渐趋一致等等［７９］ ．探究同步及

其形成机制是一个极为值得研究的课题．例如，自
Ｇｒａｙ 首次发现了猫的初生视觉皮层中神经元之间

能呈现同步振荡行为以来，许多相关的生理实验也

证实了神经系统中存在着群体同步和去同步及复

杂放电模式转迁的动力学行为，这些行为的变化与

神经系统正常和病态功能密切相关［８０，８１］ ．广泛意义

上的同步包括完全同步、相同步、频率同步以及状

态同步等，而状态同步又包括广义同步、滞后同步、
预测同步等．同步问题的理论分析思路主要是考察

同步流形之差，将问题转化为对平凡平衡点稳定性

分析．理论上较为成熟的方法仍然是 Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ⁃
Ｌｙａｐｕｎｏｖ 泛函分析法，但相当多的研究工作采用数

值分析法．
在耦合系统中，耦合参数的变化可能会引起系

统时空动力学的变化，这种现象称为同步转迁．同
步转迁是指耦合系统从一种时空组织状态切换到

另一种时空组织状态，即由不规则的时空激发模式

转迁到几乎同时激发的时空模式［８２］ ．例如，Ｄｈａｍａｌａ
等研究发现，电耦合的多尺度 Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ⁃Ｒｏｓｅ 神经

元系统的同步转迁是由簇同步（慢子系统的同步）
过渡到峰同步（快子系统的同步） ［８３］ ．已有实验分

析表明，同步模式的转迁可能与联想记忆或者某类

疾病发作和消失存在着密切的关联．然而，从理论

上分析同步转迁的产生机制仍然极具挑战性，已有

工作大都采用数值分析方法．
同步及其转迁运动是耦合系统的重要动力学

行为，也是近年来新兴的非常活跃的研究方向．从
最简单的两耦合模型到大规模复杂耦合系统，从恒

同系统到非恒同系统，人们已经开展了大量深入细

致的研究，取得了许多重要成果．例如，Ｒｏｓｓｏｎｉ 等研

究了 具 有 时 滞 和 类 脉 冲 作 用 的 两 个 耦 合 的

Ｈｏｄｇｋｉｎ⁃Ｈｕｘｌｅｙ 神经元，发现由耦合强度和时滞所

组成的参数平面中有两个区域是同步的，另一个区

域是不同步的［８４］ ．Ｇｕ 等分析了抑制性耦合神经元

系统的放电行为，发现了时滞可诱发丰富的不同同

步模式［８５］ ． Ｚｈｅｎｇ 和 Ｗａｎｇ 考察了快慢耦合 Ｈｉｎｄ⁃
ｍａｒｓｈ⁃Ｒｏｓｅ 神经元系统，发现时滞可以抑制放电或

导致其他复杂行为［８６］ ．作者研究了含有多个子系统

的大规模复杂时滞耦合网络系统，发现时滞对于各

类同步 ／异步振荡模式以及多稳态运动有显著影

响［１１，８７，８８］ ．Ｓｅｌｉｖａｎｏｖ 等针对时滞耦合 Ｓｔｕａｒｔ⁃Ｌａｎｄａｕ
振子网络系统，给出了自动调节耦合相位的自适应

算法，并实现了不同同步状态的切换选择［８９］ ．Ｓｃｈöｌｌ
及其合作者在时滞耦合振子、神经元系统、半导体激

光系统以及复杂网络等领域开展了关于各类同步运

动、转迁机制、振幅死亡以及复杂动力学等方面的研

究工作，取得了许多有价值的研究进展［１，１２，９０］ ．陆启

韶和王青云及其合作者持续多年研究耦合神经元系

统的各种复杂放电同步行为及其转迁的机理，取得

了一系列重要成果［３，８２，９１，９２］ ．曹进德及其合作者在时

滞网络的各类稳定性、控制与优化、同步及其应用等

领域开展了大量的研究工作［２２，９３］ ．周进及其合作者

深入研究了多种复杂时滞动力网络的同步动力学与

脉冲控制等问题［９５，９６］ ．马军及其合作者针对自突触、
电磁效应、噪声等复杂条件下时滞耦合神经元系统

的群体动力学、时空斑图优化控制等方面取得了众

多成果［９６，９７］ ．相关研究工作还可参阅文献［９８－１０３］．
３．２　 振幅死亡

振幅死亡是指系统间通过相互作用演化到一

个平衡点，并在耦合的作用下停止振荡，即系统被

稳定到一个零振幅状态（平凡的平衡点）．在耦合系

９９２
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统中，当耦合强度较小时，系统可能出现各自独立

的演化、同步、锁相等现象；但当耦合强度增大时，
则可能出现振幅死亡．时滞和失配（频率或参数）是
产生振幅死亡的两个主要条件．已有研究表明，振
幅死亡的产生途径主要有 ｓａｄｄｌｅ ｎｏｄｅ 分岔和 Ｈｏｐｆ
分岔等［５，１０４，１０５］ ．

在耦合系统中，振幅死亡现象经常出现，并在

数学、物理学、生物学、化学等领域中得到了广泛的

研究和应用，如心脏起搏器的心律失常、电路、化学

反应等［５，１０４］ ． Ｓａｘｅｎａ 等综述了振幅死亡的研究进

展［５］ ．Ｒｅｄｄｙ 等研究了时滞耦合的两个极限环系

统，发现即使两个系统具有完全相同的频率，时滞

耦合仍然能够导致振幅死亡的产生，并在耦合的非

线性电路实验中观察到这一现象［１０６，１０７］ ．Ｓｈａｒｍａ 等

研究了时滞和参数失配导致的耦合混沌系统的振

幅死亡，并通过 Ｃｈｕａ 电路进行了验证［１０４］ ．Ａｔａｙ 发

现分布时滞耦合能够扩大振幅死亡出现的参数空

间，并且能将出现振幅死亡的参数空间连接起

来［１０８］ ．Ｇｊｕｒｃｈｉｎｏｖｓｋｉ 等研究了变时滞的耦合 Ｓｔｕａｒｔ⁃
Ｌａｎｄａｕ 极限环振子，比较分析了无自反馈、全部节

点自反馈以及单节点自反馈这三种情形下的振幅

死亡．有趣的是，在某些参数区间上，单节点自反馈

也会导致规模不大的网络产生振幅死亡［１０９］ ．Ｋｏｎ⁃
ｉｓｈｉ 等给出了时滞耦合非线性振子的振幅死亡的

存在条件，预测了死区边界，并通过电路实验得以

验证［１１０］ ．Ｈｕｄｄｙ 等提出了采用主稳定岛研究时滞

耦合混沌振子的振幅死亡问题，并发现了非零时滞

是镇定振幅死亡的必要条件［１１１］ ． Ｓｏｎｇ 等揭示了时

滞耦合 ｖａｎ ｄｅｌ Ｐｏｌ 振子的振幅死亡、同步和锁相运

动及其相互切换现象［１１２］ ．更多相关研究还可参阅

文献［１１３－１１５］．

４　 时滞对耦合系统动力学的影响

时滞对耦合系统的动态性质有很大的影响．在
稳定性方面，时滞常常导致系统失稳，产生各种形

式的分岔，诱发周期振荡、多稳态、概周期甚至混沌

运动等．例如，无时滞 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经网络会向平衡

点收敛，但是时滞的出现可导致稳定的非线性振

动，产生不同的网络计算性能．在混沌运动方面，时
滞会导致一阶非线性动力系统产生混沌现象，而对

于无时滞系统而言，一阶系统和二阶自治系统都不

可能产生混沌．时滞还能导致系统产生具有多个正

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 指数的高维奇怪吸引子，而无需受系统维

数的限制．在同步及其转迁动力学方面，时滞能增

加或抑制耦合系统同步，不仅可以诱导耦合系统出

现同相和反相同步的转迁，还能诱导不同耦合类型

系统的相位同步转迁，以及不同类型同步之间的转

迁等．此外，时滞还是振幅死亡现象产生的重要诱

因．
利用时滞可以有效调控耦合系统的动态行为．

例如，尽管在很多情况下，时滞对系统稳定性是不

利因素，但适当大小的时滞却有利于改善系统的稳

定性．不仅如此，巧妙的调节时滞量还可使系统产

生各种同步 ／异步周期振荡、多稳态振荡以及混沌

运动等，并可实现这些不同振动模式之间进行切

换［２６，６７］ ．在一定条件下，时滞可视作“开关”来调控

系统行为以达到期望的动力学行为．另一方面，自
从 Ｐｙｒａｇａｓ 提出的时滞状态反馈控制成功应用于混

沌控制以来，主动利用时滞状态反馈已成为有效调

控系统性能的重要途径．例如，在受简谐激励的单

自由度振动系统上附加一个固有频率等于外激励

频率的子系统（动力吸振器）可消除或抑制原有振

动，而为了扩展动力吸振器的工作频带，需主动对

其引入时滞状态反馈［６］ ．

５　 实验研究

时滞耦合系统动力学的研究大都集中在理论

分析和数值计算上，实验研究较少．近年来，采用实

验来佐证已有研究成果和发现新现象成为研究热

点［２１，３０，７２，１０４，１１６－１２０］ ．例如，由于生物神经系统高度复

杂，直接开展生理实验的难度很大，而采用电路模

拟生物神经元和神经网络的做法为生命科学的发

展提供了新途径．
在实验中，常常需要设计时滞电路，其构建方

法主要有滤波法、信号处理法等．滤波法通常由滤

波电路级联组成，如 Ｔ 型 ＬＣＬ 滤波器级联电路、ＲＣ
滤波器级联电路等．以 Ｔ 型 ＬＣＬ 滤波器为例，它主

要由电感和电容构成，可使信号在选定的频带内无

损通过，但通带外的其他信号会被很大程度的衰

减．其不足之处在于：受信号频率限制，时滞量不易

调节，精度差，且难以集成［１１８］ ．信号处理法是将原

始的模拟信号通过数模转换器（ＡＤＣ）转换为数字

信号，再由信号处理器（如单片机、ＤＳＰ 等）进行延

迟操作，最终通过数模转换器（ＤＡＣ）输出．该方法

００３



第 ４ 期 茅晓晨：时滞耦合系统动力学的研究进展

精度很高，可大范围实时调节多路时滞量，便于电

路集成，适用范围广泛．
作者对时滞耦合神经网络系统开展了电路实

验研究，实验结果与理论分析和数值计算的结果吻

合得非常好［２１，３０，４２］ ．该实验平台基于 ＤＳＰ 技术和非

线性电路构建，主要包括时滞电路模块和神经网络

电路模块， 如图 ２ 所示［２１，３０，４２］ ． 时滞电路采用

ＤＥＣ２８１２ 电路板中的 ＴＭＳ３２０Ｆ２８１２ （含 ＡＤＣ 模

块）芯片和 ＤＡＣ５７７２４ 芯片构成，可实现在大范围

内实时调控多路不同的时滞量．神经网络电路主要

基于 Ｈｏｐｆｉｅｌｄ 神经元电路和神经元间非线性转换

函数电路组成．

图 ２　 时滞神经网络的电路实验［２１，３０，４２］

Ｆｉｇ．２　 Ａｎ ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ ｃｉｒｃｕｉｔ ｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎ ｏｆ

ａ ｃｏｕｐｌｅｄ ｎｅｕｒａｌ ｎｅｔｗｏｒｋ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ ｄｅｌａｙｓ

６　 展望

时滞耦合系统动力学是一门新兴的交叉学科，
其理论涉及数学、力学、生命科学、信息科学以及社

会学等诸多学科领域，其应用也不断渗透到模式识

别、联想记忆、自动控制、智能检测以及组合优化等

方面．
关于时滞耦合系统动力学的研究，人们已经开

展了大量深入细致的工作，取得了许多有意义的研

究成果，并在众多领域得到了应用．今后一个时期，
时滞耦合系统动力学的发展前景广阔，以下一些问

题和发展趋势是值得关注的．
（１）在研究对象方面：现有文献中很多研究简

单模型，如两耦合、三耦合或少量耦合等情形，相应

的时滞微分方程形式比较简单，多针对光滑、低阶

次、单自变量、常系数、单时滞、弱非线性等．然而，
真实系统并非如此，常常会出现高阶次、变时滞、强
耦合、变参数、强非线性等情形．因此，必须将研究

对象由简单模型向实际系统拓展．然而，由于研究

方法难以直接采用离散系统（常微分方程）和连续

体系统（偏微分方程）的已有成果，并且系统行为

复杂独特，因而，现今该领域还没有形成研究手段

或者方法上的理论框架．今后一个时期，很重要的

研究方向是深入发掘时滞耦合动力系统的本质特

征，发展有针对性、形式简单且便于应用的研究方

法和工具．
（２）在研究内容方面：相比于稳定性和 Ｈｏｐｆ 分

岔而言，现有文献较少涉及多稳态、概周期甚至混

沌等复杂行为及其形成机制的研究．然而，在实际

应用中，时滞耦合系统通常是由大量子系统组成的

复杂非线性动力系统，其动力学行为绝不仅限于简

单运动（如平衡态、周期振荡等），必须着眼于探究

复杂动力学特性及其形成机制．同时，研究应向大

范围或全局动力学领域拓展，不能长期停留于局部

动力行为．此外，发掘时滞耦合系统的独有动力学

特性是一个很值得关注的课题．例如，时滞耦合系

统还有哪些不为人知的新现象？ 产生的机制是什

么？ 如何有效利用？ 因而，在今后的研究中，复杂

动力行为和独特新现象及其内在机理的研究值得

期待．
（３）在实验研究方面：现有文献主要集中在理

论分析和数值计算上，实验研究偏少．开展实验研

究不仅可以佐证理论分析和数值计算结果，而且能

够改进和完善研究方法和手段．更重要的是，许多

新现象都是通过实验率先发现的．因此，今后工作

要重视实验研究，特别注重开展以发现新现象为目

标的创新性实验．
致谢　 在本文写作过程中，王在华教授提出了

许多宝贵的建议，作者表示由衷的感谢．
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