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基于快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法的广义特征值问题

重根辨识方法∗
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（复旦大学航空航天系，上海　 ２００４３３）

摘要　 对具有重根的广义特征值问题，采用基于快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换的方法进行求解，实现重根辨识．文章中采

用多次单点初始激励的方式，仿真计算测点上的自由振动响应，对响应进行快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换后得到频域数

据．而后对频域数据分析，得到固有频率和多组测点振型数据．根据单频和重频处的振型特性，引入振型的余

弦相似度为判别参数，辨识重根．数值算例表明，该方法可有效实现重根辨识，同时特征值的计算能达到较高

精度．
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引言

广义特征值问题的求解是结构动力分析和稳定

性分析的关键．求解广义特征值问题的传统算法有

Ｌａｎｃｚｏｓ 法、子空间迭代法、Ｒｉｔｚ 向量法［１，２］ 和 Ｊａｃｏｂｉ
算法等．近年来也涌现出一些新兴算法，如混合人

工鱼群算法［３］、神经网络算法［４，５］、瀑布型多重网

格法［６］等．
２０１４ 年，吴锋、徐小明和钟万勰提出将快速

Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换法用于求解广义特征值问题［７］ ．该方法

的主要思想是，采用计算机仿真计算结构的自由振

动响应，对响应进行快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，从频域数据

可直观地得到特征值信息．但对于具有重频的广义

特征值问题，作者并未叙及．
重频是多自由度系统中固有频率重叠的现象，

在动力学分析中较为常见．在求解广义特征值问题

过程中若没有考虑重频存在的可能性，求解时会遗

漏重频处的振型．这会导致分析结果误差增大，甚
至得到完全错误的结果［８］ ．因此，在广义特征值问

题的求解中，有必要对重频进行辨识．
本文主要对具有重频的广义特征值问题进行

研究，采用多次单点初始激励，仿真计算测点上的

动力学响应．在对频域数据进行分析时，除提取固

有频率信息以外，还同时得到其对应的振型．得到

固有频率和多组振型数据后，根据单频和重频处振

型的不同特性，以振型向量的余弦相似度为判别参

数辨识重频．

１　 重频结构与仿真计算

１．１　 重频结构的自由振动问题

无阻尼系统的自由振动方程为：
Ｍｘ̈＋Ｋｘ＝ ０ （１）

其中 ｘ 为结构的位移向量，Ｍ 为质量矩阵，Ｋ 为刚

度矩阵，ｎ 为系统的总自由度数．
设系统固有频率为 ωｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ），其中 ω１

≤ω２≤…≤ωｎ ．ωｉ 对应的振型为 φｉ，满足 φｉ
ＴＭφｊ ＝

δ ｉｊ ＝
１ ｉ＝ ｊ
０ ｉ≠ｊ{ ．若系统初始位移为 ｘ０，初始速度为

ｖ０，则系统自由振动的解为：

ｘ（ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｉφＴ

ｉ Ｍｘ０ｃｏｓ（ω ｉ ｔ） ＋
φｉφＴ

ｉ Ｍｖ０

ω ｉ
ｓｉｎ（ω ｉ ｔ）

æ

è
ç

ö

ø
÷

（２）
本文仅讨论 Ｋ 为正定矩阵的情形，此时 ωｉ 大

于零．
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若系统固有频率中存在重频，假设 ωｍ 为 ｋ 重

频（ｋ＞１），即：
ωｍ ＝ωｍ＋１ ＝…＝ωｍ＋ｋ－１ （３）
对应的 ｋ 个主振型记为 φｍ，φｍ＋１，…，φｍ＋ｋ－１ ． 系

统的自由振动的解写成以下形式：
ｘ（ｔ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｉ≠ｍ，ｍ＋１，…，ｍ＋ｋ－１

φｉφＴ
ｉ Ｍｘ０ｃｏｓ（ωｉｔ） ＋

φｉφＴ
ｉ Ｍｖ０
ωｉ

ｓｉｎ（ωｉｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

∑
ｍ＋ｋ－１

ｉ ＝ ｍ
φｉφＴ

ｉ Ｍｘ０( ) ｃｏｓ（ωｍ ｔ） ＋

∑
ｍ＋ｋ－１

ｉ ＝ ｍ
φｉφＴ

ｉ Ｍｖ０( )

ωｍ
ｓｉｎ（ωｍ ｔ） （４）

对于非零位移、零速度初始条件，系统自由振

动的响应式为：

ｘ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｉ≠ｍ，ｍ＋１，…，ｍ＋ｋ－１

（φＴ
ｉ Ｍｘ０）φｉｃｏｓ（ω ｉ ｔ） ＋

　 ∑
ｍ＋ｋ－１

ｉ ＝ ｍ
（φＴ

ｉ Ｍｘ０）φｉ( ) ｃｏｓ（ωｍ ｔ） （５）

对于第 ｊ 个自由度，有响应：

ｘ（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｉ≠ｍ，ｍ＋１，…，ｍ＋ｋ－１

（φＴ
ｉｊＭｘ０）φｉｃｏｓ（ω ｉ ｔ） ＋

　 ∑
ｍ＋ｋ－１

ｉ ＝ ｍ
（φＴ

ｉｊＭｘ０）φｉ( ) ｃｏｓ（ωｍ ｔ） （６）

式（６）中，单频 ωｓ 前系数为（φＴ
ｉ Ｍｘ０）φｓｊ，而重

频 ωｍ 前系数为 ∑
ｍ＋ｋ－１

ｉ ＝ ｍ
（φＴ

ｉ Ｍｘ０）φ ｉｊ ． 在仿真计算中，

这些系数可通过模态参数辨识方法得到．
为更清楚地说明结果，围绕二重频的情形进行

讨论．假设进行两次响应计算，第一次计算仅在第

ｂ１ 个自由度上给定非零初始位移 ｘｂ１（０） ＝ ｘｂ１０，第
二次仅在第 ｂ２（ｂ２≠ｂ１）个自由度上给定非零初始

位移 ｘｂ２（０）＝ ｘｂ２０ ．则第一次计算时，单频 ωｓ 处的振

型为 φ^（１）
ｓ ＝ ｘｂ１０∑

ｎ

ｉ ＝ １
φ ｓｉＭｉｂ１( ) φｓ， 重频 ωｍ 处的振型

为：
φ^（１）

ｍ ＝ａ（１）
ｍ φｍ＋ａ（１）

ｍ＋１φｍ＋１

ａ（１）
ｍ ＝ ｘｂ１０∑

ｎ

ｉ ＝ １
φｍｉＭｉｂ１

ａ（１）
ｍ＋１ ＝ ｘｂ１０∑

ｎ

ｉ ＝ １
φ （ｍ＋１） ｉＭｉｂ１ （７）

第 二 次 计 算 ωｓ 处 的 振 型 为 φ^（２）
ｓ ＝

ｘｂ２０∑
ｎ

ｉ ＝ １
φ ｓｉＭｉｂ２( ) φｓ， 而 ωｍ 处的振型为：

φ^（２）
ｍ ＝ａ（２）

ｍ φｍ＋ａ（２）
ｍ＋１φｍ＋１

ａ（２）
ｍ ＝ ｘｂ２０∑

ｎ

ｉ ＝ １
φｍｉＭｉｂ２

ａ（２）
ｍ＋１ ＝ ｘｂ２０∑

ｎ

ｉ ＝ １
φ （ｍ＋１） ｉＭｉｂ２ （８）

φ^（１）
ｓ 和 φ^（２）

ｓ 归一化后均可得振型 φｓ ．而对于

φ^（１）
ｍ 和 φ^（２）

ｍ ，由于 φｍ 和 φｍ＋１线性独立，当不能找到

一固定常数 ｃ，使得 ａ（１）
ｍ ＝ ｃａ（２）

ｍ 且 ａ（１）
ｍ＋１ ＝ ｃａ（２）

ｍ＋１同时成

立时，φ^（１）
ｍ 和 φ^（２）

ｍ 是线性独立的．
由此可知，对于具有二重频的问题，单频处两

次计算得到的振型归一化后是一致的．而重频处，
只要：

∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｍｉＭｉｂ１( ) ∑

ｎ

ｉ ＝ １
φ （ｍ＋１） ｉＭｉｂ２( ) ≠

　 　 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｍｉＭｉｂ２( ) ∑

ｎ

ｉ ＝ １
φ （ｍ＋１） ｉＭｉｂ１( )

得到的两个振型就线性独立．于是，根据此特性可

以对重频进行判别．
自由振动响应算法可采用精细积分法［９］、

Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ 法［１０］等．实际计算中，无需在所有的自

由度上得到完整的振型．只需在结构中选取若干个

测点，得到这些测点上的振型，便可识别出重频．
１．２　 快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换及振型提取

在利用快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换进行仿真计算时，要
求数据在时域和频率均是离散的，且为有限长［１１］ ．
若采样间隔为 Δｔ，采样点数为 Ｎｔ，采样得到的响应

数据序列为 ｘ ｊ（ ｒ）（ ｒ＝ ０，１，２，…，Ｎｔ －１），ｘ ｊ（ ｒ）做快

速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换后得到的频域数据为 Ｘ ｊ（ ｌ），有：
Ｘ ｊ（ ｌ） ＝ Ａ ｊ（ ｌ）ｅｉφ ｊ（ ｌ）

＝ ∑
Ｎ－１

ｒ ＝ ０
ｘ ｊ（ ｒ）ｅｘｐ － ｊ ２π

Ｎｔ
ｎｌæ

è
ç

ö

ø
÷

　 ｌ ＝ ０，１，２，…，Ｎｔ － １ （９）
其中 Ａ ｊ（ ｌ）为 Ｘ ｊ（ ｌ）的幅值，φｊ（ ｌ）为相位．

对 Ｘ ｊ（ ｌ）提取峰值便可得到结构的固有频率．
同时，分析频域数据可得到振型．此处的振型指在

选取的测点上的振型，而非完整振型．
若频域数据在频率 ωｉ ＝ ｌｉΔω 处有明显的峰，其

中 Δω＝ ２π
Ｔ

，Ｔ ＝ＮｔΔｔ 为采样时间，则在选定的 ｓ 个

测点上，ωｉ 处的振型可以用实部或虚部的分量估

计：

０９２
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φｒｅａｌ ＝

Ｒｅ（Ｘ１（ ｌｉ））

Ｒｅ（Ｘ２（ ｌｉ））

︙
Ｒｅ（Ｘｓ（ ｌｉ））

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

＝

Ａ１（ ｌｉ）ｃｏｓφ１（ ｌｉ）

Ａ２（ ｌｉ）ｃｏｓφ２（ ｌｉ）

︙
Ａｓ（ ｌｉ）ｃｏｓφｓ（ ｌｉ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

φｉｍａｇ ＝

Ｉｍ（Ｘ１（ ｌｉ））

Ｉｍ（Ｘ２（ ｌｉ））

︙
Ｉｍ（Ｘｓ（ ｌｉ））

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

＝

Ａ１（ ｌｉ）ｓｉｎφ１（ ｌｉ）

Ａ２（ ｌｉ）ｓｉｎφ２（ ｌｉ）

︙
Ａｓ（ ｌｉ）ｓｉｎφｓ（ ｌｉ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ïï

（１０）

对于单点给定初位移（或初速度）的情形，根
据实部分量和虚部分量得到的振型归一化后是一

致的， 即 有
φｒｅａｌ

‖φｒｅａｌ‖２
＝

φｉｍａｇ

‖φｉｍａｇ‖２
或

φｒｅａｌ

‖φｒｅａｌ‖２
＝

－
φｉｍａｇ

‖φｉｍａｇ‖２
，其中‖ａ‖２ 表示向量 ａ 的 ２－范数．若

无特别说明，本文采用虚部分量得到的振型，即：

φ＝
φｉｍａｇ

‖φｉｍａｇ‖２
（１１）

在仿真计算中，频域的数据是离散的，用频率

ωｉ ＝ ｌｉΔω 近似表示精确频率 ωｉ，其中 ｌｉ ＝
ωｉ

Δω
，［ａ］

表示和 ａ 最相近的整数．ωｉ 和 ωｉ 之差满足关系 ｜ ωｉ

－ωｉ ｜≤Δω，当 Ｔ 足够大的时候，Δω 很小，可认为 ωｉ

近似等于 ωｉ ．而在 ωｉ 处频率 ωｉ 起主导作用，其余

频率的影响较小，可以忽略．因此，可用 ωｉ 处的频

域数据计算频率 ωｉ 对应的振型．
１．３　 采样时间间隔 Δｔ 和采样点数 Ｎｔ

仿真计算时，采样时间间隔 Δｔ 和采样点数 Ｎｔ

的选取需要满足一定要求．
选取采样间隔 Δｔ 之前，要对结构的最大频率

作估计．由采样定理可知，采样频率应至少是最大

频率的两倍．基于广义盖尔圆定理［１２］，有最大特征

值：
λｍａｘ≤‖Ｍ－１Ｋ‖∞ （１２）
则有采样时间间隔：

Δｔ＝ π

‖Ｍ－１Ｋ‖∞

≤ π
ωｍａｘ

（１３）

仿真计算时同样需要考虑频率分辨率．频率分

辨率指算法能将信号中两个相近的谱峰保持分开

的能力．若信号由两个相近频率组成，分别为 ω０ 和

ω０＋Δω０ ．当 Δω０ 很小时，可能导致两个峰合在一

起．此时需要增加采样点数 Ｎｔ，使得频域数据两峰

之间出现明显的波谷．根据文献［７］，采样点数 Ｎｔ

可通过下式确定：

Ｎｔ≥
８ｈ

Δω０Δｔ
　 （ｈ≥２） （１４）

１．４　 振型向量相似度度量

两次计算在不同的点上给定初始条件，得到两

组频率和测点上振型的数据．满足一定条件时，可
望重频处得到的两个振型向量线性无关．此处引入

振型向量的余弦相似度刻画振型的相似度．若有两

个 ｎ 维向量 μ ＝｛μ１，μ２，…，μｎ｝ Ｔ 和 η＝｛η１，η２，…，
ηｎ｝ Ｔ，则有 μ 和 η 夹角的余弦值为：

ｃｏｓθ ＝ μ Ｔη
‖μ‖２‖η‖２

＝
∑

ｎ

ｉ ＝ １
μ ｉη ｉ

∑
ｎ

ｉ ＝ １
μ ｉ

２( )
１ ／ ２ ∑

ｎ

ｉ ＝ １
η ｉ

２( )
１ ／ ２

（１５）

ｃｏｓθ 的值越接近于 １，两向量的相似度越高．
ｃｏｓθ ＝ １ 时， μ 和 η 可以互相线性表出；ｃｏｓθ ＝ ０

时， μ 和 η 相互正交．
理论上，单频处两个振型向量的夹角余弦值

ｃｏｓθ ＝ １，而重频处，夹角余弦值 ｃｏｓθ ＜１．由此，
以振型向量的余弦相似度为判别参数，可实现重频

的判别．

２　 算例验证与分析

２．１　 算法

以具有二重根的广义特征值问题为例，具体的

算法如下：
（１）选定 ｓ 个测点，确定识别指标 ｈ 和频率分

辨率 Δω０ 的值，由式（１３）和式（１４）确定时间间隔

Δｔ 和采样点数 Ｎｔ ．
（２）取一个初始激励点，给定初始条件．
（３）计算给定初始条件下测点的位移响应，对

响应数据进行快速 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换，得到频域数据．
（４）从频域数据中提取固有频率和振型信息，

振型做归一化处理．
（５）另取一个初始激励点，给定初始条件，执

行步骤（３）和（４），得到另一组频率和振型数据．
（６）计算每一阶频率两振型向量的夹角余弦

值，判别重频．
２．２　 算例验证

如图 １ 所示，有一四边固支的对称钢板结构，

１９２
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尺寸为 １ｍ×１ｍ×０．００２ｍ，弹性模量 Ｅ＝ ２×１０１１Ｐａ，泊
松比 μ＝ ０．３，密度 ρ ＝ ７８００ｋｇ ／ ｍ３ ．采用矩形板单元

进行网格划分（板单元的每个节点上有 ３ 个自由

度，分别为挠度和 ｘ 方向、ｙ 方向的转角） ．如图，划
分网格后共有 ８×８ ＝ ６４ 个单元，８１ 个节点．节点编

号方式为：左下角节点为 １ 号节点，沿左侧边向上

编号，至左上角点为 ９ 号节点，而后以底边左面第

二个节点为 １０ 号节点，依次向上编号，以此类推，
直至编至右上角点为 ８１ 号节点．

图 １　 钢板结构

Ｆｉｇ．１　 Ｓｔｅｅｌ ｐｌａｔｅ

选择 ５ 个节点计算响应，节点编号为 ２０、２９、
５１、６２ 和 ７１ 号．第一次计算时，在 ２２ 号节点挠度方

向给定大小为 ０．０５ｍ 初位移，第二次在 ６５ 号节点

挠度方向给定同样大小的初位移．两次计算初速度

均为零．
取 Δω０ ＝ ０．５，ｈ ＝ ５，相应的采样时间间隔 Δｔ ＝

２×１０－４ｓ，计算响应的数值方法为四阶 Ｒｕｎｇｅ⁃Ｋｕｔｔａ
法．

提取频域数据的峰值得到固有频率，综合多个

测点的数据，得到如表 １ 第二列和第四列所示的固

有频率结果．
根据式（１０）和式（１１）从频域数据中提取振

型，对于每个测点，其挠度方向计入振型．
两次测试中，一阶频率 ω１ ＝ １７．２８８Ｈｚ 处的振

型分别为：
φ１

（１）＝ ０．３１１，０．１９８，－０．８４１，－０．３１２，－０．２４４{ } Ｔ

φ１
（２）＝ ０．３１０，０．１８９，－０．８４４，－０．３０８，－０．２４７{ } Ｔ

其振型向量夹角余弦值为 ｃｏｓθ１ ＝ １．０００．
二阶频率 ω２ ＝ ３５．１３８Ｈｚ 处的振型分别为：

φ２
（１）＝ ０．４７７，０．０１７，－０．４３９，０．４７６，０．５９５{ } Ｔ

φ２
（２）＝ ０．１５７，０．３１０，０．９２４，０．１５７，０．０２５{ } Ｔ

夹角余弦值 ｃｏｓθ２ ＝ －０．２３５．由此，可以判定 ω２ 处存

在重频．
由于篇幅原因，其余各阶频率处的振型不再一

一列出，振型向量的夹角余弦值如表 １ 第三列和第

六列所示．
表 １　 固有频率和振型夹角余弦值

Ｔａｂｌｅ １　 Ｎａｔｕｒａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ ｃｏｓｉｎｅ ｖａｌｕｅｓ

Ｏｒｄｅｒ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（Ｈｚ） ｃｏｓθ
１ １７．２８８ １．０００
２ ３５．１３８ －０．２３５
３ ５０．５８８ １．０００
４ ６３．１２５ ０．９９７
５ ６３．５５０ １．０００
６ ７６．５５０ ０．８０４
７ ９９．６７５ ０．９９９
８ １０１．６６３ ０．５８３
９ １１２．５１３ １．０００
１０ １１３．４２５ １．０００
１１ １３３．２２５ －０．５７６
１２ １５０．３７５ １．０００
１３ １５０．６２５ １．０００
１４ １６０．０５０ ０．３３７
１５ １６３．６７５ １．０００
１６ １７６．８８８ １．０００

表 ２　 计算结果与精确解

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ａｎｄ ｅｘａｃｔ ｒｅｓｕｌｔｓ

Ｏｒｄｅｒ Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｒｅｓｕｌｔ
（Ｈｚ）

Ｅｘａｃｔ ｒｅｓｕｌｔ
（Ｈｚ）

Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｅｒｒｏｒ
（×１０－４）

　 １ １７．２８８ １７．２９３ －２．９
　 ２∗ ３５．１３８ ３５．１３７ ０．３
　 ３∗ ３５．１３８ ３５．１３７ ０．３
　 ４ ５０．５８８ ５０．５８５ ０．６
　 ５ ６３．１２５ ６３．１２０ ０．８
　 ６ ６３．５５０ ６３．５４５ ０．８
　 ７∗ ７６．５５０ ７６．５５３ －０．４
　 ８∗ ７６．５５０ ７６．５５３ －０．４
　 ９ ９９．６７５ ９９．６６９ ０．６
　 １０∗ １０１．６６２ １０１．６６７ －０．５
　 １１∗ １０１．６６２ １０１．６６７ －０．５
　 １２ １１２．５１３ １１２．５０８ ０．４
　 １３ １１３．４２５ １１３．４２０ ０．４
　 １４∗ １３３．２２５ １３３．２３０ －０．４
　 １５∗ １３３．２２５ １３３．２３０ －０．４
　 １６ １５０．３７５ １５０．３７２ ０．２
　 １７ １５０．６２５ １５０．６２９ －０．３
　 １８∗ １６０．０５０ １６０．０５４ －０．２
　 １９∗ １６０．０５０ １６０．０５４ －０．２
　 ２０ １６３．６７５ １６３．６７５ ０．０

由表 １ 可知，频率 ３５．１３８Ｈｚ、７６．５５０Ｈｚ、１０１．６６３Ｈｚ、
１３３．２２５Ｈｚ 和 １６０．０５０Ｈｚ 是重频．用 Ｍａｔｌａｂ 的 ｅｉｇ 函

数计算精确解，将计算结果和精确解进行对比．表 ２

２９２
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中列出了前 ２０ 阶固有频率的结果（带∗的为重

频）．由此可见，本方法能较好地实现重频辨识，同
时固有频率计算达到较高的精度．
２．３　 分析与讨论

对于具有二重频的问题，以上算法需要进行两

次响应计算．理论上，只计算一次响应也可实现重

频的辨识．计算响应的初始条件为：在一个点上给

定初位移，同时另一个点上给定初速度．此时重频

处实部分量得到的振型 φｒｅａｌ和虚部分量得到的振

型 φｉｍａｇ线性无关．理论上可据此实现重频的判别，
但实际操作时，重频辨识结果受初始条件的影响较

大，效果不理想．因此，对于具有二重频的广义特征

值问题，本文仍选择求两次响应的方式．
若研究具有 ｋ 重频（ｋ≥２）的问题，首先，可按

照二重频的方法，计算固有频率并辨识重频．在每

阶重频处，可得两个线性无关的振型．而后继续选

用新的初始激励点，计算动力学响应，并得到新的

一组振型数据．若重频处的振型不可用之前的振型

线性表出，则表示该阶频率处又找到一个新的振

型．继续选用新的初始激励点，计算响应，直到重频

处的振型均可用之前的振型线性表出．此时，重频

处得到的线性无关的振型的数目即是该阶频率的

重数．

３　 结论

本文采用多次单点初始激励的方式，从响应的

频域数据中得到多组测点上的振型，引入振型的余

弦相似度为判别参数辨识重根．以具有二重频的问

题为例进行特征值计算和重频辨识．计算结果表

明，振型向量的余弦值在单频和重频处有明显差

异，能够根据余弦值有效辨识重频，同时特征值计

算可达到较高精度．
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