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随机激励下非线性水轮机系统的控制设计

朱晨?　丁云飞

（上海电机学院，上海　２００２４０）

摘要　针对一类随机非线性哈密顿系统提出了一种全新的反馈跟踪控制方法．该控制策略可以准确地控制

系统输出的概率密度分布特性．闭环系统的稳定性也通过李雅普诺夫函数法得到严格的数学证明．最后，以

随机非线性水轮机系统为例，详细演示了控制设计过程及其有效性．仿真结果表明，新的反馈控制策略可以

使水轮机系统的输出满足预先指定的平稳概率密度函数．
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引言

非线性系统控制是最近几十年的一个重要研

究领域．常规非线性系统控制设计是基于确定性非
线性系统，例如 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ非线性系统［１，２］，单调非

线性［３］和高增益观察器［４］等．然而，这些方法忽略
了系统测量和过程中的随机噪声（如随机振动或冲

击）．几乎所有的控制过程都不可避免地受到噪声
或随机扰动的影响，相应地噪音可以显著改变动力

学系统的确定性．换句话说，它可以使随机扰动下
的非线性系具有新的稳定状态，它甚至可以增强一

个非线性系统对外部信号的响应［５－７］．因此，噪声
干扰下的非线性过程应该更确切地被定义为随机

非线性系统的输出．
传统意义上，随机非线性控制的设计多基于线

性化方法．许多行之有效的控制方法只关心两个被
控量，即均值和方差或协方差［８－１１］．这类控制基于
所述系统输出符合高斯分布的假定．然而，对于具
有本质非线性特性的许多实际过程，如化工，炼钢

或造纸的粒度分布的控制等，这些系统不能被线性

化．此时，均值和方差或协方差不足以表征输出过
程，因为一个随机非线性系统的输出通常为非高

斯．因此，在最近十几年，一些基于随机非线性系统
输出的概率密度函数（ＰＤＦ）的反馈控制方法研究
得到了越来越多的科研人员的关注．

在过去的几十年里，一些有效的控制策略被开

发出来以达到控制输出 ＰＤＦ的形状的目的［１２－２３］．
其中，伊藤［１２］和 Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｃｋ（ＦＰ）方程［１３］可以

用来描述ＳＰＤＦ．在由一个多项式反馈部分和一个
处理不确定性参数的切换项所组成的控制设计的

基础上，含有不确定参数的伊藤微分方程被用来表

示一类连续时间随机过程．最近，为了使输出 ＰＤＦ
追随目标 ＰＤＦ，一种递归 ＰＤＦ控制策略被用到具
有信道时间延迟和非高斯噪声的非线性 ＡＲＭＡＸ
系统中，一种多步前馈非线性累计成本函数也被用

于改善其追踪性能［１４］．另一种可行的解决方案是
引入平方根Ｂ样条扩展神经网络，通过跟踪动态权
重逼近输出ＰＤＦ［１５］．同样，在复杂的动态非高斯随
机过程中，应用广义迭代神经网络学习算法也能估

算输出 ＰＤＦ，随后输出 ＰＤＦ的跟踪控制可以简化
为两个相邻的重复过程之间的参数调整问题［１６］．
一类开关线性控制器被用来近似一维系统的 ＰＤＦ
形状［１７］．Ｈｅｒｚａｌｌａｈ和 Ｋａｒｎｙ［１８］为了避开明确评估
最优值函数而提出了基于自适应评判方法的一种

完全概率控制算法．Ａｎｎｕｎｚｉａｔｏ和 Ｂｒｏｚｉ［１９］根据 ＦＰ
方程提出一个有效的框架来解决多维随机过程

ＰＤＦ的最优控制．其相应的优化问题转变为在滚动
时域控制策略中的开环最优系统序列．Ａｂｈａｒｉａｎ和
Ｆａｄａｅｉ［２０］讨论了 ＰＤＦ控制系统的性能评估问题，
评估对象是一个复杂核反应堆系统，并且将评估原
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则用于分析核研究反应堆的能量 ＰＤＦ的性能．该
控制器的设计使得能量 ＰＤＦ能够跟踪给定形状．
一类无界随机不确定非线性系统的模型预测控制

方法是通过采用ＦＰ方程追踪 ＰＤＦ，同时根据随机
控制李雅普洛夫函数来设计稳定性约束条件［２１］．
其他随机模型预测控制相关的最新的文献综述可

以参见文献［２２］．
应当注意的是，上述所有提出的设计方法大多

是基于近似，它们在实际应用中还存在着理论和实

际上的问题［２３］．这些问题包括三点：首先，如果忽
略了权重向量的约束，输出的 ＰＤＦ的跟踪可能偏
离，这样会导致分析稳定性和性能的困难，从而不

能保证闭环系统是稳定的．其次，大部分方法都只
关注低维随机过程模型或一些相对简单的物理模

型．此外，随着系统维数的增加，用于闭环实现的计
算量过大．

为了克服这些问题，本文针对一类含随机扰动

的非线性系统设计了一种新的反馈控制方法．该方
法利用获得高维非线性随机系统的精确稳态解的

技术来追踪预先设定的 ＳＰＤＦ．并引入李雅普洛夫
函数方法保证闭环系统的输出收敛于一个预先设

定的ＳＰＤＦ，以此来确保闭环稳定性．随后，通过工
程应用中的一个随机非线性水轮机系统的仿真实

验来验证该方法的有效性．本文的结构安排如下：
在第１节中简要回顾由实际物理系统转换为相应
的哈密顿模型的过程；在第２节中给出一个跟踪预
先设定的 ＳＰＤＦ的随机反馈控制律的推导过程，同
时还分析了系统的稳定性，以保证控制系统的收敛

性，详细的论证过程将会给出．同时为了验证所提
出的理论，该方法将被用于一个在弹性水击和随机

扰动共同作用下的非线性水轮机系统，所得到的精

确最优控制律和结果在第３节给出．最后一部分给
出全文的结论．

１　随机哈密顿建模

哈密顿理论被广泛用于描述实际系统内部的

能量耗散及系统与外界的能量交换．直接法作为哈
密顿建模理论之一，是由实际系统的基本动态特性

经数学演绎而得．由于直接对实际系统建模十分困
难，有时甚至无法实现，于是基于微分方程与哈密

顿模型转换方法的哈密顿实现理论得到了发

展［２５］．下面将简要介绍转换方法和约束条件：
考虑一个控制动力系统：

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ　ｘ∈Ｍ （１）
其中Ｍ是一个 γ维流形，ｆ（ｘ）是向量，ｇ（ｘ）＝
（ｇ１（ｘ），…，ｇｎ（ｘ）），ｕ＝（ｕ１，…，ｕｎ）

Ｔ，称系统（１）
有一个状态反馈哈密顿实现，如果存在一个合适的

坐标卡，一个哈密顿函数 Ｈ和一个合适的状态反
馈控制律ｕ＝α（ｘ）＋ｕ′，使得系统（１）可以表示为：

ｘ＝Ｔ（ｘ）Ｈ
ｘ
＋ｇ（ｘ）ｕ′ （２）

如果结构矩阵Ｔ（ｘ）可以表示为：Ｔ（ｘ）＝Ｊ（ｘ）
＋Ｚ（ｘ），其中反对称阵Ｊ（ｘ）为：

Ｊ（ｘ）＝ １
‖!

Ｈ‖２［ｆ!Ｈ
Ｔ－

!

ＨｆＴ］ （３）

对称阵Ｚ（ｘ）为：

Ｚ（ｘ）＝＜ｆ，!Ｈ＞
‖!

Ｈ‖２Ｉ （４）

其中 ＜．，．＞表示内积．称式（２）为反馈哈密顿耗
散实现．Ｚ（ｘ）可以进一步分解为一个（半）正定阵
Ｒ（ｘ）和一个对称阵Ｓ（ｘ）：

Ｚ（Ｘ）＝－Ｒ（ｘ）＋Ｓ（ｘ） （５）
其中，

Ｒ（ｘ）＝

ｒ（ｘ） ０ ０ ０
０ ｒ（ｘ） ０ ０
０ ０ ｒ（ｘ） ０
０ ０ ０ ｒ（ｘ











）

Ｓ（ｘ）＝

ｓ（ｘ） ０ ０ ０
０ ｓ（ｘ） ０ ０
０ ０ ｓ（ｘ） ０
０ ０ ０ ｓ（ｘ











）

可选择如下控制器：

ｕ＝ｕ′－!

ＨＴＳ（ｘ）
!

Ｈ
＜ｇ，

!

Ｈ＞ （６）

此时，随机激励下的系统（２）可以表示为：

ｘ＝Ｔ（ｘ）Ｈ
ｘ
＋ｇ（ｘ）ｕ′＋ζ（ｘ）Ｗ（ｔ） （７）

其中ζ（ｘ）代表随机激励幅值；Ｗ（ｔ）为高斯白噪声，均
值为零，相关函数为Ｅ［Ｗｋ（ｔ）Ｗｌ（ｔ＋τ）］＝２Ｄｋｌδ（τ）．

２　追踪控制设计

２．１　问题的表述
考虑如下随机动力学系统：

ｄｘｉ 槇＝－ｍｉｊ（ｘ）
Ｈ
ｘｊ
ｄｔ＋ζｉｋ（ｘ）ｄＷｋ（ｔ）

ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ
（８）

其中 槇ｍｉｊ是ｘ的确定性函数．系统（８）可表示为如下

７５２
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Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ随机微分方程：

ｄｘｉ 槇＝－ｍｉｊ（ｘ）
Ｈ
ｘｊ
ｄｔ＋σｉｋ（ｘ）ｄＢｋ（ｔ）

ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ
（９）

其中，Ｂｋ（ｔ）是标准维纳过程；σｉｋ＝（ζＬ）ｉｋ且有 ζ＝

［ζｉｋ］，ＬＬ
Ｔ＝２Ｄ，Ｄ＝［Ｄｋｌ］．注意爱因斯坦惯例

（即：重复的标注表示对该指标的求和）被应用于

全文．式（９）等价于如下伊藤随机微分方程：

ｄｘｉ＝－ｍｉｊ（ｘ）
Ｈ
ｘｊ
ｄｔ＋σｉｋ（ｘ）ｄＢｋ（ｔ） （１０）

其中，

ｍｉｊ 槇＝－ｍｉｊ＋
１
２σｊｋ（ｘ）

σｉｋ（ｘ）
Ｘｊ

（１１）

式（１１）右侧的第二项为ＷｏｎｇＺａｋａｉ修正项．与伊藤
方程（１０）相对应的简化ＦＰＫ方程（ρ／ｔ＝０）为：


ｘｉ
（ｍｉｊ
Ｈ
ｘｊ
ρ）＋１２

２

ｘｉｘｊ
（ｂｉｊρ）＝０ （１２）

其中，ρ＝ρ（ｘ）是系统（１０）的稳态概率密度；ｂｉｊ＝
（σσＴ）ｉｊ＝２Ｄｋｌζｉｋζｊｌ；文献［２６－２７］中指出式（１２）
的解取决于哈密顿系统的可积性和共振型．对于不
可积系统，式（１２）的解为：

ρ（ｘ）＝Ｎ·ｅｘｐ［－λ（Ｈ）］ Ｈ＝Ｈ（ｘ） （１３）
其中Ｎ是归一化常数．λ（Ｈ）为概率势并由以下 ｎ
个一阶线性常微分方程求得：

２ｍｉｊ
Ｈ
ｘｊ
＋
ｂｉｊ
ｘｊ
－ｂｉｊ
Ｈ
ｘｊ
ｄλ
ｄＨ＝０

ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ
（１４）

这一求解技巧将被用于多自由度随机非线性

系统对给定平稳概率密度函数的追踪控制设计中．
２．２　被控过程

考虑受控的随机非线性系统．假设可以由如下
受控的耗散的哈密顿系统描述：

ｘｉ＝－［ｃｉｊ（ｘ）
Ｈ
ｘｊ
＋^ｕｉ（ｘ）］＋ζｉｋ（ｘ）Ｗｋ（ｔ）

ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ
（１５）

其中，ｃｉｊ（ｘ）是 ｘ的确定性函数，^ｕｉｊ（ｘ）是待设计的
控制律，其它符号定义同式（８）．显然，若令ｃｉｊ（Ｈ／
ｘｉ）＋^ｕｉ＝ｍｉｊ，那么式（１５）与（８）相同．假设目标稳
态概率密度函数为：

ρ（ｘ）＝ｃｅｘｐ［－λ（ｘ）］ （１６）
控制律设计过程如下：首先令式（１６）满足式

（１３）的形式并确定新的哈密顿函数 Ｈ；如果 Ｈ是
不可积的，则 ｕ^ｉ与 ｃｉｊ（ｘ）Ｈ／ｘｊ结合使得式（１４）
有目标解．可得到 ｕ^ｉｊ为：

ｕ^ｉ＝
１
２ｂｉｊ
Ｈ
ｘｊ
ｄλ
ｄＨ－ｃｉｊ

Ｈ
ｘｊ
＋１２
ｂｉｊ
ｘｊ

（１７）

２．３　输出过程的收敛性
系统（１０）可以简化为：
ｄｘｉ＝ａｉ（ｘ）ｄｔ＋σｉｋ（ｘ）ｄＢｋ（ｔ）

ｉ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ
（１８）

其中ａｉ＝－［ｃｉｊ（ｘ）＋^ｕｉ（ｘ）］Ｈ／ｘｊ．可见式（１８）具
有与式（１３）相同的稳态解．也可由如下定理得到
该系统输出的收敛性证明．
定理１
对任一高斯白噪声激励系统：

ｄｘｉ＝ａｉ（ｘ）ｄｔ＋∑
ｍ

ｋ＝１
σｋ（ｘ）ｄＷｋ（ｔ）

ｉ＝１，２，…，ｎ
（１９）

若存在一个李亚普诺夫函数Ｖ（ｘ）≥０，对ｘｉ有

二阶连续偏导，且当 ｘ→∞时有 Ｖ（ｘ）→∞，则 Ｒｎ

空间存在有界区间Ω，引入椭圆微分算子：

Ｌ＝ａｉ（ｘ）

ｘｉ
＋１２ｂｉｊ（ｘ）

２

ｘｉｘｊ
（２０）

使得ＬＶ≤－ｈ＜０，在空间Ｒｎ－Ω上成立，则存
在一个不变测度即一个连续的密度 ρ（ｘ），且当时
间ｔ→∞时，转移概率密度ρ（ｘ，ｔｘ０）→ ρ（ｘ）．

此定理的证明详见文献［２８］．

３　算例

考虑如下单机单管弹性水击下，非线性水轮机

模型：

ｘ＝ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ）ｕ （２１）
其中，

ｆ（ｘ）＝

　　　　　　ｘ２

－π
２

Ｔ２ｅ
ｘ１＋

１
ＲｎＴ

３
ｅ
［ｈ０－（ｋ＋

ｇ２γ
ｘ２４
）ｘ２３］

－３π２ｘ１＋
４
ＲｎＴｅ
［ｈ０－（ｋ＋

ｇ２γ
ｘ２４
）ｘ２３］

　　　－１ＴＷ
（ｘ４－ｇ０























）

，

ｇ（ｘ）＝

０
０
０
１
Ｔ















Ｗ

参数ｘ１和ｘ２是系统内部变量，ｘ３＝ｑ是水轮机

流量，ｘ４＝ｇ是导叶开度，ｇ０，ｇｒ分别是导叶开度初始

８５２
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值和额定值，ｈ０是静态水头（每单位），ｋ为引水系统
水头损失参数，Ｒｎ是压力管的特性阻抗（每单位），
Ｔｅ是弹性时间常量（秒），ＴＷ是伺服时间常量（秒）．

考虑到内部能量损失，水轮机出力为：

ｐｍ＝Ａｔγ
ｇ２γｘ

２
３

ｘ２４
（ｘ３－ｑｎｌ）－ＡｔＫｈ（ｘ

３
３－ｑ

３
ｎｌ）＋

Δｐｚ０［ｅ
－ｍ（ｑｚ－ｘ３）２－ｅ－ｍ（ｑｚ－ｑｎｌ）２］ （２２）

其中，ｐｍ为输出机械功率（每单位），γ＝９．８１，ｑｎｌ是
每单位水轮机空载流量，ｑｚ为在每单位水头最高效
率下的流量，Ａｔ是增益系数，Ｋｈ是水轮机管道的水
头损失系数，Δｐｚ０是冲击损失的系数，ｎ１是每单位
的冲击损失．

水轮机系统（２１）满足式（１）的形式，因此该系
统的哈密顿模型可由第二节中给出的哈密顿建模

方法得到．可选择如下哈密顿函数：

Ｈ（ｘ）＝ＴｗＡｔγ
ｇ２γｘ

２
３

ｘ４
（ｘ３－ｑｎｌ）＋ＴＷＡｔｋｈ（ｘ

３
３－

ｑ３ｎｌ）ｘ４－ＴＷΔｐｚ０［ｅ
－ｍ（ｑｚ－ｘ３）２－

ｅ－ｎ１（ｑｚ－ｑｎｌ）２］ｘ４＋ｘ１ｘ２ （２３）
式子的最后一部分表示内部变量在转移过程

中产生的能量．变量 ｘ３和 ｘ４分别是流量和导叶开
度，当水轮机开启并与电力系统连接后，ｘ３＞ｑｎｌ＞
０，ｘ１，ｘ２，ｘ４＞０，因此所选择的哈密顿函数为正．

哈密顿系统的自然输出为：

ｙ＝ｇＴ
!

Ｈ＝－ｐｍ （２４）
根据公式（４）和（５），Ｚ（ｘ）可以分解为：

ｚ＝ １
‖!

Ｈ‖２∑
４

ｉ＝１
ｆｉ!ｘｉＨ

＝ １
‖!

Ｈ‖２（ｘ
２
２＋∑ｉ＝２，３ｆｉ!ｘｉＨ＋ｘ４ｐｍ－ｇ０ｐｍ）

＝－ｒ（ｘ）＋ｓ（ｘ） （２５）
其中，

ｒ（ｘ）＝ １
‖!

Ｈ‖ {２ Ａｔγｇ
２
γｘ
２
３

ｘ４
ｑｎｌ＋ＡｔＫｈ（ｘ

３
３－ｑ

３
ｎｌ）ｘ４－

Δｐｚ０［ｅ
－ｍ（ｑｚ－ｘ３）２－ｅ－ｍ（ｑｚ－ｑｎｌ）２］ｘ４＋ｇ０ｐ }ｍ

（２６）

ｓ（ｘ）＝ １
‖!

Ｈ‖２［ｘ
２
２＋ｆ２!ｘ２Ｈ＋ｆ３!ｘ３Ｈ＋Ａｔγ

ｇ２γｘ
３
３

ｘ４
］

（２７）
代入公式（６）得到控制律ｕ为：

ｕ＝ｕ′－ｓ（ｘ）‖!

Ｈ‖２

〈ｇ，
!

Ｈ〉

＝ｕ′＋１ｐｍ
［ｘ２２＋ｆ２!ｘ２Ｈ＋ｆ３!ｘ３Ｈ＋Ａｔγ

ｇ２γｘ
３
３

ｘ４
］

（２８）
系统（２１）可以重建为：

ｘｉ＝Ｔｉｊ（ｘ）
Ｈ
ｘｊ
＋^ｕｉ＋σｉｋＷｋ （２９）

其中 ｕ^ｉ＝ｇ（ｘ）ｕ′ｉ．系统各参数值详见表１．令初始
状态Ｐｍ＝０．６（ｐｕ），Ｈ＝０．２８（ｐｕ），则目标概率密
度为：

ρ（Ｈ）＝Ｎｅ－
（Ｈ－０．２８）２
２σ２ （３０）

由公式（１７），可得 ｕ^ｉ为：

ｕ^ｉ＝（Ｈ－０．２８）
Ｈ
ｘｊ
－Ｔｉｊ
Ｈ
ｘｊ

（３１）

表１　系统参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｓｙｓｔｅｍｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｔｗ Ｔｅ Ａｔ Ｑｎｌ ｑｚ ｈ０
２．０１ｓ ０．０３５ｓ １．１２０４ １．３ ２．１ ２７０
ｋ Ｋｈ Δｐｚ０ ｎｌ σ

０．０７５ ０．０４５ ０．０５ １ ０．０１

为了证明系统的转移概率密度的确随时间变

化收敛到目标概率密度，设如下Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ＝１２（ｘ
２
１＋ｘ

２
２＋ｘ

２
３＋ｘ

２
４） （３２）

根据公式（２０）可知Ｖ的导数为：

ＬＶ＝∑
４

ｉ＝１
Ｄｉ［１－（Ｈ－０．２８）ｘｉ］ （３３）

显然有Ｖ（ｘ）≥０，Ｖ（ｘ）→∞，当｜ｘ｜→∞且在区间
Ｒ４－Ω中ＬＶ＜０，其中，

Ω ＝ ｘ∈∑
４

ｉ＝１
［１－（Ｈ－０．２８）ｘｉ］＞{ }０

由此可见，受控系统（２９）的转移概率密度会
随着时间ｔ→∞逐渐逼近到目标稳态概率密度．

然后，通过一个闭环系统仿真实验来评估该方

法的有效性．图１所示是系统能量Ｈ在控制过程中
的转移概率密度随时间的变化过程．当 ｔ＞４ｓ的时
候，Ｈ的转移 ＰＤＦ的均值和方差分别是 ０．２８和
０．０１，这个结果和其参考 ＳＰＤＦ值 Ｎ（０．２８；０．０１）２

一致，可见转移概率密度能够逼近目标 ＳＰＤＦ．因
此，由公式（２８）和（３１）确定的控制设计的确可以
使系统（２９）追踪到公式（３０）给出的期望ＳＰＤＦ值．
图２展示了输出功率的响应曲线．从中看出，未控
系统的输出为实线所示，在随机激励下水力输出响

应有较大波动；而受控系统的输出 ｐｍ（虚线）可以
满足在短时间内，大约３～４秒后，经过小幅震荡后

９５２
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稳定在一个特定区间．

图１　转移概率密度ρ（Ｈ，ｔ）随时间的变化

Ｆｉｇ．１　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆρ（Ｈ，ｔ）ｗｉｔｈｔｈｅｔｉｍｅ

图２　水力输出响应

Ｆｉｇ．２　Ｈｙｄｒａｕｌｉｃｏｕｔｐｕｔｒｅｓｐｏｎｓｅ

４　结论

虽然非线性系统的控制设计在很多工程领域

应用中取得了一定进展，但是对随机扰动下非线性

系统的控制研究的不足可能会导致一些问题，如针

对更复杂的随机非线性系统而言，可能面临不准确

的追踪性能，稳定性分析不足或较高的计算成本

等．由于输出 ＰＤＦ的近似值仍不能准确地描述系
统的特点，因此我们研究了一种随机非线性系统的

反馈追踪控制问题．具体来说，该随机非线性系统
的控制设计利用获得随机非线性系统的精确平稳

解的技术来追踪预先设定的目标 ＳＰＤＦ．系统控制
方法的闭环稳定性可以通过李雅普洛夫函数方法

证明其收敛性．为了验证理论结果，所提出的方法
被应用到弹性水击下的随机非线性水轮机系统中．
系统仿真结果表明受控系统能够追踪任意形状的

参考分布所对应的稳态概率分布．将来的工作重点
是将这种方法应用到更多的工程应用领域中去，看

看它是否适用于其他种类的随机非线性系统．
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