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摘要　研究随机扰动的压力和恒常电压联合作用下的介电弹性体球膜，发展随机响应的分析方法并总结其规

律，为计及介电弹性体的应变强化现象，其力学性能由Ｇｅｎｔ应变能模型描述，压力扰动近似为高斯白噪声．引

入能量相关变换并应用随机平均法导出了关于系统总能量稳态概率密度的简化ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方

程，并解析得到方程的解，从而得到球膜伸长比及其变化率的稳态概率密度，进而得到伸长比的各阶统计

量．研究针对两种典型情形进行，即球膜在伸长比为１附近的振动及球膜在材料拉伸极限附近的振动．详细

讨论了激励强度、材料参数及常电压值对伸长比统计量的影响，特别强调了不同的材料参数和常电压值引

起的不同振动模式．蒙特卡洛模拟证实了分析结果的有效性和精度．

关键词　介电弹性体，　球膜，　随机平均法，　随机响应

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１７０３０

引言

介电弹性体结构是由典型电活性聚合物介电

弹性体及其上下表面的电极构成．在电极上施加外
加电压，介电弹性体结构在厚度方向变薄且在面内

延展．由于介电弹性体结构具有电致变形大、响应
快、质量轻、费用低及化学生物兼容性好等优异性

能，被广泛应用于驱动及传感等功能器件中，如柔

性机器人、智能光学器件、自调节流控器件及发电

机等［１－５］．
介电弹性体结构常工作于动态模式下，近年来

对其复杂动力学行为有充分的研究［６－１３］，如用扰

动静平衡态的方法分析振荡、固有频率、电压或／和
外力随时间变化时的动态响应等，并发现了丰富的

动力学现象，在交变电压激励下，介电弹性体结构

出现多频共振，如主共振、超谐共振、亚谐共振等

（在实验中也发现主共振和超谐共振现象，但未发

现亚谐共振［１４，１５］），以及突跳、分叉等现象，研究还

发现可通过结构设计或调整静态电压的方法来实

现动态调频功能．当前对介电弹性体结构动态行为
的研究主要集中在确定性激励情形，然而介电弹性

体结构不可避免受到随机扰动，如机械力与电压的

扰动，这些随机扰动可能会影响功能器件的性能，

为了提高功能器件性能，对介电弹性体结构的随机

响应分析是非常有必要的．目前，已对压力和电压
受随机扰动的介电弹性球膜结构的随机响应进行

分析［１６，１７］，采用的弹性应变能模型是 ｎｅｏＨｏｏｋｅａｎ
模型．ｎｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型能较好地模拟小应变时材
料特性，然而对聚合物其他的材料特性如应变强化

行为，该模型就不能描述，因此随机激励情形的介

电弹性体结构的响应分析还需要进一步深入．
本文基于此，将以基于 Ｇｅｎｔ模型的介电弹性

体球膜为对象，预测其受随机压力和常电压作用下

的响应，并分析激励强度、材料参数和常电压值对

随机响应分析的影响．

１　介电弹性体球膜的动力学模型

泵、扬声器等结构在研究时可采用球来描述，

考虑理想介电弹性体球膜，在压力和电压共同作用

下将变形，假设其变形过程始终保持球对称，则介

电弹性体球膜的动力学方程可简单用一个单自由

度系统来描述球膜的变形．在未变形的参考状态，
球膜的半径和厚度分别是 Ｒ和 Ｋ．当受到常电压

Φ０和随机的内外压力差 ｐ＝ｐ０（１＋ξ（ｔ）），球膜发
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生变形，即时半径为ｒ．其中，ｐ０为电压差均值，ξ（ｔ）
为随机过程，用强度为２Ｄ的高斯白噪声描述．

假设介电弹性体球膜的热力学特性可以由系

统的 Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ自由能密度描述，可表示为弹性应
变能和电场能之和，这里采用 Ｇｅｎｔ弹性应变能模
型．根据虚功原理，系统的自由能变化应该等于电
压、压力、惯性力及阻尼力（为简单起见采用粘性阻

尼）作功之和，可导出介电弹性体球膜的无量纲动

力学方程为：

ｄ２λ
ｄｔ２
＋ｃｄλｄｔ＋ｇ（λ）＝ｓｒλ

２ξ（ｔ） （１）

其中，λ＝ｒ／Ｒ是球膜的伸长比，ｃ是无量纲粘性阻

尼系数， 槇ｔ＝ｔμ／槡 ρ／Ｒ为无量纲时间，ρ为介电弹性
体密度，μ剪切模量．

ｇ（λ）＝（２λ－２λ－５）／１－（２λ２＋λ－４－３）／Ｊ[ ]ｍ －

ｓｒλ
２－ｓｆλ

３

ｓｒ＝
ｐ０Ｒ
μＫ
，ｓｆ＝

２εΦ２０
μＫ２

（２）

Ｊｍ是与拉伸极限有关的材料常数，ε为介电常数．
为方便，在后文中，将均值压力相关量 ｓｒ称为压
力，常值电压相关量ｓｆ称为电压．

令ｇ（λ）＝０可得出静态平衡位置 λｅｑ与恒常
电压ｓｆ的关系．研究发现当 ｓｒ＝０．１，Ｊｍ取不同值
时，出现两种典型ｓｆ～λｅｑ曲线，如图１所示．从图中
可以看出：当Ｊｍ较小如Ｊｍ＝５时，系统只有一个稳
定的平衡位置；当 Ｊｍ较大如 Ｊｍ＝５０时，电压存在
局部极大值，而电压在某个区间段时系统有两个稳

定的平衡位置，如果电压不在这个区间段系统只有

一个稳定的平衡位置，当 Ｊｍ＝５０时这个电压区间
段为（０．２５７１，０．８７７５）．当 Ｊｍ→∞，Ｇｅｎｔ模型简化
为ｎｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型，从图１中可以看出在小变形
时确实可简化为ｎｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型．

对ｇ（λ）关于λ进行积分可得：

Ｖ（λ）＝－
Ｊｍ
２ｌｏｇ（１－

２λ２＋λ－４－３
Ｊｍ

）－
ｓｒ
３λ

３－
ｓｆ
４λ

４

（３）
Ｖ可认为是系统的势能．由式（３）的表达式中看出
要使Ｖ有物理意义，即ｌｏｇ项保持实数，则伸长比λ
必须要在一范围里，且范围区间与Ｊｍ取值有关．图
２给出了不同参数情形下的Ｖ～λ曲线及其相应的
伸长比区间范围，从图中可以看出当 Ｊｍ较小如 Ｊｍ
＝５时，系统势能曲线有一个势阱；当Ｊｍ较大如Ｊｍ

＝５０时，随着电压的变大，势能曲线可从一个势阱
变到两个势阱，再到一个势阱，即在某个电压区间，

系统是双稳的，与图２的结论相一致；且在 λ＝λｅｑ
时，系统势能达到局部极小值 Ｖｍ．双稳系统的响应
很复杂，本文先只关注单稳系统．

图１　静态平衡位置与恒常电压的关系

Ｆｉｇ．１　Ｖｏｌｔａｇｅｓｔｒｅｔｃｈｒａｔｉｏｃｕｒｖｅｓ

图２　系统势能曲线

Ｆｉｇ．２　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｓｙｓｔｅｍｐｏｔｅｎｔｉａｌ

２　随机响应分析

由式（２）可知系统（１）是一个强非线性随机动
力学系统，且受到随机非线性参数激励，一般很难

得到系统的精确解析解．本文将采用随机平均法来
近似预测系统的随机稳态响应．

首先，引入下列变换［１８］，

ｓｇｎ（λ－λｅｑ）Ｕ（λ） 槡＝ Ｈｃｏｓφ，λ＝－ ２槡Ｈｓｉｎφ

（４）
其中φ为相位角，Ｈ系统能量，表示为：

Ｈ＝λ２／２＋Ｕ（λ）
Ｕ（λ）＝Ｖ（λ）－Ｖｍ （５）
根据变换（４），可将系统的动力学方程描述为

关于系统能量 Ｈ和相位角 φ的随机微分方程．应

１５２
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用随机平均方法，系统能量 Ｈ（ｔ）可近似为一个一
维扩散过程，并由下面的随机Ｉｔ方程描述［１９］：

ｄＨ＝ｍ（Ｈ）ｄｔ＋σ（Ｈ）ｄＢ（ｔ） （６）
其中Ｂ（ｔ）为一单位维纳过程，漂移系数和扩散系
数分别为：

ｍ（Ｈ）＝ ２
Ｔ（Ｈ）×

∫
λ２

λ１
（－ｃ２Ｈ－２Ｕ（λ槡 ）＋

Ｄｓ２ｒλ
４

２Ｈ－２Ｕ（λ槡 ）
）ｄλ

σ２（Ｈ）＝ ２
Ｔ（Ｈ）∫

λ２

λ１
２Ｄｓ２ｒλ

４ ２Ｈ－２Ｕ（λ槡 ）ｄλ （７）

式（７）中λ１和λ２分别是方程Ｈ－Ｕ（ｘ）＝０的最小
根和最大根，能量依赖的周期可由下式计算得到：

Ｔ（Ｈ）＝２∫
λ２

λ１

１
２Ｈ－２Ｕ（λ槡 ）

ｄλ （８）

根据式（６）可导出相应的关于系统能量稳态
概率密度的简化 ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ（ＦＰＫ）
方程，方程的解即系统能量的稳态概率密度表示

为：

ｐ（Ｈ）＝ Ｃ
σ２（Ｈ）

ｅｘｐ∫
Ｈ

０

２ｍ（ｕ）
σ２（ｕ）

ｄ[ ]ｕ （９）

其中Ｃ为归一化常数．伸长比和它的变化率的联合
概率密度可由如下式近似计算得到：

ｐ（λ，λ）＝ｐ（ｈ）Ｔ（ｈ）ｈ＝λ２／２＋Ｕ（λ）
（１０）

伸长比的稳态概率密度和伸长比的变化率的稳态

概率密度可分别通过式（１０）对λ和 λ积分得到．
一般更关注球膜的伸长比，伸长比的均值及均方值

由如下计算得到：

Ｅ［λ］＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
λｐ（λ，λ）ｄλｄλ

Ｅ［λ２］＝∫
∞

－∞∫
∞

－∞
λ２ｐ（λ，λ）ｄλｄλ （１１）

３　数值结果与讨论

为了验证所提方法的有效性和准确性，所提方

法得到的结果与对系统（１）的蒙特卡洛模拟方法
得到的结果进行比较，并讨论材料参数和激励参数

对响应的影响．在后面计算中选定 ｃ＝０．０１和 ｓｒ＝
０．１．对单稳情形，从图１和图２可看出不同的材料
参数和常电压值系统时动力学行为不一样，材料参

数较小时，球膜在伸长比为１附近振动，而当材料
参数较大且施加的电压也比较大时，则球膜在伸长

比为较大的稳定平衡位置即球膜在材料拉伸极限

附近振动．图３和图４分别给出了两种典型响应，
图（ａ）和（ｂ）中实线表示本文方法得到的结果，三
角符号表示系统（１）的蒙特卡洛模拟方法得到的
结果，下面图中有类似的表示．

图３　系统稳态响应

（参数取值：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｊｍ＝５，Ｄ＝０．０１）

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

（Ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓ：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｊｍ＝５，Ｄ＝０．０１）

图３和图４的数值结果与模拟结果吻合很好，
这说明本文所提方法的有效性和准确性．图４（ａ）
中可明显观察到球膜伸长比的稳态概率密度曲线

的不对称性，且当伸长比超过静态平衡点如图中

λｅｑ＝４．９２５４时其概率密度快速减小，某个响应样
本的相图如图４（ｃ）所示，这应归因于材料的应变
强化特性．

２５２
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图４　系统稳态响应

（参数取值：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｊｍ＝５０，Ｄ＝０．０１）

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ

（Ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓ：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｊｍ＝５０，Ｄ＝０．０１）

下面讨论激励强度、材料参数及常电压值对伸

长比的均值及均方值的影响．图６给出了伸长比均
值和均方值随着随机激励强度的变化，从中可观察

到伸长比均值和均方值都随着激励强度的增加而

增加，球膜在伸长比为１附近振动，伸长比的均值
比静态平衡伸长比要大．伸长比统计量随材料参数

Ｊｍ的变化如图７所示，伸长比均值和均方值都随

着材料参数Ｊｍ的增加而增加，在这些参数取值的

情况下，球膜在伸长比为１附近振动，当 Ｊｍ→∞，
Ｇｅｎｔ模型简化为 ｎｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型，从图７中也可

以看出伸长比统计量在 Ｊｍ→∞时确实趋于 ｎｅｏ
Ｈｏｏｋｅａｎ模型的结果．静态平衡的伸长比也是随着

材料参数Ｊｍ的增加而增加最后趋于稳定．此情形

下的球膜仍是在伸长比为１附近振动，伸长比的均
值比静态平衡伸长比要大．图８给出了伸长比均值
和均方值随着常电压值的变化曲线．由图１常电压
值与静态平衡伸长比的曲线可知，当取不同的材料

参数Ｊｍ表现出两种典型的曲线，所以图 ８（ａ）和
（ｂ）分别给出了 Ｊｍ＝５和 Ｊｍ＝５０情形．当 Ｊｍ＝５
时，任何电压下的球膜都是单稳系统，伸长比均值、

均方值及静态平衡伸长比都随着常电压值的增加

而增加，而且增加的速率随着电压的增加先增加后

减小，当电压比较大时，球膜伸长比的概率密度也

出现不对称性，同样是由于应变强化引起．从图１
中可看出电压随着平衡位置快速增加现象，也就是

说在电压比较小时，球膜在伸长比为１附近振动，

图６　伸长比均值、均方值、静态平衡伸长比随激励强度的变化

（参数取值：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｊｍ＝５）

Ｆｉｇ．６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｍｅａｎｖａｌｕｅａｎｄｍｅａｎｓｑｕａｒｅｖａｌｕｅｏｆ

ｔｈｅｓｔｒｅｔｃｈｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅｓｔａｔｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓｔｒｅｔｃｈｒａｔｉｏｗｉｔｈ

ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

（Ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓ：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｊｍ＝５）

图７　伸长比均值、均方值、静态平衡伸长比随材料参数的变化

（参数取值：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｄ＝０．０１）

Ｆｉｇ．７　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｍｅａｎｖａｌｕｅａｎｄｍｅａｎｓｑｕａｒｅｖａｌｕｅｏｆ

ｔｈｅｓｔｒｅｔｃｈｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅｓｔａｔｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓｔｒｅｔｃｈｒａｔｉｏｗｉｔｈ

ｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒ

（Ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓ：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｄ＝０．０１）
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图８　伸长比均值、均方值和静态平衡伸长比随常电压值的变化

（参数取值：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，ｓｆ＝０．２，Ｄ＝０．０１）

Ｆｉｇ．８　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｍｅａｎｖａｌｕｅａｎｄｍｅａｎｓｑｕａｒｅｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｓｔｒｅｔｃｈ

ｒａｔｉｏａｎｄｔｈｅｓｔａｔｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｓｔｒｅｔｃｈｒａｔｉｏｗｉｔｈｔｈｅｃｈａｎｇｅｏｆｖｏｌｔａｇｅ

（Ｐａｒａｍｅｔｅｒｖａｌｕｅｓ：ｃ＝０．０１，ｓｒ＝０．１，Ｄ＝０．０１）

而当电压较大时，出现应变强化现象，球膜在材料

极限拉伸附近振动．从图８（ａ）中还观察到在电压
比较小即球膜在伸长比为１附近振动时，伸长比的
均值比静态平衡伸长比要大，而当电压比较大即在

材料拉伸极限附近振动时，伸长比的均值比静态平

衡伸长比要小．当Ｊｍ＝５０时，当电压值小于０．２５７１
或电压值大于０．８７７５时，球膜是单稳系统，伸长比
均值、均方值及静态平衡伸长比都随着常电压值的

增加而增加，其中电压小于０．２５７１时，球膜在伸长
比为１附近扰动，伸长比的均值比静态平衡伸长比
要大，而电压值大于０．８７７５，在材料拉伸极限附近
振动，伸长比的均值比静态平衡伸长比要小．

４　结论

本文研究了介电弹性体球膜的随机响应，其中

弹性应变能模型采用能描述应变强化的 Ｇｅｎｔ模
型，受到随机扰动的压力及常电压作用．引入系统
能量相关的变换并应用随机平均法可推导出控制

系统能量的稳态概率密度的简化 ＦＰＫ方程，并解

析得到方程的解，从而可以得到球膜伸长比及其变

化率的联合概率密度，进而可计算相应响应的边缘

概率密度及其各阶统计量．数值结果与模拟结果的
比较验证了本文所提方法的有效性和准确性．对所
研究系统的单稳情形，主要有两种典型的振动，其

一是球膜在伸长比为１附近的扰动，另一个是球膜
在材料拉伸极限附近的扰动，且后一种归因于材料

的应变强化．激励强度、材料参数及常电压值对伸
长比有很大的影响，特别是不同的材料参数和常电

压值引起不同的振动模式．伸长比均值和均方值都
随着这三个参数的增加而增加．球膜在伸长比为１
附近振动时，当材料参数趋于无穷，伸长比均值和

均方值趋于ｎｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型的结果．球膜在伸长
比为１附近振动时，伸长比的均值比静态平衡伸长
比要大，当球膜在材料拉伸极限附近振动时，伸长

比的均值比静态平衡伸长比要小．
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