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摘要　分析了含有分数阶导数的经济波动模型，其中分数阶导数描述了经济变量的长记忆性质．将随机动

力系统的概念引入到了经济波动模型以理解经济波动的本质特征．主要研究了经济波动问题中的平衡状态

的稳定性以及经济波动的波动幅度问题．首先，我们研究了经济变量的记忆性质对经济波动的稳定性和波

动幅度的影响．结果表明，经济变量的长记忆性延长了经济系统到达平衡状态的时间，这对宏观经济调控提

供了一个新的视角和观点．其次，我们研究了分数阶导数如何影响和改变经济波动的波动幅度．结果显示相

比于经典模型，经济变量的时间记忆特性会产生不同的令人惊奇的现象．

关键词　经济波动模型，　分数阶导数，　随机激励，　多尺度方法
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引言

经济波动一直是宏观经济研究中的核心问题之

一．研究经济波动的稳定性以及经济波动幅度具有
十分重要的理论意义．２０世纪５０年代，Ｇｏｏｄｗｉｎ［１］

改进了希克斯模型并且在文章“ＴｈｅＮｏｎｌｉｎｅａｒ
ＡｃｃｅｌｅｒａｔｏｒａｎｄｔｈｅＰｅｒｓｉｓｔｅｎｃｅｏｆＢｕｓｉｎｅｓｓＣｙｃｌｅｓ”中
取得了突破性的进展．Ｓａｓａｋｕｒａ［２］给出了 Ｇｏｏｄｗｉｎ
模型含有唯一的稳定的极限环的证明．Ｋａｌｄｏｒ［３］和
Ｋａｌｅｃｋｉ给出了一个非线性模型来描述经济系统的
波动问题．Ｐｕｕ和Ｓｕｓｈｋｏ［５］给出了一个包含引致投
资函数以抵御经济衰退的经济波动模型．Ｆｒａｎｋｅ
等［６］研究了收入分配在经济波动中的作用．Ｍａｔｓｕ
ｍｏｔｏ［７］通过研究发现，连续的时间滞后效应比固定
的时间滞后效应对于系统稳定性的影响更大，而且

当平衡点在局部稳定的条件下，可以存在多个极限

环．Ｙｏｓｈｉｄａ和Ａｓａｄａ［８］研究了政府调控以及政策滞
后效应对于经济系统的影响．

经济变量的时间记忆性使得分数阶导数适合

描述经济变量的这种长记忆性．许多学者在分数阶
导数的应用型研究方面做出了很多出色的工作．
ＮｉｃｋＬａｓｋｉｎ［９］研究了含有分数阶导数的金融系统
并且得到了回报的概率分布．Ｃｈｅｎ［１０］分析了一个

分数阶金融系统的动力学行为以及混沌机制．
Ｗａｎｇ等［１１］提出了一个含有时滞的分数阶金融系

统，并且分析了该系统的动力学行为．ＭａｒｉｕｓＦ［１２］

提出了参数切换方法来研究分数阶金融系统的动

力学特性．ＩｎｄｒａｎｉｌＰａｎ［１３］提出了带有正向控制策
略的分数阶金融系统．ＳａｃｈｉｎＢｈａｌｅｋａｒ［１４］研究了变
量的时滞效应对于系统混沌的影响．Ｙｉｎ［１５］设计了
一种滑模控制方法来控制分数阶系统的混沌行为．

在现实环境中，外部的随机扰动是不可避免

的．同样，这些外部的随机扰动也会影响经济系统
的运行．李佼瑞［１６］研究了带有时滞反馈控制的非

线性经济波动模型的响应问题．李爽［１７］研究了确

定性以及带有随机激励情形下的经济波动模型的

混沌控制问题．Ｓｐａｎｏｓ和Ｚｅｌｄｉｎ［１８］提出了频域方法
来研究带有分数阶导数的系统的随机动力学行为．
许勇和李永歌［１９］提出了一种新的摄动方法来获得

分数阶随机系统的近似解析解．刘迪［２０］研究了带

有分数阶导数的含参数激励的随机系统的共振响

应问题．陈林聪和朱位秋［２１］应用随机平均方法研

究了带有周期激励以及白噪声激励的分数阶非线

性系统．黄志龙研究了强非线性分数阶系统的随机
响应以及随机稳定性问题［２２］．Ｄｉｍａｔｔｅｏ等［２３］提出

了一种新的解析方法，可以获得系统非平稳响应的
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概率密度函数．
本文由以下几个部分构成．在第二节，考虑到

经济变量的时间记忆特性，我们建立了一个带有分

数阶导数的经济波动模型．在第三节，我们研究了
带有分数阶导数的经济波动模型平衡状态的定点

稳定性．在第四节给出了窄带噪声激励下的分数阶
经济波动模型．应用多尺度方法得到了经济系统的
波动幅度．其次，进行数值模拟来验证了解析方法
的有效性，并且分析了分数阶导数对经济波动幅度

范围以及经济波动幅度的概率密度的影响．

１　模型

文献［３］中，Ｇｏｏｄｗｉｎ提出了一个数学模型来
研究经济系统的经济波动问题．该模型如下：

δηｙ̈（ｔ）＋（δ＋（１－α）η）ｙ（ｔ）－φ（ｙ（ｔ））＋
（１－β）ｙ（ｔ）＝Ｏ（ｔ） （１）

其中Ｏ（ｔ）代表自发的投资．这里我们将其设定为
常数Ｏ．由此可以得到下式：

δη̈ｚ（ｔ）＋（δ＋（１－α）η）ｚ（ｔ）－φ（ｚ（ｔ））＋
（１－β）ｚ（ｔ）＝０ （２）

其中，

ｚ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－Ｏ／（１－β） （３）
在经过变换之后，方程（２）可以写成下面的形式：

ｘ̈（ｔ）＋κｘ（ｔ）－Φ（ｘ（ｔ））＋ω２ｘ（ｔ）＝０ （４）
其中，

ｘ（ｔ）＝ｚ（ｔ），κ＝δ＋（１－β）ηδη
，

Φ（ｘ（ｔ））＝１δηφ
（ｘ（ｔ）），ω２＝１－βδη

（５）

Ｙ（ｔ）是经济变量，δ代表投资支出的时间滞后，β代
表边际消费倾向，η代表新的固定投资的时间滞
后．Φ（ｘ（ｔ））代表引致投资，其中δ，β，η都是常数．

考虑到失业、环境污染、投资的时滞效应，代表

阻碍经济系统达到平衡态的系统阻尼 κｘ（ｔ）可以
写成分数阶导数的形式：

ｘ̈（ｔ）＋κＤαｘ（ｔ）－Φ（ｘ（ｔ））＋ω２ｘ（ｔ）＝０ （６）

２　经济系统的稳定性

２．１　稳定性影响
经济系统的平衡态即动力系统的定点．为了研

究经济变量的时间记忆性质对于系统稳定性的影

响，方程 （６）可以写为如下形式：

Ｄαｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）

Ｄ１－αｙ（ｔ）＝ｚ（ｔ）

Ｄ１ｚ（ｔ）＝Φ（ｚ（ｔ））－κｙ（ｔ）－ｗ２ｘ（ｔ
{

）

（７）

定理２．１　根据文献［２４］提出的稳定性定理，系统
（７）的特征方程可以写为：

ｄｅｔ（ｄｉａｇ（λｍｑ１λｍｑ２…λｍｑ[ ]ｎ ）－Ｊ）＝０ （８）
其中ｑｉ为分数阶导数０＜ｑｉ＜２，ｍ为分数阶阶数的
最小公倍数，根据各参数的经济学意义，我们设 α
＝０．５，ω＝１，κ＝０．３，Φ（ｚ（ｔ））＝０．０５（ｚ（ｔ））３，系
统（７）可以写为如下形式：

Ｄ０．５ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）

Ｄ０．５ｙ（ｔ）＝ｚ（ｔ）

Ｄ１ｚ（ｔ）＝０．０５（ｚ（ｔ））３－０．３ｙ（ｔ）－ｘ（ｔ
{

）

（９）

系统（７）有唯一的定点（０，０，０）．在（０，０，０）点的系
统的雅各比矩阵为：

０ １ ０
０ ０ １
－１ －０．









３ ０

（１０）

方程（８）变为：
１０λ４＋３λ＋１０＝０ （１１）

可以得到：

ｍｉｎ｛ａｒｇ（λｉ）｝＝０．８３３＞
γ
２π＝

π
４ （１２）

因此定点是渐近稳定的［２４］，这意味着经济系统可

以在平衡点运行．
如果我们设α＝１，雅各比矩阵为：
０ １
－１ －０．[ ]３ （１３）

特征方程为：

１０λ２＋３λ＋１０＝０ （１４）
特征值可以计算得到λ１，２＝－０．１５±０．９９ｉ，也

是渐近稳定的．
２．２　到达平衡态的过程

从图１中可以看出，随着分数阶导数阶数的减
小，到达平衡状态所需的时间变长了．这就是说，在
制定宏观调控政策时必须考虑到经济变量记忆特

性的影响，否则会错误地估计经济政策对经济系统

的效用．

３　经济波动的幅度

３．１　近似解析解
通过上面的分析，方程（６）可以写为如下形式：

３４２
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图１　时间历程

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

ｘ̈（ｔ）＋κＤαｘ（ｔ）－Φ（ｘ（ｔ））＋ω２ｘ（ｔ）

＝ｆｃｏｓ（Ωｔ＋γＷ（ｔ）） （１４）
其中 ｆ＞０表示随机激励的振幅，Ω表示周期激励
的频率，Ｗ（ｔ）代表标准维纳过程，γ≥０表示随机激
励的噪声强度．

为了应用多尺度方法，引入小参数０＜ε＜１，
所以方程 （１４）可以写为：

ｘ̈（ｔ）＋εκＤαｘ（ｔ）－εΦ（ｘ（ｔ））＋ω２ｘ（ｔ）＝εξ（ｔ）
（１５）

其中ξ（ｔ）＝ｆｃｏｓ（Ωｔ＋γＷ（ｔ））．功率谱密度 Ｓξ（ω）

为［２５］：

Ｓξ（ω）＝
１
２
ｆ２γ２（Ω２＋ω２＋γ４／４）
（Ω２－ω２＋γ４／４）２＋ω２γ４

（１６）

对于分数阶导数［２６］，我们选取黎曼刘维尔定

义：

　Ｄαｘ（ｔ）＝ １
Γ（１－α）

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０

ｘ（τ）
（ｔ－τ）α

ｄτ，０＜α＜１

（１７）

利用多尺度方法，方程（１５）的解可以写成如
下形式：

ｘ（ｔ）＝ｘ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｘ１（Ｔ０，Ｔ１） （１８）
其中Ｔ０＝ｔ代表快变时间变量，Ｔ１＝εｔ代表慢变时
间变量．记：

Ｄ０＝

Ｔ０
，Ｄ１＝


Ｔ１

（１９）

则有：

ｄ
ｄｔ＝Ｄ０＋εＤ１＋…，

ｄ２

ｄｔ２
＝Ｄ０

２＋２εＤ０Ｄ１＋…

（２０）
将方程（１８）和（１９）代入方程（１５）比较ε的系数，
可以得到：

Ｄ０
２ｘ０＋ω

２ｘ０＝０ （２１）

Ｄ１
２ｘ１＋ω

２ｘ１＝－２Ｄ０Ｄ１ｘ０＋Φ（Ｄ０ｘ０）－κＤα０ｘ０＋ξ（ｔ）

（２２）
方程（２１）的解可以写成：

ｘ０＝Ａ（Ｔ１）ｅ
ｉωＴ０＋ｃｃ （２３）

ｃｃ表示前面各项的复共轭．将方程（２３）代入方程
（２２），可以得到：

Ｄ１
２ｘ１＋ω

２ｘ１＝－２Ｄ０Ｄ１（Ａ（Ｔ１）ｅ
ｉωＴ０＋ｃｃ）＋

Φ（Ｄ０（Ａ（Ｔ１）ｅ
ｉωＴ０＋ｃｃ））－

κＤα０（Ａ（Ｔ１）ｅ
ｉωＴ０＋ｃｃ）＋

ｆ
２（ｅ

ｉ（Ωｔ＋γＷ（Ｔ１））＋ｃｃ） （２４）

对于黎曼刘维尔定义，方程（２４）右边的第三项可
以写成如下形式：

Ｄα０（Ａ（Ｔ１）ｅ
ｉωＴ０＋ｃｃ）＝（ｉω）αＡ（Ｔ１）ｅ

ｉωＴ０＋

　ｓｉｎ（απ）
π

Ａ（Ｔ１）∫
∞

０

ｕα
ｕ＋ｉω

ｅ－ｕＴ０ｄｕ＋ｃｃ（２５）

其中方程（２５）右边的第二项不产生久期项，因此
不影响最终的解［２７］．

为了研究系统的主共振响，引入协调参数 σ，
由Ω＝ω＋εσ，（Ω－ω）Ｔ０＝σＴ１．消除久期项，得：

　－２ｉωＡ′＋Φω（Ａ，Ａ）－κ（ｉω）
αＡ＋ｆ２ｅ

ｉ（σＴ１＋γＷ（Ｔ１））＝０

（２６）

其中 Φω（Ａ，Ａ）表示 ｅ
ｉωＴ０的系数，γ＝γ

槡ε
，γＷ（ｔ）＝

ｒＷ（εｔ）

槡ε
＝γＷ（Ｔ１）．

Ａ可以表示为极坐标的形式：

Ａ＝
ａ（Ｔ１）
２ ｅｉφ（Ｔ１） （２７）

方程（２６）中，一个基本的公式要应用到：

４４２
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（ｉω）α＝ωαｃｏｓ（α２）＋ｉω
αｓｉｎ（α２π） （２８）

将方程（２７），（２８）代入（２６）并分离方程（２６）
的实部和虚部，可以得到：

ａ＝－１２κω
α－１ａｓｉｎ（α２π）＋

１
ωΦｉ，ω（ａ）＋

ｆ
２ω
ｓｉｎ（θ）

ａθ·＝ａσ－１２κω
α－１ａｃｏｓ（α２π）＋

１
ωΦｒ，ω（ａ）＋

ｆ
２ω
ｃｏｓ（θ）＋γａＷ· （Ｔ１） （２９）

其中θ＝σＴ１＋γＷ（Ｔ１）－φ（Ｔ１）．Φｉ，ω（ａ）和 Φｒ，ω
（ａ）表示非线性方程Φω（Ａ，Ａ）的实部和虚部．

通过解方程 （２９），可以得到振幅 ａ和相位 θ．
由此可以得到方程（７）的一阶近似解：

ｘ（ｔ）＝ａ（εｔ）ｃｏｓ（Ωｔ－θ（εｔ））＋Ｏ（ε） （３０）
从方程（２９）可以得到平凡和非平凡的稳态

解．方程 （２９）的非平凡解是 ａ＝ａ０，θ＝θ０，当 γ＝

０，满足ａ＝θ·＝０，就是：

－１２κω
α－１ａ０ｓｉｎ（

α
２π）＋

１
ωΦｉ，ω（ａ０）＋

ｆ
２ω
ｓｉｎ（θ０）＝０

ａ０σ－
１
２κω

α－１ａ０ｃｏｓ（
α
２π）＋

１
ωΦｒ，ω（ａ０）＋

ｆ
２ω
ｃｏｓ（θ０）＝０ （３１）

消去θ０我们可以得到频率响应方程：

（κωαａ０ｃｏｓ（π）－２Φｒ，ω（ａ０）－２ωａσ）
２＋

（κωαａ０ｓｉｎ（π）－２Φｉ，ω（ａ０））
２－４ｆ２＝０ （３２）

当γ≠０，考虑窄带噪声的影响．令：
ａ＝ａ０＋ａ１，θ＝θ０＋θ１ （３３）

其中ａ１和 θ１都是摄动项．将方程（３３）代入方程

（２９）可以得到（ａ０，θ０）处的线性化方程，由此随机
微分方程可以写为：

ｄａ１＝（－
１
２κωｓｉｎ（

α
２π）＋

１
ωΦ′ｉ，ω（ａ０））ａ１ｄＴ１＋

ｆ
２ωθ１

ｃｏｓθ０ｄＴ１

ｄθ１＝（－
ｆ
２ωａ０

２ｃｏｓθ０＋（
１
ωａΦｒ，ω

（ａ））′ａ＝ａ０）ａ１ｄＴ１－

ｆ
２ωａ０

θ１ｓｉｎθ０ｄＴ１＋γｄＷ（Ｔ１） （３４）

其中“（·）′”表示对ａ的导数．
利用矩方法，可以得到一阶稳态矩和二阶稳态

矩．从而有：
ｄＥ（ａ１）
ｄＴ１

＝
ｄＥ（θ１）
ｄＴ１

＝
ｄＥ（ａ１

２）

ｄＴ１
＝
ｄＥ（θ１

２）

ｄＴ１

＝
ｄＥ（ａ１θ１）
ｄＴ１

＝０ （３５）

因此，一阶稳态矩满足：

Ｅ（ａ１）＝０ （３６）

二阶稳态矩ａ１满足：

Ｅ（ａ１
２）＝ γＢ２Ｃ
４Ａ２ＣＤ－２ＡＣＤ２－２ＡＢＣ２＋ＢＣ２Ｄ

（３７）

其中，

Ａ＝－１２κω
α－１ｓｉｎ（α２π）＋

１
ωΦ′ｉ，ω（ａ０），

Ｂ＝ｆωｃｏｓθ０，

Ｃ＝ ｆ
ωａ０

２ｃｏｓθ０＋（
１
ωａΦｒ，ω

（ａ））′ａ＝ａ０，

Ｄ＝ ｆ
ωａ０
ｓｉｎθ０ （３８）

由此可以得到方程（２９）的一阶稳态矩和二阶
稳态矩：

Ｅ（ａ）＝Ｅ（ａ０＋ａ１）＝ａ０
Ｅ（ａ２）＝ａ０

２＋Ｅ（ａ１
２）

＝ａ０
２＋ γ２Ｂ２Ｃ
４Ａ２ＣＤ－２ＡＣＤ２－２ＡＢＣ２＋ＢＣ２Ｄ

（３９）

令Φ（ｘ（ｔ））＝ｖ（ｘ（ｔ））３．意味着引致投资函数为非

线性函数［５］．因此，方程 （１５）可以写为：

ｘ̈（ｔ）＋εκＤαｘ（ｔ）－εｖ（ｘ（ｔ））３＋ω２ｘ（ｔ）＝εξ
（ｔ） （４０）
从（２９）可以得到方程（４０）的振幅和相位方程：

ａ＝－１２κω
α－１ａｓｉｎ（α２π）＋

３
８ｖω

２ａ３＋ｆ２ω
ｓｉｎθ

ａθ·＝ａσ－１２κω
α－１ａｃｏｓ（α２π）＋

ｆ
２ω
ｃｏｓθ＋

ａγＷ·（Ｔ１） （４１）

其中θ＝σＴ１＋γＷ（Ｔ１）－φ（Ｔ１），由此可以通过解
方程（４１）得到方程 （４０）的一阶展开的解．

而且通过方程（３９）可以得到方程（４１）的一阶
稳态矩和二阶稳态矩：

Ｅ（ａ）＝Ｅ（ａ０＋ａ１）＝ａ０
Ｅ（ａ２）＝ａ０

２＋Ｅ（ａ１
２）

５４２
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＝ａ０
２＋ γ２Ｂ２Ｃ
４Ａ２ＣＤ－２ＡＣＤ２－２ＡＢＣ２＋ＢＣ２Ｄ

（４２）
其中，

Ａ＝－１２κω
α－１ｓｉｎ（α２π）＋

９
８ｖω

２ａ０
２，

Ｂ＝ｆωｃｏｓθ０，Ｃ＝
ｆ
ωａ０

２ｃｏｓθ０，Ｄ＝
ｆ
ωａ０
ｓｉｎθ０（４３）

３．２　方法有效性分析
本节中，我们借助数值模拟来说明解析方法的

有效性，并分析了经济变量的记忆特性对于经济波

动幅度的影响．

图２　频响曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅ

应用预估校正算法［２８］，图２显示数值结果与

解析结果相一致，这证明了解析方法的有效性．图

３（ａ）和（ｂ）表示经济变量的记忆性可以影响到达
平衡状态的过程，并且在一定的周期激励的频率范

围以内，系统波动的幅度是减小的；而在另外的频

率范围以内，系统波动的幅度反而是变大的．图３
（ｃ）可以看出，随着分数阶阶数的减小，与整数阶

系统的波动幅度相比（包括不稳定解的波动幅

度），系统的波动幅度是减小的，经济变量的记忆性

增强了系统的稳定性，但是加大了系统稳态的波动

幅度．而且在分数阶阶数减小后，系统不稳定解消
失了．图４显示分数阶项的系数是如何影响经济系

图３　频响曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ－ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅ

统的波动幅度的：随着分数阶项系数的增大，

系统的波动幅度减小，而且分数阶系统的波动幅度

小于整数阶系统．图５显示了分数阶导数的阶数变
化如何影响经济系统的波动幅度，当改变分数阶阶

数α，随着分数阶导数阶数的增大，经济系统的波
动幅度首先变大然后再变小．并且可以引发系统瞬
态响应的剧烈波动．

６４２
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图４　阻尼系数κ变化时的振幅均值变化曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｗｉｔｈｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔκ

图５　分数阶系数α变化时的振幅变化曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｗｉｔｈｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒα

图６　振幅ａ的稳态概率密度

Ｆｉｇ．６　Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅ

稳态概率密度描述了经济波动幅度的分布．我
们利用蒙特卡洛模拟得到经济波动幅度的稳态概

率密度以及时间历程来阐释经济变量的记忆特性

对于概率密度的影响．图６表明随着分数阶阶数 α
的减小，稳态概率密度峰值所对应的经济波动幅

度变大了，但是稳态概率密度的峰值变小了．图７
的时间历程图给出了直观的视角．

图７　时间历程

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

４　结论

本文成功地建立了含有分数阶导数的经济波

动模型，并且研究了由于经济政策，物价变化科技

进步过程引发的经济变量的长记忆性质对于经济

波动的影响．与经典的模型相对比，本文研究了带
有分数阶导数的经济波动模型的稳定性质，结果表

明分数阶导数下的经济系统到达平衡状态的时间

大大延长了．并且研究了带有分数阶导数的经济波
动模型的波动幅度，在不同参数条件小，分数阶阶

数对于系统波动幅度的影响是不同的，某些参数条

件下减小了经济波动的范围，但是在某些参数下却

增大了经济波动的范围．并且分数阶导数阶数的变
化可以改变经济系统由非平衡状态到平衡状态的

进程．

７４２
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