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摘要　运用基于短时高斯逼近的广义胞映射方法，研究了含指数积分型非粘性阻尼和周期激励系统在高斯

白噪声作用下的稳态响应．首先介绍了方法的实施过程，并推导了系统的矩方程．然后给出了系统的稳态概

率密度函数，分析了阻尼系数和松弛参数对稳态响应的影响，并通过直接 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟的结果验证了广

义胞映射方法的有效性．

关键词　广义胞映射，　短时高斯逼近，　指数积分型阻尼，　周期激励，　稳态响应

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１７０２７

引言

广义胞映射方法已被广泛用来研究非线性动

力系统的随机响应分析［１－６］．传统广义胞映射在计
算状态胞之间一步转移概率时，通常借助 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ数值模拟，对于含周期激励的系统，在考虑一
步转移概率时，转移时间长度直接取为系统的周

期，虽然这样在形式上显得很简单，但是运算过程

却相当费时．因此，该方法在含周期激励高维系统
中的应用显得非常困难．Ｓｕｎ和 Ｈｓｕ［７］提出一种短
时高斯逼近方法构造 ＦＰＫ方程的短时解，从而计
算了高斯白噪声激励下典型自治系统的一步转移

概率矩阵，该方法显著提高广义胞映射方法的效

率，在应用中体现出了较大的优势．最近，Ｈａｎ等［８］

将基于短时高斯逼近的广义胞映射方法推广，用于

研究周期和高斯白噪声激励下非线性系统的响应

概率密度函数，并研究了一类光滑非连续（ＳＤ）振
子的瞬态和稳态响应行为．

指数积分型非粘性阻尼是一种复杂的阻尼模

型［９，１０］，与经典粘性阻尼不同，它不仅与当前的瞬

时速度有关，还依赖于速度的历史状态．含指数积
分型非粘性阻尼系统的随机响应研究中，已有一些

成果［１１，１２］，但是这些都没有考虑周期激励的作用．

在处理含这类阻尼的系统时，通常将阻尼看作是一

个变量，由此将系统扩展成三维系统，若考虑周期

和高斯白噪声共同激励下该系统的随机响应分析，

必然会对传统的广义胞映射方法的应用提出更大

的挑战．本文基于文献［８］中广义胞映射方法，讨
论了含指数积分型非粘性阻尼和周期激励系统在

高斯白噪声作用下的稳态响应分析．首先简单介绍
含周期激励系统随机响应分析的广义胞映射方法，

以及短时高斯逼近在一个周期上的实施策略．然后
针对一类含指数积分型非粘性阻尼的系统，先将其

扩成三维系统，给出了系统的矩方程．最后计算了
系统的稳态响应概率密度函数，并讨论了阻尼有关

参数对稳态响应的影响．

１　基于短时高斯逼近的广义胞映射求解过程

考虑含周期和高斯白噪声激励的 Ｎ维非线性
随机动力系统，其对应的Ｉｔ随机微分方程为：

ｄＸ（ｔ）＝ｆ（Ｘ，ｔ）ｄｔ＋σ（Ｘ）ｄＢ（ｔ） （１）
其中Ｘ（ｔ）＝［Ｘ１（ｔ），Ｘ２（ｔ），…，ＸＮ（ｔ）］

Ｔ∈ＲＮ（上
标Ｔ表示转置）是一个Ｎ维Ｍａｒｋｏｖ随机过程，代表
系统的响应．ｆ（Ｘ，ｔ）是一个 Ｎ×１的漂移向量函
数，其中包含周期激励，即满足 ｆ（Ｘ，ｔ）＝ｆ（Ｘ，ｔ＋
Ｔ），Ｔ是周期．σ（Ｘ）是 Ｎ×Ｌ维耗散矩阵．Ｂ（ｔ）＝
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［Ｂ１（ｔ），Ｂ２（ｔ），…，ＢＬ（ｔ）］
Ｔ∈ＲＬ是一个标准的 Ｌ

维向量维纳过程，满足：

Ｅ［ｄＢ（ｔ）］＝０，

Ｅ［ｄＢ（ｔ）ｄＢＴ（ｔ′）］＝
Ｉｄｔ， ｔ＝ｔ′
０， ｔ≠{ ｔ′

（２）

其中Ｉ是一个Ｌ×Ｌ的单位矩阵．维纳过程Ｂ（ｔ）的
形式导数即为Ｌ维的标准高斯白噪声．
１．１　广义胞映射方法

由于方程（１）中的 ｆ（Ｘ，ｔ）是关于时间的周期
函数，系统响应过程 Ｘ（ｔ）的前向演化可以写成一
个周期上的点映射，也被称为 Ｐｏｉｎｃａｒé映射．假设
Ｘ（ｔ）在初始时刻ｔ０以概率１取值为ｘ０，即Ｘ（ｔ０）＝
ｘ０，那么以此为初始条件，Ｘ（ｔ）在 ｔ＝ｔ０＋Ｔ时的概
率密度函数可表示成ｑ（ｘ，ｔ０＋Ｔｘ０，ｔ０）．根据 ｆ（Ｘ，
ｔ）的周期性，有ｑ（ｘ，ｔ＋Ｔｘ０，ｔ０＋Ｔ）＝ｑ（ｘ，ｔｘ０，

ｔ０）成立
［８］．如果在离散时间轴上选取两个时刻 ｔ０

＝ｎＴ和ｔ＝（ｎ＋１）Ｔ，那么有ｑ（ｘ，（ｎ＋１）Ｔｘ０，ｎＴ）
＝ｑ（ｘ，Ｔｘ０，０）．现用 ｐ（ｘ，ｎＴ）表示系统响应过程
Ｘ（ｔ）在ｎＴ时刻的概率密度函数．根据条件概率的
定义，有：

　ｐ（ｘ，（ｎ＋１）Ｔ）＝∫ＲＮｑ（ｘ，Ｔｘ０，０）ｐ（ｘ０，ｎＴ）ｄｘ０，
　　ｎ＝０，１，２，… （３）
在广义胞映射方法的实现过程中，连续的状态

空间ＲＮ被转化成离散的胞状态空间ＺＮ．考虑一个
感兴趣的有界区域Ω，并将之划分为Ｎｃ个常规胞，
它们的尺寸大小相同，假设为 ｈ１×ｈ２×… ×ｈＮ，其
中ｈｉ是每个胞在 ｘｉ方向上的长度．所有的常规胞
依次编号为１到Ｎｃ，区域Ω以外的所有部分被看
作是一个陷胞，编号为０．如果ｐｉ（ｎ）表示ｔ＝ｎＴ时
系统的响应位于第 ｉ号胞的概率，而 ｑｊｉ表示以 ｐｉ
（０）＝１为初始条件，系统的响应在Ｔ时刻位于第ｊ
号胞的转移概率，那么有：

ｐｉ（ｎ）＝∫Ｃｉｐ（ｘ，ｎＴ）ｄｘ （４）

对于一个常规胞ｉ，ｑｊｉ可由如下公式计算得到：

ｑｊｉ＝∫Ｃｊｑ（ｘ，Ｔｘｉ，０）ｄｘ （５）

其中Ｃｊ是胞 ｊ覆盖的区域，ｘｉ是胞 ｉ的几何中心．
对于陷胞０，有 ｑ００＝１，且 ｑｊ０＝０（ｊ≠０）．于是方程
（３）可以离散成：

ｐｊ（ｎ＋１）＝∑
Ｎｃ

ｉ＝１
ｑｊｉｐｉ（ｎ），ｎ＝０，１，２，… （６）

该方程确定了一个有限 Ｍａｒｋｏｖ链的演化．若

ｑｊｉ≠０，则称胞 ｊ为胞 ｉ的像胞．若令矩阵 Ｑ＝｛ｑｊｉ｝
表示一步转移概率矩阵，并且 ｐ（ｎ）＝［ｐ０（ｎ），ｐ１
（ｎ），…，ｐＮｃ（ｎ）］

Ｔ表示系统响应的概率分布，那么

方程（６）可以写成矩阵的形式，即：
ｐ（ｎ＋１）＝Ｑｐ（ｎ），ｎ＝０，１，２，… （７）
下面介绍在一个周期上运用短时高斯逼近方

法计算转移概率矩阵的方法．
１．２　短时高斯逼近解

首先考虑系统（１）响应过程 Ｘ（ｔ）的一阶矩和
二阶矩：

ｍ（ｔ）＝Ｅ［Ｘ（ｔ）］
Ｃ（ｔ）＝Ｅ［（Ｘ－ｍ）（Ｘ－ｍ）Ｔ］ （８）

其中ｍ（ｔ）是响应过程 Ｘ（ｔ）的均值向量，Ｃ（ｔ）是
Ｘ（ｔ）的协方差矩阵．运用 Ｉｔ公式可得到确定一阶
矩ｍ（ｔ）和二阶矩Ｃ（ｔ）的微分方程如下：

ｍ（ｔ）＝Ｅ［ｆ（Ｘ，ｔ）］
Ｃ·（ｔ）＝Ｅ［（Ｘ－ｍ）ｆＴ（Ｘ，ｔ）＋ｆ（Ｘ，ｔ）（Ｘ－ｍ）Ｔ＋
　　　σ（Ｘ）σＴ（Ｘ）］ （９）
如果函数ｆ（Ｘ，ｔ）或σ（Ｘ）中存在有非线性，上

式中等号右边会出现某些高阶矩．从 ＦＰＫ方程的
短时解中可以看出，当时间段 τ足够小时，条件概
率密度函数ｑ（ｘ，τｘ０，０）近似为高斯分布．因此，通
过高斯闭包方法可以将所有高阶矩全部表示成一

阶和二阶矩的代数式［１３－１４］，从而得到一个只含有

一阶矩和二阶矩的常微分方程组：

ｍ（ｔ）＝ｈ（ｍ，Ｃ，ｔ）
Ｃ·（ｔ）＝ｇ（ｍ，Ｃ，ｔ） （１０）

其中ｈ（ｍ，Ｃ，ｔ）和ｇ（ｍ，Ｃ，ｔ）均为非线性函数．
为了计算一个周期上的条件概率密度函数

ｑ（ｘ，Ｔｘ０，０），现将周期Ｔ均匀分为Ｍ份，若令τ＝
Ｔ／Ｍ，那么τ可以足够小从而使得对于每一个 ｋ的
条件概率密度函数ｑ（ｘ，ｋτｘ０，（ｋ－１）τ），（ｋ＝１，
２，…，Ｍ）都近似为高斯分布，于是有：

ｑ（ｘ，ｋτｘ０，（ｋ－１）τ）＝
１

（２π）Ｎ／２ Ｃ（ｋτ）１／２×

　ｅｘｐ －１２［ｘ－ｍ（ｋτ）］
ＴＣ（ｋτ）－１［ｘ－ｍ（ｋτ{ }）］

（１１）
其中 ｍ（ｋτ）和 Ｃ（ｋτ）是方程（１０）满足初始条件
ｍ［（ｋ－１）τ］＝ｘ０和 Ｃ［（ｋ－１）τ］＝０时的短时
解，这样能使计算结果更准确［１５，１６］．在时间段［（ｋ
－１）τ，ｋτ］内，从常规胞ｉ到胞ｊ的转移概率为：

ｑ（ｋ）ｊｉ ＝∫Ｃｊｑ（ｘ，ｋτｘｉ，（ｋ－１）τ）ｄｘ （１２）

１３２
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其中ｘｉ是胞 ｉ的中心点，并且有 ＣｊＤ
（ｋ）
ｉ ，而

Ｄ（ｋ）ｉ 被定义为一个截断后的椭球区域
［８］．在方程

（１２）中计算条件概率密度在小区域Ｃｊ上的数值积

分时，用到了 ＧａｕｓｓＬｅｇｅｎｄｒｅ积分方法［１７，１８］，其转

换后的求和形式为：

ｑ（ｋ）ｊｉ ＝∑
Ｓｊ

ｒ＝１
ｃｊｒｑ（ｘｊｒ，ｋτｘｉ，（ｋ－１）τ） （１３）

其中Ｓｊ是在胞ｊ中选取的高斯积分点的个数，ｘｊｒ是
第ｒ高斯点的位置，且它对应的权重为 ｃｊｒ．于是用

Ｑ（ｋ）＝｛ｑ（ｋ）ｊｉ ｝表示转移概率矩阵，那么方程（７）中
一个周期上的映射可写为：

ｐ（ｎ＋１）＝Ｑ（Ｍ）Ｑ（Ｍ－１）…Ｑ（１）ｐ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…
（１４）

上述过程详细介绍如何构造含周期激励的系

统在一个周期上的映射．运用方程（１４）计算稳态
响应概率密度函数时的迭代终止条件为：

ｐ（ｎ＋１）－ｐ（ｎ） ＜ε （１５）
其中ε＞０是给定的小参数．

为了定量的估计方法的精度，选用直接 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ模拟方法的结果作为参考．定义如下绝对误
差积分：

ｅＩＡＥ ＝∫Ω ｐＧＣＭ（ｘ，ｔ）－ｐＭＣ（ｘ，ｔ）ｄｘ （１６）

其中ｐＧＣＭ（ｘ，ｔ）表示由基于短时高斯逼近的广义胞
映射方法得到的概率密度函数，而ｐＭＣ（ｘ，ｔ）是通过
直接ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟方法计算得到的概率密度函
数．

２　含指数积分型非粘性阻尼的系统

考虑一个周期激励下具有指数积分型非粘性

阻尼的系统［１０］，其动力学方程为：

ｘ̈＋ζ∫
ｔ

０

ｅ－（ｔ－τ）／β

β
ｘ（τ）ｄτ＋ω２０ｘ＋ｂｘ

３＝ｆｃｏｓ（ωｔ）

（１７）
式中 ｘ是无量纲位移，其上方的圆点表示对时间 ｔ
的导数．ζ为阻尼系数，ω０是系统固有频率，ｂ是非
线性项的系数，ｆ和 ω分别为周期激励的幅值和频

率．积分项∫
ｔ

０

ｅ－（ｔ－τ）／β

β
ｘ（τ）ｄτ表示系统的非粘性阻

尼，其中β为松弛参数．为了方便数值计算，令：

ｘ１ ＝ｘ，ｘ２ ＝ｘ，ｘ３ ＝∫
ｔ

０

ｅ－（ｔ－τ）／β

β
ｘ（τ）ｄτ （１８）

根据Ｌｅｉｂｎｉｔｚ微积分理论，方程（１７）转化为如
下的三维系统：

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝－ζｘ３－ω

２
０ｘ１－ｂｘ

３
１＋ｆｃｏｓ（ωｔ）

ｘ３＝
１
β
（ｘ２－ｘ３） （１９）

现在假设系统（１９）还受到加性高斯白噪声的
激励，对应的Ｉｔ随机微分方程如下：

ｄＸ１＝Ｘ２ｄｔ

ｄＸ２＝ －ζＸ３－ω
２
０Ｘ１－ｂＸ

３
１＋ｆｃｏｓ（ωｔ[ ]）ｄｔ＋ ２槡ＤｄＢ（ｔ）

ｄＸ３＝
１
β
（Ｘ２－Ｘ３）ｄｔ （２０）

其中Ｄ表示随机激励的强度，Ｂ（ｔ）是标准的Ｗｅｉｎｅｒ
过程，满足：

Ｅ［ｄＢ（ｔ）］＝０，

Ｅ［ｄＢ（ｔ）ｄＢ（ｔ′）］＝
ｄｔ， ｔ＝ｔ′
０， ｔ≠{ ｔ′

（２１）

如果令一阶矩ｍｉ＝Ｅ［Ｘｉ］，二阶矩 ｖｉ＝Ｅ［（Ｘｉ
－ｍｉ）

２］，（ｉ＝１，２，３），ｃｉｊ＝Ｅ［（Ｘｉ－ｍｉ）（Ｘｊ－
ｍｊ）］，（ｉ，ｊ＝１，２，３，且 ｉ＜ｊ），那么关于 ｍｉ，ｖｉ和 ｃｉｊ
的矩方程可由Ｉｔ公式推导得出：

ｍ１＝ｍ２
ｍ２＝－ζｍ３－ω

２
０ｍ１－ｂｍ１（３ｖ１＋ｍ

２
１）＋ｆｃｏｓ（ωｔ）

ｍ３＝
１
β
（ｍ２－ｍ３）

ｖ１＝２ｃ１２
ｖ２＝－６ｂｃ１２（ｖ１＋ｍ

２
１）－２ω

２
０ｃ１２－２ζｃ２３＋２Ｄ

ｖ３＝
２
β
（ｃ２３－ｖ３）

ｃ１２＝－３ｂｖ１（ｖ１＋ｍ
２
１）－ω

２
０ｖ１－ζｃ１２＋ｖ２

ｃ１３＝
１
β
（ｃ１２－ｃ１３）＋ｃ２３

ｃ２３＝－３ｂｃ１３（ｖ１＋ｍ
２
１）＋

１
β
（ｖ２－ｃ２３）－ω

２
０ｃ１３－ζｖ３

（２２）
矩方程（２２）的初值条件为：
　ｍ１（０）＝ｘ１０，ｍ２（０）＝ｘ２０，ｍ３（０）＝ｘ３０
　ｖ１（０）＝ｖ２（０）＝ｖ３（０）＝ｃ１２（０）＝ｃ１３（０）＝ｃ２３（０）＝０

（２３）
其中（ｘ１０，ｘ２０，ｘ３０）是所考虑初始胞的中心点．
３　系统的稳态响应分析

下面运用基于短时高斯逼近的广义胞映射方

法研究系统（２０）的稳态响应概率密度函数．选用
四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法对非线性矩方程（２２）在每
个长度为τ的小区间进行数值积分，然后根据得到
的一阶矩和二阶矩，将短时转移概率密度函数表示

２３２
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成高斯分布．周期分割参数Ｍ＝４．感兴趣的三维矩
形区域Ω＝［－３，３］×［－３，３］×［－２，２］，其中常
规胞的尺寸固定为０．１×０．１×０．１．且在方程（１２）
中计算ｑ（ｋ）ｊｉ 时，每个胞内选取２×２×２个高斯点．
选取系统参数ω０＝１．０，ｂ＝１．０，ｆ＝０．２５，ω＝１．０
以及随机激励强度Ｄ＝０．０１，分别考虑阻尼系数 ζ
和松弛参数β对系统稳态响应的影响．

图１　当β＝０．６时，系统（２０）的稳态边缘概率密度函数

（ａ）位移Ｘ１，ｅＩＡＥ分别为０．０５９７（ζ＝０．０５）和０．０９２７（ζ＝０．１），

（ｂ）速度Ｘ２，ｅＩＡＥ分别为０．０３７１（ζ＝０．０５）和０．０５０３（ζ＝０．１）

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｍａｒｇｉｎａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（２０）ｗｈｅｎβ＝０．６．（ａ）ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔＸ１，

ｗｈｅｒｅｅＩＡＥ＝０．０５９７（ζ＝０．０５）ａｎｄｅＩＡＥ＝０．０９２７（ζ＝０．１），

（ｂ）ＶｅｌｏｃｉｔｙＸ２，ｗｈｅｒｅｅＩＡＥ＝０．０３７１（ζ＝０．０５）ａｎｄｅＩＡＥ＝０．０５０３（ζ＝０．１）

首先，固定松弛参数 β＝０．６，图１给出了阻尼
系数ζ取不同值时位移 Ｘ１和速度 Ｘ２的稳态边缘
概率密度函数．实线表示基于短时高斯逼近的广义
胞映射方法的结果，圆圈表示对系统（２０）直接
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟得到的结果，发现两种结果基本一
致．而且ｐ（ｘ１）的绝对误差积分 ｅＩＡＥ在 ζ＝０．０５时
为０．０５９７，在ζ＝０．１时为０．０９２７．ｐ（ｘ２）的绝对误
差积分ｅＩＡＥ在ζ＝０．０５时为０．０３７１，在ζ＝０．１时为
０．０５０３．这些说明了短时高斯逼近和广义胞映射方
法的有效性．图２进一步给出了由广义胞映射方法
得到的稳态联合概率密度函数．从图１和２中，均
可以发现在一定范围内概率密度函数的峰值随着

阻尼系数ζ增大而变高．

图２　当β＝０．６时，系统（２０）的稳态联合概率密度函数

（ａ）ζ＝０．０５，（ｂ）ζ＝０．１

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｅａｄｙ－ｓｔａｔｅｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（２０）ｗｈｅｎβ＝０．６

（ａ）ζ＝０．０５，（ｂ）ζ＝０．１

这里需要指出，运用短时高斯逼近构造一系列

的转移概率矩阵，显著提高了广义胞映射方法的效

率．针对该算例中转化后的三维系统，转移概率矩
阵的计算过程仅消耗了 ９２８ｓ（程序运行环境为
ｉ７－６５００Ｕ四核处理器笔记本电脑，编程语言为
Ｆｏｒｔｒａｎ）．而在相同的胞划分情形下，利用 Ｍｏｎｔｅ
Ｃａｒｌｏ模拟方法计算转移概率矩阵一般需要数十个
小时．

然后固定阻尼系数 ζ＝０．１５，考虑松弛参数 β
取不同值时系统的稳态响应概率密度函数．通过计
算，得到系统位移Ｘ１和速度Ｘ２的边缘概率密度函
数如图３所示（实线为广义胞映射方法的结果，圆
圈为直接模拟的结果），广义胞映射方法的结果与

直接模拟的结果基本吻合．而图４则给出了对应联
合概率密度函数的广义胞映射方法结果．观察发现
在一定取值范围内松弛参数 β越小稳态概率密度
函数的峰值越高．
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图３　当ζ＝０．１５时，系统（２０）的稳态边缘概率密度函数

（ａ）位移Ｘ１，ｅＩＡＥ分别为０．１２３６（β＝０．４）和０．０９８６（β＝０．８），

（ｂ）速度Ｘ２，ｅＩＡＥ分别为０．０７０８（β＝０．４）和０．０５７４（β＝０．８）

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｍａｒｇｉｎａｌｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（２０）ｗｈｅｎζ＝０．１５．（ａ）ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔＸ１，

ｗｈｅｒｅｅＩＡＥ＝０．１２３６（β＝０．４）ａｎｄｅＩＡＥ＝０．０９８６（β＝０．８），

（ｂ）ＶｅｌｏｃｉｔｙＸ２，ｗｈｅｒｅｅＩＡＥ＝０．０７０８（β＝０．４）ａｎｄｅＩＡＥ＝０．０５７４（β＝０．８）

４　结论

本文运用基于短时高斯逼近的广义胞映射方

法，研究了含指数积分型非粘性阻尼和周期激励系

统在高斯白噪声作用下的稳态响应概率密度函数．
首先简单介绍了方法的实施过程，然后针对一类含

指数积分型非粘性阻尼的系统，将其扩展成三维系

统，应用 Ｉｔ公式和高斯闭包方法推导了系统的矩
方程，计算了其稳态响应概率密度函数，并重点分

析了阻尼系数和松弛参数对稳态响应的影响．通过
直接ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟的结果验证了广义胞映射方
法的有效性，并用绝对误差积分对广义胞映射计算

结果的精度做了定量评估．从计算消耗的时间上
看，短时高斯逼近方法在构造转移概率矩阵时效率

较高，因此，基于短时高斯逼近的广义胞映射方法

为研究较高维非线性系统的随机响应提供了有效

途径．

图４　当ζ＝０．１５时，系统（２０）的稳态联合概率密度函数

（ａ）β＝０．４，（ｂ）β＝０．８

Ｆｉｇ．４　Ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓｏｆ

ｓｙｓｔｅｍ（２０）ｗｈｅｎζ＝０．１５

（ａ）β＝０．４，（ｂ）β＝０．８
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