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摘要　研究了高斯白噪声激励下多自由度粘弹性非线性系统的瞬态响应．首先，通过将粘弹性项对系统的

作用近似地简化为对原系统阻尼部分以及刚度部分的修正，得到近似的不具粘弹性项的等效非线性随机系

统．然后，应用基于广义谐和函数的随机平均法，导出关于幅值瞬态概率密度的平均 ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇ

ｏｒｏｖ方程．该方程的解可通过多重级数式表示，基函数为幅值相关正交函数，系数为时间函数．应用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ

方法，关于时间的系数可由一阶线性微分方程组解得，从而得出幅值响应的瞬态概率密度、状态空间概率密

度及幅值统计矩的半解析表达式．最后，以耦合的二自由度ＤｕｆｆｉｎｇｖａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统为例，通过与原系统

数值模拟结果的比较分析验证了所提出的半解析方法的有效性，并讨论了粘弹性对系统响应的影响．
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引言

无论是线性还是非线性动态系统，当外部载荷

是高斯白噪声随机激励时，系统的响应都是扩散的

马尔科夫过程，响应的转移概率密度由 Ｆｏｋｋｅｒ
ＰｌａｎｃｋＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ（ＦＰＫ）方程所控制，在相应的边
界条件与初始条件下求解 ＦＰＫ方程就可以获得系
统响应的概率密度，它能够完全描述系统的响应，

从而可知系统响应随时间的变化过程，完全描述其

演化规律．
对于随机系统稳态响应概率密度的求解，已经

发展了很多方法，如局部平衡法、平稳势法以及广

义平稳势方法等等［１，２］，但是能够求解瞬态响应的

ＦＰＫ方程则是极少数，只有一些非常特殊的一阶系
统及多自由度常系数线性随机系统能够精确获得

其响应的瞬态概率密度［３－５］，大多数情况下只能求

近似解．至今已经有一些近似方法应用于非线性
随机系统的瞬态响应研究，Ａｔｋｉｎｓｏｎ基于变分法提
出了ＦＰＫ方程的特征值和特征函数来近似表示非
线性随机系统的近似瞬态转移概率密度［６］；Ｊｏｈｎ
ｓｏｎ和Ｓｃｏｔｔ将求解高斯白噪声下 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子瞬态
概率密度的问题转化为以摄动方法求特征值的问

题［７］；Ｗｅｎ通过Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到了单自由度非线

性随机系统的近似瞬态概率密度［８］．实际工程中，
结构系统一般要用多自由度系统来描述，由于系统

自由度的增加，高斯白噪声外激下的系统相对应的

ＦＰＫ方程具有更高的维数，使其求解难度更高．随
机平均法，除了能保持系统的本质性质，使原来不

是扩散过程的系统转化为扩散过程，还可以在一定

程度上降低系统的维数，得到更低维数的 ＦＰＫ方
程，从而降低求解难度，因此随机平均法在多自由

度非线性随机响应预测中有着广泛的应用．
基于随机平均法，对单自由度非线性随机系统

的近似瞬态概率密度研究已经取得一些成果，Ｉｗａｎ
和Ｓｐａｎｏｓ通过等效线性化和随机平均法给出了高
斯白噪声激励下非线性系统关于幅值瞬态概率密

度的ＦＰＫ方程［９］，进而以摄动法求得以特征值和

特征向量近似表示的幅值瞬态概率密度；Ｓｐａｎｏｓ等
人将随机平均法应用于高斯白噪声激励下的单自

由度非线性随机系统，将该系统的幅值瞬态解近似

地表示为 Ｒａｙｌｅｉｇｈ分布与适当选取正交基函数的
线性组合，组合系数是随时间变化的并可通过

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到［１０］．而对于多自由度非线性随机
系统，主要通过等效线性化方法或ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法
对其进行瞬态响应统计量的研究［１１－１５］，对系统响应

的瞬态概率密度的研究还比较少，文献［１６］基于广
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义谐和函数的随机平均法将Ｓｐａｎｏｓ等［１０］提出的关

于幅值瞬态响应半解析方法成功地推广于多自由度

的非线性随机系统，文献［１７］进一步应用于多自由
度时滞非线性随机系统的瞬态响应分析．

考虑到实际工程中的材料有存在粘弹性，本文

研究多自由度粘弹性非线性随机系统的瞬态响应．
首先将含粘弹性项的系统近似等效为不具粘弹性

项的系统．然后应用基于广义谐和函数的随机平均
法，导出幅值概率密度的 ＦＰＫ方程，应用文献［１６，
１７］的方法，得到瞬态响应的半解析解．最后以耦合
的二自由度ＤｕｆｆｉｎｇｖａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统为典型算
例验证求解过程．

１　无粘弹性的等效系统

由于复合材料、聚合物以及合金的广泛应用，

这些材料的粘弹性特性对于结构系统特性带来较

大的影响，同时在随机外激或参激激励下，这些结

构系统在一定程度上可由多自由度粘弹性非线性

随机系统来描述，设其动力学控制方程为：

Ｘ¨ｉ＋εｃｉｊ（Ｘ，Ｘ
·
）Ｘ·ｊ＋ｇｉ（Ｘｉ）＋εＫｉＲｉ＝

　ε１／２ｆｉｋ（Ｘ，Ｘ
·
）Ｗｋ（ｔ）

　（ｉ，ｊ＝１，…，ｎ；ｋ＝１，…，ｍ） （１）
其中ε为正小参数；εｃｉｊ Ｘ，Ｘ( )· 表示系统的阻尼系

数，是广义位移 Ｘ＝ Ｘ１，…，Ｘ[ ]ｎ
Ｔ和广义速度 Ｘ· ＝

Ｘ·１，…，Ｘ
·[ ]ｎ

Ｔ的函数；ｇｉ（Ｘｉ）为非耦合刚度，是广
义位移的奇函数且满足 ｇｉ（－Ｘｉ）＝－ｇｉ（Ｘｉ）；
εＫｉＲｉ为粘弹性项，Ｋｉ是常数，Ｒｉ是松弛算子，Ｒｉ＝

∫
ｔ

０
ｈ（ｔ－τ）Ｘｉ（τ）ｄτ，采用广义Ｍａｘｗｅｌｌ模型，ｈｉ（ｔ－

τ）＝∑
ｍｉｓ

ｌ＝１
－
Ｅｉｌ
λｉｌ
ｅ－

ｔ－τ
λｌｉ，式中Ｅｉｌ是广义弹性模量，λｉｌ是松

弛时间，ｍｉｓ是串联的 Ｍａｘｗｅｌｌ模型个数；ε
１／２ｆｉｋ

Ｘ，Ｘ( )· 为外激或参激的幅值；Ｗｋ（ｔ）表示强度为

２Ｄｋｋ的高斯白噪声．ｃｉｊ Ｘ，Ｘ( )· Ｘ·ｊ和 ｆｉｋ Ｘ，Ｘ( )· Ｗｋ（ｔ）
采用爱因斯坦求和记号．需要指出的是，本文的研
究对象仅限于可积非内共振系统，文中所有变量均

为无量纲，后文将不再作强调．
当ε＝０时，系统（１）可简化为多自由度的哈

密顿系统，其控制方程为：

Ｘ¨ｉ＋ｇｉ（ｘｉ）＝０（ｉ＝１，…，ｎ） （２）
该系统每个自由度的首次积分为：

Ｈｉ＝Ｘ
·２
ｉ／２＋Ｕｉ（ｘｉ）（ｉ＝１，…，ｎ） （３）

上式中Ｕｉ（ｘｉ）＝∫ｘｉ０ｇ（ｕｉ）ｄｕｉ为势能函数．假设系

统（２）的解为原点平衡点附近的周期解，则它们可
表示为［１８］：

ｘｉ（ｔ）＝ａｉｃｏｓθｉ（ｔ）

Ｘ·ｉ（ｔ）＝－ａｉｖｉ（ａｉ，θｉ）ｃｏｓθｉ（ｔ）
θｉ（ｔ）＝φｉ（ｔ）＋φｉ（ｔ）
　（ｉ＝１，．．．，ｎ） （４）

上式中ａｉ为瞬时幅值，θｉ为瞬时相位，ｖｉ为瞬时频
率且可表示为：

ｖｉ（ａｉ，θｉ）＝ｄφｉ／ｄｔ＝

　
２［Ｕｉ（ａｉ）－Ｕ（ａｉｃｏｓθｉ）］

ａ２ｉｓｉｎ
２θ槡 ｉ

（５）

则平均频率可以表示为：

ωａｉ（ａｉ）＝２π∫
２π

０
ｖ－１ｉ（ａｉ，θｉ）ｄθｉ （６）

通过哈密顿函数和势能之间的关系 Ｈｉ＝Ｕｉ
（ａｉ），平均频率也可写为：

ωＨｉ（Ｈｉ）＝ωａｉ（ａｉ） ａｉ＝Ｕ－１ｉ （Ｈｉ） （７）

其中Ｕ－１ｉ （Ｈｉ）为Ｈｉ＝Ｕｉ（ａｉ）的反函数．
当ε是小量的情况下，Ｘｉ（ｔ－τ）中的τ不是特

别大的时候，可以用如下表达式近似［１９］：

Ｘｉ（ｔ－τ）≈Ｘｉ（ｔ）ｃｏｓωａｉτ－Ｘ
·

ｉ（ｔ）
ｓｉｎωａｉτ
ωａｉ

（８）

利用ｈ（ｔ）函数的指数衰减特性，结合式（８），系统
（１）中的松弛算子可以近似简化为：

Ｒｉ（Ｘｉ）＝∫
ｔ

０
ｈｉ（ｔ－τ）Ｘｉ（τ）ｄτ＝

　∫
ｔ

０
ｈｉ（τ）Ｘｉ（ｔ－τ）ｄτ≈

　∫
ｔ

０∑
ｍｉｓ

ｌ＝１

Ｅｉｌ
λｉｌ
ｅ－（τ／λｉｌ）（Ｘｉｃｏｓωａｉτ－

Ｘ·ｉｓｉｎωａｉτ
ωａｉ

）ｄτ≈

　 －∑
ｍｉｓ

ｌ＝
{

１

Ｅｉｌ
１＋（λｉｌωａｉ）

２Ｘｉ－
Ｅｉｌλｉｌ

１＋（λｉｌωａｉ）
２Ｘ
·

ｉ＋

　 ｅ－（ｔ／λｉｌ）

１＋（λｉｌωａｉ）
２×［ＥｉｌＸｉ（λｉｌωａｉｓｉｎωａｉｔ－

　ｃｏｓωａｉｔ）＋ＥｉｌＸ
·

ｉ（λｉｌωａｉｃｏｓωａｉｔ＋

　ｓｉｎωａｉｔ）／ωａｉ }］ （９）

上式中包含时间衰减项 ｅ－（ｔ／λｉｌ）随时间以指数快速
衰减，因此该项在近似分析时可以被忽略，粘弹性

项对系统（１）的影响简化为两部分，其一是对系统
刚度的修正，另一部分是对系统阻尼的修正，从而

原系统（１）可近似等效为：
Ｘ¨ｉ＋εｃ′ｉｊ（Ｘ，Ｘ

·
）Ｘ·ｊ＋ｇ′ｉ（Ｘｉ）＝ε

１／２ｆｉｋ（Ｘ，Ｘ
·
）Ｗｋ（ｔ）

　（ｉ，ｊ＝１，…，ｎ；ｋ＝１，…，ｍ） （１０）

５１２
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该近似等效系统中的阻尼项与刚度项分别为：

ｃ′ｉｊ（Ｘ，Ｘ
·
）＝ｃｉｊ（Ｘ，Ｘ

·
）＋δｉｊＫｉ∑

ｍｉｓ

ｌ＝１

Ｅｉｌλｉｌ
１＋（λｉｌωａｉ）

２

ｇ′ｉ（Ｘｉ）＝ｇｉ（Ｘｉ）－εδｉｊＫｉ∑
ｍｉｓ

ｌ＝１

Ｅｉｌ
１＋（λｉｌωａｉ）

２Ｘｉ

（１１）

式（１１）中，δｉｊ为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒｄｅｌｔａ符号下同．

２　系统的近似瞬态响应

２．１　随机平均法
系统（１）的响应可通过对系统（１０）的研究来

近似，由于系统（１０）中每个振子具有弱阻尼、弱激
励的性质，同时各个振子之间刚度是不耦合的，因

此其广义速度和广义位移可以通过广义谐和函数

的形式来表示：

Ｘｉ（ｔ）＝Ａｉ（ｔ）ｃｏｓΘｉ（ｔ）

Ｘ·ｉ（ｔ）＝－Ａｉ（ｔ）Λｉ（Ａｉ，Θｉ）ｓｉｎΘｉ（ｔ）
　（ｉ＝１，…，ｎ） （１２）

类似于式（４）与式（５），瞬时相位Θｉ和瞬时频率Λｉ
可表示为：

Θｉ（ｔ）＝Φｉ（ｔ）＋Γｉ（ｔ）

Λｉ（Ａｉ，Θｉ）＝ｄΦｉ／ｄｔ＝

　
２［Ｕｅｉ（Ａｉ）－Ｕｅｉ（ＡｉｃｏｓΘｉ）］

Ａ２ｉｓｉｎ
２Θ槡 ｉ

Ｕｅｉ（Ｘｉ）＝∫
Ｘｉ

０
ｇ′ｉ（ｕｉ）ｄｕｉ （１３）

其中Ａｉ（ｔ），Θｉ（ｔ），Φｉ（ｔ）以及Γｉ（ｔ）为随机过程，将
式（１２）代入近似系统（１０）中并利用式（１２）的协调
条件，可得关于幅值Ａｉ和相位Γｉ的随机微分方程：

ｄＡｉ／ｄｔ＝εＦ１ｉ（Ａ，Γ）ｄｔ＋ε
１／２Ｇ１ｉｋ（Ａ，Γ）ξｋ（ｔ）

ｄΓｉ／ｄｔ＝εＦ２ｉ（Ａ，Γ）ｄｔ＋ε
１／２Ｇ２ｉｋ（Ａ，Γ）ξｋ（ｔ）

　（ｉ＝１，…，ｎ；ｋ＝１，…，ｍ） （１４）
其中Ａ＝［Ａ１，…，Ａｎ］

Ｔ为幅值向量，Γ＝［Γ１，…，

Γｎ］
Ｔ为相位向量，式中各项参数为：

Ｆ１ｉ（Ａ，Γ）＝
－ＡｉΛｉ（Ａｉ，Θｉ）ｓｉｎΘｉ

ｇ′ｉ（Ａｉ）
×

　ｃ″ｉｊ（Ａ，Θ）ＡｊΛｊ（Ａｊ，Θｊ）ｓｉｎΘｊ

Ｆ２ｉ（Ａ，Γ）＝
－Λｉ（Ａｉ，Θｉ）ｃｏｓΘｉ

ｇ′ｉ（Ａｉ）
×

　ｃ″ｉｊ（Ａ，Θ）ＡｊΛｊ（Ａｊ，Θｊ）ｓｉｎΘｊ

Ｇ１ｉｋ（Ａ，Γ）＝
－ＡｉΛｉ（Ａｉ，Θｉ）ｓｉｎΘｉ

ｇ′ｉ（Ａｉ）
ｆ″ｉｋ（Ａ，Θ）

Ｇ２ｉｋ（Ａ，Γ）＝
－Λｉ（Ａｉ，Θｉ）ｃｏｓΘｉ

ｇ′ｉ（Ａｉ）
ｆ″ｉｋ（Ａ，Θ）

（１５）
上式中ｃ″ｉｊ（Ａ，Θ）和ｆ″ｉｋ（Ａ，Θ）分别由ｃ′ｉｊ（Ｘ，Ｘ

·
）和

ｆ′ｉｋ（Ｘ，Ｘ
·
）通过变换关系（１２）得到．根据 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖ

ｉｃｈＫｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ极限定理［２０，２１］，当时 ε趋近于 ０
时，在时间区间上０≤ｔ≤Ｔ，其中 Ｔ～Ｏ（ε－１），慢变
随机过程Ａｉ与Γｉ弱收敛于２ｎ维扩散的马尔科夫
过程．基于随机平均与确定性平均，Ａｉ的平均Ｉｔ随
机方程独立于 Γｉ，因此 Ａｉ弱收敛于 ｎ维扩散马尔
科夫过程，其平均Ｉｔ随机微分方程为：

ｄＡｉ＝ｍｉ（Ａ）ｄｔ＋σｉｋ（Ａ）ｄＢｋ（ｔ）
　（ｉ＝１，…，ｎ；ｋ＝１，…，ｍ） （１６）

上式中的平均漂移与平均扩散系数为：

ｍｉ（Ａ）＝ε〈Ｆ１ｉ＋Ｄｋｋ
Ｇ１ｉｋ
Ａｊ
Ｇ１ｊｋ＋Ｄｋｋ

Ｇ１ｉｋ
Γｊ
Ｇ２ｊｋ〉Θ

ｂｉｊ（Ａ）＝σｉｋ（Ａ）σｊｋ（Ａ）＝ε〈２ＤｋｋＧ１ｉｋＧ１ｊｋ〉Θ
（１７）

其中〈·〉Θ ＝∫
２π

０
，…，∫

２π

０
〈·〉ｄΘ／（２π）ｎ表示关于Θ

的确定性平均，ｍｉ和 ｂｉｊ的显式表达式可以由 Ｆ１ｉ，
Ｇ１ｉｋ以及 Ｇ２ｊｋ对 Θ的傅里叶展开得到．与式（１６）对
应的ＦＰＫ方程为：

ｐ（Ａ，ｔ）
ｔ

＝－
Ａｉ
［ｍｉ（Ａ）ｐ（Ａ，ｔ）］＋

　１２
２

ＡｉＡｊ
［ｂｉｊ（Ａ）ｐ（Ａ，ｔ）］ （１８）

为简便起见，假设原系统（１）开始处于静止状
态，则式（１８）的初始条件为：

ｐ（Ａ，０）＝^δ（Ａ） （１９）
上式中 δ^（Ａ）表示单边的Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数．
２．２　基于Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式的近似解

一般很难得到方程（１８）的精确解析解，这里
用近似方法求解．将ＦＰＫ方程（１８）的解，即幅值概
率密度ｐ（Ａ，ｔ），近似地表示为［１６］：

ｐ（Ａ，ｔ）＝

　 ∑
∞

ｒ１，…，ｒｎ＝０
ｅｘｐ －∑

ｎ

ｉ＝１
ηｉｒｉ( )ｔ＋ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ( )）∏

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｒｉ（Ａｉ）

（２０）
上式可理解为相应线性系统的解与非线性使解偏

离线性系统之解此两部分之和，其中 ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ）为
待定的随时间变化组合系数，ηｉｒｉ和 Ｒｉｒｉ（Ａｉ）分别为
系统（１）中第ｉ个非耦合线性振子系统对应的ＦＰＫ
方程的特征值和特征函数［１６］：

６１２



第３期 金涛等：多自由度粘弹性非线性随机系统的瞬态响应

Ｒｉｒｉ（Ａｉ）＝
１
ｒｉ！
Ａｉ
σ２ｉｓ
ｅｘｐ －

Ａ２ｉ
２σ２( )

ｉｓ
Ｌｒｉ
Ａ２ｉ
２σ２( )

ｉｓ

ηｉｒｉ＝ εｃｉｉ（０，０） ｒｉ

σ２ｉｓ＝ｆ
２
ｉｌｉＤｌｉｌｉ ｃｉｉ０，( )０

ｄｇｉ
ｄＸｉ Ｘｉ＝

[ ]
０

　（ｉ＝１，…，ｎ；ｒｉ＝０，１，…） （２１）
上式中Ｌｒｉ（·）为第 ｒｉ阶 Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式，２Ｄｌｉｌｉ代
表子系统的外激励强度．特征函数 Ｒｉｒｉ（Ａｉ）具有如
下一些基本性质：

∫
∞

０

Ｒｉｒ（Ａｉ）Ｒｉｋ（Ａｉ）
Ｒｉ０（Ａｉ）

ｄＡｉ＝δｒｋ

Ｒｉ（ｒ＋１）（Ａｉ）＝

　
（２ｒ＋１－

Ａ２ｉ
２σ２ｉｓ
）Ｒｉｒ（Ａｉ）－ｒＲｉ（ｒ－１）（Ａｉ[ ]）
（ｒ＋１）

ｄＲｉｒ（Ａｉ）
ｄＡｉ

＝

　 １Ａｉ
２（ｒ＋１）Ｒｉ（ｒ＋１）（Ａｉ）－（２ｒ＋１）Ｒｉｒ（Ａｉ[ ]）

（２２）
将近似表达式（２０）代入 ＦＰＫ方程（１８），可得

残差：

Ｒ＝ ∑
∞

ｒ１，…，ｒｎ＝０
（－（∑

ｎ

ｉ＝１
ηｉｒｉ）ｅｘｐ（－∑

ｎ

ｉ＝１
ηｉｒｉｔ）＋

　ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ））∏
ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｒｉ（Ａｉ）－

　 ∑
∞

ｒ１，…，ｒｎ＝０
（ｅｘｐ（－∑

ｎ

ｉ＝１
ηｉｒｉｔ）＋ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ））·

　（－ 
Ａｉ
［ｍｉ（Ａ）∏

ｎ

ｋ＝１
Ｒｋｒｋ（Ａｋ）］＋

　 ２
２ＡｉＡｊ

ｂｉｊ（Ａ）∏
ｎ

ｋ＝１
Ｒｋｒｋ（Ａｋ[ ]）） （２３）

利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，可令误差Ｒ在一定条件下取得
最小值来得到线性组合系数 ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ），这里取如
下的条件：

∫
∞

０
…∫

∞

０∏
ｎ

ｉ＝１

Ｒｉｋｉ（Ａｉ）
Ｒｉ０（Ａｉ）

ＲｄＡ＝０

　（ｋ１，…，ｋｎ ＝０，１，…） （２４）
结合上式与式（２３），并利用Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式和特征
函数的基本性质（２２），可得关于线性组合系数
ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ）的一阶线性常微分方程组：

ｓｋ１，…，ｋｎ ＝（∑
ｎ

ｉ＝１
ηｉｋｉ）ｅｘｐ（－∑

ｎ

ｉ＝１
ηｉｋｉｔ）＋

　 ∑
∞

ｒ１，…，ｒｎ＝０
ｅｘｐ－∑

ｎ

ｉ＝１
ηｉｒｉ( )ｔ＋ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ( )）

∫
∞

０∏
ｎ

ｉ＝１

Ｒｉｋｉ（Ａｉ）
Ｒｉ０（Ａｉ）

（－ 
Ａｉ
ｍｉ（Ａ）∏

ｎ

ｋ＝１
Ｒｋｒｋ（Ａｋ[ ]）＋

　 １２
２

ＡｉＡｊ
ｂｉｊ（Ａ）∏

ｎ

ｋ＝１
Ｒｋｒｋ（Ａｋ[ ]））ｄＡ

　（ｋ１，…ｋｎ ＝０，１，…） （２５）
将近似表达式（２０）代入式（１９），并利用

Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式的性质可得微分方程组（２５）的初
始条件：

ｓｒ１，…，ｒｎ（０）＝０　（ｒ１，…，ｒｎ＝０，１，２，…） （２６）
通过数值计算求得ｓｒ１，…，ｒｎ（ｔ）并代入式（２０）可

得近似幅值概率密度 ｐ（Ａ，ｔ），实际计算时对近似
解（２０）中的级数作适当截断，即取ｒｉ＝０，１，…Ｎｉ（ｉ
＝１，…，ｎ），使其满足一定的精度要求．则系统幅值
响应的稳态概率密度求解简化为求以下线性代数

方程组相应矩阵的特征值和特征向量问题：

０＝∑
Ｎ１

ｒ１＝１
…∑

Ｎｎ

ｒｎ＝０
Ｓｒ１，…，ｒ( )

ｎ∫
∞

０∏
ｎ

ｉ＝１

Ｒｉｋｉ（Ａｉ）
Ｒｉ０（Ａｉ）

－

　 
Ａｉ
ｍｉ（Ａ）∏

ｎ

ｋ＝１
Ｒｋｒｋ（Ａｋ[ ]( ）＋

　１
２
２

ＡｉＡｊ
ｂｉｊ（Ａ）∏

ｎ

ｋ＝１
Ｒｋｒｋ（Ａｋ[ ] )） ｄＡ

　ｋｉ＝０，…，Ｎｉ（ｉ＝０，１，…，ｎ） （２７）
幅值稳态概率密度可由上式中的未知量

Ｓｒ１，…，ｒｎ来表示：

ｐｓ（Ａ）＝∑
Ｎ１

ｒｉ

…∑
Ｎｎ

ｒｎ＝０
Ｓｒ１，…，ｒｎ∏

ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｒｉ（Ａｉ） （２８）

对近似解（２０）关于 Ａ＾ｉ＝［Ａ１，…，Ａｉ－１，Ａｉ＋１，

…，Ａｎ］
Ｔ积分可得到每个振子的幅值 Ａｉ的瞬态概

率密度：

ｐ（Ａｉ，ｔ）＝∑
Ｎｉ

ｒｉ＝０
ｅ－ηｉｒｉｔ＋ｓ０，０，…，ｒｉ，０，…，０（ｔ[ ]）Ｒｉｒｉ（Ａｉ）

（２９）
其相应的广义位移和广义速度瞬态联合概率密度：

ｐ（Ｘｉ，Ｘ
·

ｉ，ｔ）＝
ｐ（Ａｉ，ｔ）ωｉ（Ａｉ）
２πｇ′ｉ（Ａｉ） Ａｉ＝Ｕ－１ｅｉ（Ｘ

·２ｉ／２＋Ｕｅｉ（Ｘｉ））

（３０）
式中Ｕ－１ｅｉ（·）为Ｕｅｉ（·）的反函数，平均频率ωｉ（Ａｉ）

＝２π∫
２π

０
Λ－１ｉ（Ａｉ，Θｉ）ｄΘｉ，Ｕｅｉ（·）和Λｉ（Ａｉ，Θｉ）由

式（１３）求得，其稳态概率密度也以同样的方式导
出．基于每个振子的幅值概率密度式（２９），其相应
的ｋ阶统计矩为：

ｍｋＡｉ（ｔ）＝Ｅ［Ａ
ｋ
ｉ］＝
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　∑
∞

ｒｉ＝０
ｅ－λｉｒｉｔ＋ｓ０，０，…，ｒｉ，０，…，０（ｔ[ ]）Ｉｋ，ｒｉ （３１）

式中Ｉｋ，ｒｉ＝∫
∞

０
ＡｋｉＲｉｒｉ（Ａｉ）ｄＡｉ，且有如下性质［１０］：

Ｉｎ，ｒ＋１＝
ｒ－ｎ／２
ｒ＋１Ｉｎ，ｒ

Ｉｌ，ｒ＝０，（ｒ＞ｌ／２） （３２）
其中ｌ为偶数．

３　算例

为了验证求解方法的可行性及精度，考虑高斯

白噪声激励下两个ＤｕｆｆｉｎｇＶａｎｄｅｒＰｏｌ耦合振子系
统，其动力学控制方程为：

Ｘ¨１＋β１１Ｘ
·

１＋β１２Ｘ
·

２＋（ｃ１１Ｘ
２
１＋ｃ１２Ｘ

２
２）Ｘ
·

１＋

　ω２１Ｘ１＋ｄ１Ｘ
３
１＋ω

２
１∫
ｔ

０
ｈ１（ｔ－τ）Ｘ１（τ）ｄτ＝Ｗ１（ｔ）

Ｘ¨２＋β２１Ｘ
·

１＋β２２Ｘ
·

２＋（ｃ２１Ｘ
２
１＋ｃ２２Ｘ

２
２）Ｘ
·

２＋

　ω２２Ｘ２＋ｄ２Ｘ
３
２＋ω

２
２∫
ｔ

０
ｈ２（ｔ－τ）Ｘ２（τ）ｄτ＝Ｗ２（ｔ）

（３３）
其中βｉｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２），ｃｉｊ（ｉ＝１，２；ｊ＝１，２）为线
性与非线性阻尼系数；ω１和 ω２为响应线性系统的
固有频率；ｄ１与 ｄ２为非线性刚度系数；Ｗ１（ｔ）及
Ｗ２（ｔ）是强度分别为２Ｄ１１和２Ｄ２２的独立高斯白噪

声．粘弹性项∫ｔ０ｈ１（ｔ－τ）Ｘ１（τ）ｄτ和∫
ｔ
０ｈ２（ｔ－τ）Ｘ２

（τ）ｄτ可根据式（９）作简化，并取 ｍ１ｓ＝ｍ２ｓ＝１，系
统（３３）近似转化为无粘弹性的等效系统：

Ｘ¨１＋β′１１Ｘ
·

１＋β１２Ｘ
·

２＋（ｃ１１Ｘ
２
１＋ｃ１２Ｘ

２
２）Ｘ
·

１＋

　ω′２１Ｘ１＋ｄ１Ｘ
３
１＝Ｗ１（ｔ）

Ｘ¨２＋β２１Ｘ
·

１＋β′２２Ｘ
·

２＋（ｃ２１Ｘ
２
１＋ｃ２２Ｘ

２
２）Ｘ
·

２＋

　ω′２２Ｘ２＋ｄ２Ｘ
３
２＝Ｗ２（ｔ） （３４）

修正后的阻尼及刚度系数为：

β′１１＝β１１＋
Ｅ１１λ１１

１＋（λ１１ωａ１）
２ω
２
１

ω′２１＝ω
２
１－

Ｅ１１
１＋（λ１１ωａ１）

２Ｘ１ω
２
１

β′２２＝β２２＋
Ｅ２１λ２１

１＋（λ２１ωａ２）
２ω
２
２

ω′２２＝ω
２
２－

Ｅ２１
１＋（λ２１ωａ２）

２Ｘ２ω
２
２ （３５）

根据式（５）及式（６），平均频率 ωａ１可通过下式
以数值方法求得：

ωａｉ（Ａｉ）＝

　π ω２ａｉ＋ｄｉＡ
２

槡 ｉ ２Ｅｌｌｉｐｔｉｃｋ（
ｄｉＡ

２
ｉ

２ω２ａｉ＋２ｄｉＡ
２

槡 ｉ
[ ]）

（３６）
其中Ｅｌｌｉｐｔｉｃｋ（·）为第一类完全椭圆积分．应用２．
１节中的随机平均法，可得关于幅值 Ａｉ的平均 Ｉｔ
随机微分方程，形如式（１６），相应的平均 ＦＰＫ方程
形如式（１８），根据式（１７）导出其平均漂移与平均
扩散系数为：

ｍ１＝
Ｄ１１

ω′２１Ａ１＋ｄ１Ａ
３
１
－

　
Ｄ１１（ω′

２
１＋３ｄ１Ａ

２
１）

（ω′２１Ａ１＋ｄ１Ａ
３
１）
３（ω′

２
１Ａ
２
１／２＋５ｄ１Ａ

４
１／１６）－

　
β′１１（ω′

２
１Ａ
２
１／２＋５ｄ１Ａ

４
１／１６）

ω′２１Ａ１＋ｄ１Ａ
３
１

－

　
ｃ１１Ａ

２
１（ω′

２
１Ａ
２
１／８＋３ｄ１Ａ

４
１／３２）

ω′２１Ａ１＋ｄ１Ａ
３
１

－

　
ｃ１２Ａ

２
２（ω′

２
１Ａ
２
１／４＋５ｄ１Ａ

４
１／３２）

ω′２１Ａ１＋ｄ１Ａ
３
１

ｍ２＝
Ｄ２２

ω′２２Ａ２＋ｄ２Ａ
３
２
－

　
Ｄ２２（ω′

２
２＋３ｄ２Ａ

２
２）

（ω′２２Ａ２＋ｄ２Ａ
３
２）
３（ω′

２
２Ａ
２
２／２＋５ｄ２Ａ

４
２／１６）－

　
β′２２（ω′

２
２Ａ
２
２／２＋５ｄ２Ａ

４
２／１６）

ω′２２Ａ２＋ｄ２Ａ
３
２

－

　
ｃ２２Ａ

２
２２（ω′

２
２Ａ
２
２／８＋３ｄ２Ａ

４
２／３２）

ω′２２Ａ２＋ｄ２Ａ
３
２

－

　
ｃ２１Ａ

２
１（ω′

２
２Ａ
２
２／４＋５ｄ２Ａ

４
２／３２）

ω′２２Ａ２＋ｄ２Ａ
３
２

ｂ１１＝Ｄ１１（ω′
２
１＋
５ｄ１Ａ

２
１

８ ）／（ω′２１＋ｄ１Ａ
２
１）
２

ｂ２２＝Ｄ２２（ω′
２
２＋
５ｄ２Ａ

２
２

８ ）／（ω′２２＋ｄ２Ａ
２
２）
２

ｂ１２＝ｂ２１＝０ （３７）
利用２．２节提出的近似解表示方法，近似幅值瞬态
概率密度可以表示为：

ｐ（Ａ１，Ａ２，ｔ）＝∑
Ｎ１

ｉ＝０
∑
Ｎ２

ｊ＝０
ｅ－（η１ｉ＋η２ｊ）ｔ＋ｓｉｊ（ｔ[ ]）×

　Ｒ１ｉ（Ａ１）Ｒ２ｊ（Ａ２） （３８）
其中相应线性系统的特征值和特征函数为：

Ｒｋｉ（Ａｋ）＝
１
ｉ！
Ａｋ
σ２ｋｓ
ｅｘｐ －

Ａ２ｋ
２σ２( )

ｋｓ
Ｌｉ
Ａ２ｋ
２σ２( )

ｋｓ

ηｋｉ＝ βｋｋ ｉ
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σ２ｋｓ＝Ｄｋｋ／ βｋｋω
２( )ｋ

（ｋ＝１，２） （３９）
应用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法可得如下一阶微分方程组：
ｓｋｌ（ｔ）＝（η１ｋ＋η２ｌ）ｅ

－（η１ｋ＋η２ｌ）ｔ＋

　∑
Ｎ１

ｉ＝０
∑
Ｎ２

ｊ＝０
（ｅ－（η１ｉ＋η２ｊ）ｔ＋ｓｉｊ（ｔ））·

　｛δｌｊＦ１ｋｉ＋σ
２
２ｓＩｌｊＧ１ｋｉ＋δｋｉＦ２ｌｊ＋σ

２
１ｓＩｋｉＧ１ｌｊ｝

（ｋ＝０，…，Ｎ１，ｌ＝０，…，Ｎ２） （４０）
利用特征函数的正交性，上式中各项满足如下

关系：

Ｆｍｉｊ＝∫
∞

０
ｉＲｍｊ（Ａｍ）［ｆｍ（Ａｍ）Ｂｉ（Ａ

２
ｍ／σ

２
ｍｓ／２）－

　（ｆｍ（Ａｍ）＋ｂｍｍ／σ
２
ｍｓ）Ｂｉ－１（Ａ

２
ｍ／σ

２
ｍｓ／２）］ｄＡｍ

Ｇｍｉｊ＝∫
∞

０
ｉＲｍｊ（Ａｍ）ｇｍ（Ａｍ）［Ｂｉ（Ａ

２
ｍ／σ

２
ｍｓ／２）－

　Ｂｉ－１（Ａ
２
ｍ／σ

２
ｍｓ／２）］ｄＡｍ

ｆｍ（Ａｍ）＝

　 －β′ｍｍ（ω′
２
ｍ ＋５ｄｍＡ

２
ｍ／８）／（ω′

２
ｍ ＋ｄｍＡ

２
ｍ）－

　ｃｍｍＡ
２
ｍ（ω′

２
ｍ／４＋３ｄｍＡ

２
ｍ／１６）／（ω′

２
ｍ ＋ｄｍＡ

２
ｍ）－

　Ｄｍｍｄｍ（５ω′
２
ｍ ＋２ｄｍＡ

２
ｍ）／［４（ω′

２
ｍ ＋ｄｍＡ

２
ｍ）
３］

ｇｍ（Ａｍ）＝

　 －ｃｍ，（３－ｍ）（ω′
２
ｍ ＋５ｄｍＡ

２
ｍ／８）／ω′２ｍ ＋ｄｍＡ

２( )
ｍ

Ｉｉｊ＝（２ｊ＋１）δｉｊ－ｊδｉ，ｊ－１－（ｊ＋１）δｉ，ｊ＋１
Ｂｉ（·）＝Ｌｉ（·）／ｉ！
（ｍ＝１，２；ｉ＝０，…Ｎ１；ｊ＝０，…Ｎ２） （４１）
在初始条件（２６）下求解方程组（４０），将结果

代入（３８）可得近似幅值瞬态概率 ｐ（Ａ１，Ａ２，ｔ），从
而可以得到每个振子的近似幅值瞬态概率密度 ｐ
（Ａ１，ｔ）与ｐ（Ａ２，ｔ），其具体形式为：

ｐ（Ａ１，ｔ）＝∑
Ｎ１

ｉ＝０
ｅ－λ１ｉｔ＋ｓｉ０（ｔ[ ]）Ｒ１ｉ（Ａ１）

ｐ（Ａ２，ｔ）＝∑
Ｎ２

ｊ＝０
ｅ－λ２ｊｔ＋ｓ０ｊ（ｔ[ ]）Ｒ２ｊ（Ａ２） （４２）

系统响应幅值的近似稳态概率密度由式（２７）
与（２８）导出．由式（３０）可得每个振子的广义位移
和广义速度联合瞬态概率密度：

ｐ（Ｘｋ，Ｘ
·

ｋ，ｔ）＝
ｐ（Ａｋ，ｔ）ω′ａｋ（Ａｋ）
２π（ω′２ｋＡｋ＋ｄｋＡ

３
ｋ）Ａｋ＝Ｕ－１ｅｋ（Ｘ

·２ｋ／２＋Ｕｅｋ（Ｘｋ））

（ｋ＝１，２） （４３）
在求解上式，ωａｉ（Ａｉ）需转化为 ωＨｉ（Ｈｉ），从而

将幅值Ａｉ通过Ｘｉ和Ｘ
·

ｉ以显式的方式来表示．
基于幅值瞬态概率密度（４２）以及幅值统计矩

（３１），幅值的一阶和二阶统计矩具有如下形式：

ｍ１Ａ１（ｔ）＝Ｅ［Ａ１］＝∑
Ｎ１

ｒ１＝０
ｅ－λ１ｒ１ｔ＋ｓｒ１０（ｔ[ ]）Ｉ１，ｒ１

ｍ１Ａ２（ｔ）＝Ｅ［Ａ２］＝∑
Ｎ２

ｒ２＝０
ｅ－λ２ｒ２ｔ＋ｓ０ｒ２（ｔ[ ]）Ｉ１，ｒ２

ｍ２Ａ１（ｔ）＝Ｅ［Ａ
２
１］＝２σ

２
１ｓ（１－ｅ

－λ１１ｔ－ｓ１０（ｔ））

ｍ２Ａ２（ｔ）＝Ｅ［Ａ
２
２］＝２σ

２
２ｓ（１－ｅ

－λ２１ｔ－ｓ０１（ｔ））

（４４）

图１　系统第一个振子幅值瞬态概率密度

ｐ（Ａ１，ｔ）；ｐｓ（Ａ１）为幅值稳态概率密度；

—本文方法的结果；●，○，表示对原系统（３３）模拟结果

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｔｒａｎｓｉｅｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｉｅｓｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ，ｗｈｅｒｅｉｓｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙ，

‘－’ｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｐｒｏｃｅｄｕｒｅ，

●，○，! ｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍ（３３）

图２　系统第一个振子幅值的一阶与二阶统计矩

Ｅ［Ａ１（ｔ）］和Ｅ［Ａ２１（ｔ）］随时间的演化过程；

—本文方法的结果；●对原系统（３３）模拟结果

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍｏｍｅｎｔｓ

ｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅ（Ｅ［Ａ１（ｔ）］ａｎｄＥ［Ａ２１（ｔ）］）ｆｏｒｔｈｅｗｈｅｒｅ

‘—’ｉｎｄｉｃａｔｅｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｐｒｏｃｅｄｕｒｅ；ｆｉｒｓｔｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ，

●，○， ｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍ（３３）

系统（３３）的具体参数取如下值：β１１＝－０．０５，

β２２＝０．０５，β１２＝β２１＝０．０３，ｃ１１＝ｃ１２＝０．０４，ｃ２１＝ｃ２２

＝０．０２，ω１＝１．０，ω２＝槡２，ｄ１＝ｄ２＝０．１，Ｄ１１＝Ｄ２２＝

９１２
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图３　系统第一个振子广义速度和广义位移联合概率密度

ｐ（Ｘ１，Ｘ
·

１，ｔ）的演化过程；ｐｓ（Ｘ１，Ｘ
·

１）为稳态概率密度

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｒａｎｓｉｅｎｔｊｏｉｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｉｅｓ

ｐ（Ｘ１，Ｘ
·

１，ｔ）ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ，ｗｈｅｒｅｐｓ（Ｘ１，Ｘ
·

１）

ｉｓｔｈｅｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙ

０．０３，粘弹性项相关系数 Ｅ１１＝０．０５，λ１１＝０．３，Ｅ２１
＝０．０４以及 λ２１＝０．２，近似幅值瞬态概率密度中

的级数截断取为Ｎ１＝５０和 Ｎ２＝３０，级数截断取值

越高，得到的结果越精确．系统中第一个振子的幅

值概率密度ｐ（Ａ１，ｔ）如图１所示，图中包含了本文

得到的半解析解结果以及对原系统（３３）进行
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ数值模拟得到的结果，两种方法得到的

幅值一阶与二阶统计矩ｍ１Ａ１（ｔ）和 ｍ
２
Ａ１（ｔ）如图２所

示，不同时刻的广义位移和广义速度联合概率密度

ｐ（Ｘ１，Ｘ
·

１，ｔ）如图３所示（图中以 Ｖ１表示第一个振

子的广义速度Ｘ·１）．对原系统（３３）进行ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ

数值模拟时，步长为 ０．０１，统计采用的样本数为
１００，０００．由图１至图３可以看到，近似解所给出的
结果与 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟结果符合较好，说明本文

的求解方法的有效性．图１显示第一个振子的幅值
概率密度从初始原点处的 ｄｅｌｔａ分布，随着时间的
发展逐渐向着大幅值分布，这一点可由图２的幅值
统计矩得到印证．随着时间的发展幅值的一阶和二
阶统计矩越来越大．同时由图３的广义速度和广义
位移联合概率密度可以看出，该振子开始阶段是小

位移和速度的随机振动，然后不断向着较大的位移

和速度响应扩散，在平稳状态时是扩散的极限环．

图４　不同粘弹性参数Ｅ１１下系统第一个振子幅值一阶与二阶统计矩

Ｅ［Ａ１（ｔ）］和Ｅ［Ａ２１（ｔ）］随时间的演化过程；

—本文方法的结果；●，○，，对原系统（３３）模拟结果

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍｏｍｅｎｔｓ

ｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅ（Ｅ［Ａ１（ｔ）］ａｎｄＥ［Ａ２１（ｔ）］）ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔ

ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆＥ１１，ｗｈｅｒｅ‘—’ｉｎｄｉｃａｔｅｓ

ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｐｒｏｃｅｄｕｒｅ，●，○，，ｐｒｅｓｅｎｔ

ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍ（３３）

图５　不同粘弹性参数λ１１下系统第一个振子幅值一阶与二阶统计矩

Ｅ［Ａ１（ｔ）］和Ｅ［Ａ２１（ｔ）］随时间的演化过程；—本文方法的结果；

●，○，对原系统（３３）模拟结果

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｉｍｅｅｖｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔａｎｄｓｅｃｏｎｄｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍｏｍｅｎｔｓ

ｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅ（Ｅ［Ａ１（ｔ）］ａｎｄＥ［Ａ２１（ｔ）］）ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔ

ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖａｌｕｅｓｏｆλ１１，ｗｈｅｒｅ‘—’ｉｎｄｉｃａｔｅｓ

ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｆｒｏｍｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄｐｒｏｃｅｄｕｒｅ，●，○，ｐｒｅｓｅｎｔ

ｔｈｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｓｙｓｔｅｍ（３３）

为了反映粘弹性对系统响应的影响，图４和图５
给出了不同粘弹性参数下一阶和二阶统计矩随时间

的演化．从图４可以看出，当粘弹性参数Ｅ１１逐渐增

０２２
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大时，第一个振子的幅值响应逐渐减小，这可以从修

正阻尼和修正刚度的表达式（３５）中来看出，随着Ｅ１１
的增大，第一个振子的修正阻尼系数变大而修正刚

度系数变小，从而其响应减小．还可以看出随着时间
的增大，粘弹性参数对系统响应的影响越来越明显．
从图５可以看出，当粘弹性参数λ１１逐渐增大时，第
一个振子的幅值响应也是逐渐减小的．

需要指出的是，由式（９）对粘弹性项进行简化
过程中，ｅ－（ｔ／λｉｌ）中 λｉｌ的取值量级为１０

－１，当时间 ｔ
较大时，该项很快衰减，因此它只对初期的很短时

间具有较大影响，本文考虑瞬态时间 ｔ大于１０的
结果，其受到的影响不大，这可从所得到的计算结

果看出．

４　结论

本文研究了多自由度粘弹性非线性随机系统

瞬态响应．提出了多自由度粘弹性非线性随机系统
的随机平均法，将粘弹性对系统的作用近似地简化

为对系统阻尼以及刚度的修正，从而将原系统近似

等效为无粘弹性项的多自由度非线性随机系统，应

用基于广义谐和函数的随机平均导出关于幅值响

应瞬态概率的平均 ＦＰＫ方程．幅值瞬态解以半解
析的方式近似地表示多重级数式表示，基函数为幅

值相关正交函数，所选取的基函数以 Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项
式为主要组成部分，并且是与原系统相对应线性系

统的 ＦＰＫ方程的特征函数，组合系数是随时间变
化的，并可通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法得到．以非线性阻尼
耦合的 ＤｕｆｆｉｎｇＶａｎｄｅｒＰｏｌ振子系统为例，分析幅
值瞬态概率密度，广义位移与广义速度联合瞬态概

率密度及幅值的一二阶统计矩并讨论粘弹性对响

应的影响，本文得到的近似半解析解与ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
数值模拟结果吻合很好，说明本文的近似方法可有

效地应用于多自由度粘弹性非线性随机系统响应

的研究．
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