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多自由度拟不可积哈密顿系统的随机分数阶最优控制

钱佳敏　陈林聪　陈虹霖
（华侨大学土木工程学院，厦门　３６１０２１）

摘要　推广了适用于分数阶系统控制的随机分数阶最优控制策略，提出了高斯白噪声激励下多自由度拟不

可积哈密顿系统以响应最小化为目标的随机分数阶最优控制策略．首先，应用拟不可积哈密顿系统随机平

均法，将受控系统简化为关于能量的部分平均伊藤方程．然后，将控制性能指标中关于控制力的部分表示为

分数阶形式，结合随机动态规划原理，建立并求解部分平均系统的无界遍历控制的随机动态规划方程，获得

了随机分数阶最优控制律．最后，采用一个算例验证了随机分数阶控制策略的控制效果和控制效率．研究表

明，随机分数阶最优控制策略对传统的整数阶随机动力学系统同样适用，能比传统的整数阶控制策略取得

更好的控制效果．另外，随着激励强度增加，整数阶控制策略的控制效率显著降低；而分数阶控制策略的控

制效率虽比整数阶控制策略的控制效率略低，但随着激励强度的增加，分数阶控制策略的控制效率缓慢上

升并趋于平稳，可以有效地缓解控制效率与控制效果之间的矛盾．

关键词　随机分数阶最优控制，　随机平均法，　随机动态规划原理，　多自由度系统，　拟不可积哈密顿

系统

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１７０２４

引言

随机最优控制具有广泛的应用前景，亦是相当

具有挑战性的课题．经过几十年的发展，随机最优
控制已取得了长足的发展，出现了许多重要的研究

成果，如文献［１－４］．但在工程中，应用最广泛的
随机最优控制依然是基于线性系统模型的 ＬＧＱ控
制或最优Ｂａｎｇ－ｂａｎｇ控制．因此，越来越多的学者
开始研究非线性系统的随机最优控制．如，Ｂｅａ
ｍａｎ［５］，Ｙｏｈｓｉｄａ［６］，以及 Ｙｏｕｎｇ和 Ｃｈａｎｇ［７］用统计
线性化法将非线性随机系统转化为拟线性系统，

再应用ＬＧＱ控制策略；Ｃｒｅｓｐｏ和Ｓｕｎ［８］用广义胞映
射法求解受控非线性随机系统的动态规划方程；

Ｃｒｅｓｐｏ和Ｓｕｎ［９］还提出了另一种非线性控制方法，
即无论系统初始条件如何，系统响应最终都可达到

一个预先设计好的概率密度函数．Ｄｉｍｅｎｔｂｅｒｇ等［１０］

提出线性随机振动系统最优有界控制问题的动态规

划方程的混合解法；李杰等［１１］将广义概率密度演化

方程用于随机结构系统的最优控制；朱位秋及其合

作者［１２，１３］提出了基于随机平均法和随机动态规划原

理的拟哈密顿系统的非线性随机最优控制策略．然
而，控制效率和控制效果这一对矛盾仍未得到很好

解决．
近年来，越来越多的学者开始从事分数阶最优

控制问题的研究．如，Ａｇｒａｗａｌ［１４］给出了分数阶最优
控制问题的一般求解方法．曾庆山和杨增芳［１５］将

求解整数阶系统最优控制的方法和步骤拓展到分

数阶系统的最优控制，获得指标函数终端自由和受

函数约束的分数阶系统的最优控制．纪增浩［１６］采

用分数阶变分法推导出分数阶最优控制问题的必要

条件，然后采用多段线性插值法来求解，最终得到最

优控制律．分数阶最优控制的意义是对整数阶最优
控制理论的进一步推广，可获得具有更佳的动态性

能和鲁棒性的控制结果．然而，分数阶最优控制问题
研究还处于起步阶段，许多方面都需要进一步完善，

尤其是针对随机激励下非线性动力学系统．
最近，Ｈｕ及其合作者［１７］提出了一种随机分数

阶最优控制策略，对随机激励下具有分数阶导数型

阻尼的拟可积哈密顿系统进行控制，取得了较好的

控制效率和控制效果．本文将进一步推广随机分数
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阶最优控制策略，对多自由度非线性拟不可积哈密

顿系统的随机响应进行控制．研究表明，分数阶随机
控制策略对传统的整数阶随机动力学系统仍然适

用，能比整数阶控制策略取得更佳的控制效果，同时

还能有效地缓解控制效率与控制效果之间的矛盾．

１　随机平均法

考虑受控拟哈密顿系统，其运动方程型为：

Ｑ·ｉ＝
Ｈ′
Ｐｉ
，Ｐ·ｉ＝－

Ｈ′
Ｑｉ
－εｃ′ｉｊ

Ｈ′
Ｐｊ
＋ｕｉ＋ε

１
２ｆｉｋＷｋ（ｔ）

Ｑｉ（０）＝Ｑｉ０，Ｐｉ（０）＝Ｐｉ０
　ｉ，ｊ＝１，２，…ｎ，ｋ＝１，２，…ｍ （１）

式中 Ｑｉ，Ｐｉ分别是广义位移与广义动量；Ｈ′＝
Ｈ′（Ｑ，Ｐ）是相应哈密顿系统的哈密顿函数；ｃ′＝
ｃ′（Ｑ，Ｐ）是拟线性阻尼系数；ε１／２ｆｉｋ＝ε

１／２ｆｉｋ（Ｑ，Ｐ）
为激励的幅值；Ｗｋ（ｔ）是相关函数为２Ｄｋｌδ（ｔ）的高
斯白噪声；ｕｉ＝ｕｉ（Ｑ，Ｐ）为反馈控制力．经 Ｗｏｎｇ
Ｚａｋａｉ修正项修正后，（１）式可以转化为如下的 Ｉｔ
随机微分方程：

ｄＱｉ＝
Ｈ
Ｐｉ
ｄｔ

ｄＰｉ＝（－
Ｈ
Ｑｉ
－εｃｉｊ

Ｈ
Ｐｊ
＋ｕｉ）ｄｔ＋ε

１／２ｆｉｋｄＢｋ（ｔ）（２）

式中Ｈ与ｃｉｊ分别为修正后的哈密顿函数与拟线性
阻尼系数；Ｂｋ（ｔ）为Ｗｉｅｎｅｒ过程．

设与系统（２）相应的哈密顿系统为不可积，即
Ｈ是与（２）相应的哈密顿系统的唯一独立对合的首
次积分．应用拟不可积哈密顿系统随机平均法，可
由（２）式导出如下关于Ｈ的部分平均 Ｉｔ随机微分
方程：

ｄＨ＝ ｍ（Ｈ）＋〈ｕｉＨ／Ｐｉ[ ]〉ｄｔ＋σ（Ｈ）ｄＢ（ｔ）

（３）
式中Ｂ（ｔ）为Ｗｉｅｎｅｒ过程，

ｍ（Ｈ）＝ １
Ｔ（Ｈ）·

∫Ω －ｃｉｊ
Ｈ
Ｐｉ
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＋Ｄｋｌｆｉｋｆｊｌ
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Ｈ
Ｐ[ ]
１

·ｄｑ１ｄｑ２…ｄｑｎｄｐ２…ｄｐｎ

σ２（Ｈ）＝ １
Ｔ（Ｈ）∫Ω ２Ｄｋｌｆｉｋｆｊｌ

２Ｈ
ＰｉＰ

( )
ｊ

Ｈ
Ｐ[ ]
１

　·ｄｑ１ｄｑ２…ｄｑｎｄｐ２…ｄｐｎ

Ｔ（Ｈ）＝∫Ω １ Ｈ
Ｐ[ ]
１
ｄｑ１ｄｑ２…ｄｑｎｄｐ２…ｄｐｎ

〈ｕｉ
Ｈ
Ｐｉ
〉＝∫Ω ｕｉＨＰｉ

Ｈ
Ｐ[ ]
１
ｄｑ１ｄｑ２…ｄｑｎｄｐ２…ｄｐｎ

〈〉＝∫Ω  Ｈ
Ｐ[ ]
１
ｄｑ１ｄｑ２…ｄｑｎｄｐ２…ｄｐｎ

Ω ＝｛（ｑ１，ｑ２，…ｑｎ，ｐ２，…ｐｎ） Ｈ（ｑ１，ｑ２，…ｑｎ，０，ｐ２，
ｐ３，…ｐｎ）≤Ｈ｝ （４）

２　随机动态规划方程

考虑系统（３）在半无限长时间区间上的控制．
设性能指标为：

Ｊ（ｕ）＝ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
ｔｆ∫

ｔｆ

０
ｆ（Ｈ（ｓ），＜ｕｉ（ｓ）＞）ｄｓ（５）

引入值函数：

Ｖ（Ｈ，ｔ）＝ｉｎｆ
ｕ
Ｊ（ｕ） （６）

应用随机动态规划原理，可以导出如下形式的

动态规划方程：

γ＝ｉｎｆ
ｕ∈ {Ｕ ｍ（Ｈ）＋〈ｕｉ

Ｈ
Ｐｉ[ ]〉ｄＶｄＨ＋

　　１２σ
２（Ｈ）

２Ｖ
Ｈ２
＋ｆ（Ｈ，〈ｕｉ }〉） （７）

其中，

γ＝ｌｉｍ
ｔｆ→∞

１
ｔｆ∫

ｔｆ

０
ｆ（Ｈ（ｓ），＜ｕｉ（ｓ）＞）ｄｓ （８）

表示最优平均成本．式（７）右边取极小值的必要条
件为：


ｕｉ
〈ｕｉ
Ｈ
Ｐｉ
〉
ｄＶ
ｄＨ＋ｆ（Ｈ，＜ｕｉ＞[ ]） ＝０，ｉ＝１，２，…ｎ

（９）
设

ｆ（Ｈ，＜ｕｉ＞）＝ｆ１（Ｈ）＋

　　ε＜［ｕαｓｇｎ（ｕ）］ＴＲｕαｓｇｎ（ｕ）］＞ （１０）
其中Ｒ为正定对称常数矩阵，则最优控制律为：

ｕｉ ＝－
Ｒ－１ｉｊ
２α
ｄＶ
ｄ( )Ｈ

１
２α－１ Ｈ

Ｐｊ

１
２α－１
ｓｇｎＨＰ( )

ｊ
（１１）

当Ｒ为对角阵时，将上式代入式（７）代替 ｕｉ，完成
平均运算，得如下最后动态规划方程：

γ＝ １
２( )α

２α
２α－１
－ １２( )α

１
２α－１ １
Ｒ( )
ｉ

１
２α－１ ｄＶ
ｄ( )Ｈ

２α
２α－[ ]１〈ＨＰ( )

ｉ

２α
２α－１
〉＋

ｍ（Ｈ）ｄＶｄＨ＋
σ２（Ｈ）
２
ｄ２Ｖ
ｄＨ２
＋ｆ１（Ｈ） （１２）

求解上式，可获得 ｄＶ／ｄＨ．然后，再将 ｄＶ／ｄＨ
代入方程（１１）可得最优控制律的表达式．最后，将
最优控制律，代入部分平均 Ｉｔ随机微分方程（３）
以取代ｕｉ，完成平均，得到最优控制系统的平均 Ｉｔ
随机微分方程：

０１２
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ｄＨ＝ｍ（Ｈ）ｄｔ＋σ（Ｈ）ｄＢ（ｔ） （１３）
其中，

ｍ（Ｈ）＝ｍ（Ｈ）＋〈ｕｉＨ／Ｐｉ〉 （１４）
求解与方程（１３）相应的 ＦＰＫ方程，可得最优

控制或未控系统的响应统计量．为评价分数阶最优
控制策略的效果与效率，引入如下两个准则：

Ｋ１＝
Ｅ［Ｑ２ｉ槡 ］ｕｃ－ Ｅ［Ｑ

２
ｉ槡 ］ｃ

Ｅ［Ｑ２ｉ槡 ］ｕｃ

×１００％

Ｋ２＝
Ｋ１
Ｅ［ｕ２ｉ槡 ］

（１５）

其中，Ｋ１与 Ｋ２分别表示控制效果和控制效率；Ｅ

［Ｑ２ｉ］ｕｃ和Ｅ［Ｑ
２
ｉ］ｃ分别表示为未控与最优控制系统

的广义位移的均方值；Ｅ［ｕ２ｉ］表示控制力的均方
值．Ｋ１与Ｋ２的值越大，表示该控制策略越优．

３　算例

考虑一个两自由度受控的拟不可积哈密顿系

统，其运动方程为：

Ｑ·１＝Ｐ１
Ｐ·１＝－ω

２
１Ｑ１－ａ（ω

２
１Ｑ
２
１＋ω

２
２Ｑ
２
２）ω

２
１Ｑ１－β１Ｐ１＋ξ１（ｔ）＋ｕ１

Ｑ·２＝Ｐ２
Ｐ·２＝－ω

２
２Ｑ２－ａ（ω

２
１Ｑ
２
１＋ω

２
２Ｑ
２
２）ω

２
２Ｑ２－β２Ｐ２＋ξ２（ｔ）＋ｕ２

（１６）
其中，ｗ１，ｗ２与ａ为正常数；ξｉ（ｉ＝１，２）为强度２Ｄｉ
的高斯白噪声；ｕｉ（ｉ＝１，２）为反馈控制力．

与系统（１６）相应的哈密顿函数为：

Ｈ＝
Ｐ２１＋Ｐ

２
２

２ ＋
ω２１Ｑ

２
１＋ω

２
２Ｑ
２
２

２ ＋
ａ（ω２１Ｑ

２
１＋ω

２
２Ｑ
２
２）
２

４
（１７）

应用随机平均法可得到形如式（３）的部分平
均Ｉｔ随机微分方程，其中 ，

ｍ（Ｈ）＝Ｄ１＋Ｄ２－（β１＋β２）（Ｈ－
Ｒ２
４－
ａＲ４
１２）

σ２（Ｈ）＝２（Ｄ１＋Ｄ２）（Ｈ－
Ｒ２
４－
ａＲ４
１２）

Ｔ（Ｈ）＝２π
２Ｒ２

ω１ω２
（１８）

式中，

Ｒ２＝１ａ（１＋４槡 ａＨ－１） （１９）

取成本函数形为式（１０），其中ｕ＝［ｕ１，ｕ２］
Ｔ，

Ｒ＝ｄｉａｇ（Ｒ１，Ｒ２）及

ｆ１（Ｈ）＝ｓ０＋ｓ１Ｈ＋ｓ２Ｈ
２＋ｓ３Ｈ

３ （２０）
运用随机动态规划原理，建立并求解形如式（７）的
随机动态规划方程，得到最优控制律为：

ｕｉ ＝－
Ｒ－１ｉ
２α
ｄＶ
ｄＨ Ｐ( )ｉ

１
２α－１

ｓｇｎ（Ｐｉ） （２１）

将最优控制律式（２１）代入随机动态规划方程，得
最终随机动态规划方程：

γ＝ １
２( )α

２α
２α－１
－ １
２( )α

１
２α－１ １
Ｒ( )
ｉ

１
２α－１ ｄＶ
ｄ( )Ｈ

２α
２α－[ ]１ 〈Ｐ２α

２α－１
ｉ 〉＋

ｍ（Ｈ）ｄＶｄＨ＋
σ２（Ｈ）
２
ｄ２Ｖ
ｄＨ２
＋ｆ１（Ｈ） （２２）

求解该方程获得 ｄＶ／ｄＨ，并代入方程（２１），从
而得最优控制律 ｕｉ．再将 ｕｉ 代入方程（１４）完成
完全平均，得到完全平均Ｉｔ随机微分方程．求解与
之相应的ＦＰＫ方程，得平稳概率密度：
ｐｃｏｎ（Ｈ）＝

　Ｃ１ｅｘｐ－∫
Ｈ

０
－２ｍ（ｙ）＋ｄσ

２（ｙ）
ｄ( )ｕ

σ２（ｙ[ ]）ｄ{ }ｙ
（２３）

其中Ｃ１为归一化系数．令 ｕ＝０，求解与之相应的
平稳ＦＰＫ方程可得未控系统的平稳概率密度：
ｐｕｎｃｏｎ（Ｈ）＝

　Ｃ２ｅｘｐ－∫
Ｈ

０
－２ｍ（ｙ）＋ｄσ

２（ｙ）
ｄ( )ｕ

σ２（ｙ[ ]）ｄ{ }ｙ
（２４）

最优控制和未控系统的广义位移与广义速度

的联合平稳概率密度为：

ｐｃｏｎ（Ｑ，Ｐ）＝ｐｃｏｎ（Ｈ）／Ｔ（Ｈ）Ｈ＝Ｈ（Ｑ，Ｐ） （２５）
ｐｕｃｏｎ（Ｑ，Ｐ）＝ｐｕｃｏｎ（Ｈ）／Ｔ（Ｈ）Ｈ＝Ｈ（Ｑ，Ｐ） （２６）

由此可得最优控制的与未控的系统第一个自由度

系统的广义位移的均值Ｅ［Ｑ２ｉ］ｃ与Ｅ［Ｑ
２
ｉ］ｕｃ，即：

Ｅ［Ｑ２１］ｃ＝∫
∞

０
Ｑ２１ｐｃｏｎ（ｑ，ｐ）ｄｑｄｐ

Ｅ［Ｑ２ｉ］ｕｃ＝∫
∞

０
Ｑ２１ｐｕｃｏｎ（ｑ，ｐ）ｄｑｄｐ （２７）

以及最优控制力的均方值

Ｅ［ｕ２ｉ］＝∫
∞

０
（ｕｉ）

２ｐｃｏｎ（ｑ，ｐ）ｄｑｄｐ （２８）

最后，按方程（１５）计算控制效果Ｋ１和控制效率Ｋ２．
对如下系统参数：ｂ１＝ｂ２＝０．０５，ａ＝２．０，ｗ１＝１．０，
ｗ２＝１．４１４，ｓ１＝０．０５，ｓ２＝０．０，ｓ３＝１．５，ｄＶ（０）／ｄＨ
＝１３．０，Ｒ１＝Ｒ２＝Ｒ＝２．１，图１与图２给出了上述
最优控制下系统第一个自由度的若干个数值结果．
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图１　不同分数阶数时控制效果与激励强度变化的关系

Ｆｉｇ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｅｃｔａｎｄｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｓ

图２　不同分数阶数时控制效率与激励强度变化的关系

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｃｏｎｔｒｏｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙａｎｄｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒａｃｔｉｏｎａｌｏｒｄｅｒｓ

由图１可知，本文提出的分数阶最优控制策略
在控制效果上比传统的整数阶要好，并且控制效果

随着分数阶阶数的增加而提高．另外，随着激励强
度增加，控制效果均变差．图２给出了不同分数阶
阶数下随激励强度变化的最优控制效率．由图可
知，当ａ＝１．０，即分数阶最优控制策略退为整数阶
最优控制策略，此时控制效率随着激励强度的增加

而降低．然而，当分数阶数 ａ＝１．５或２．５时，随着
激励强度的增加，分数阶控制策略的控制效率开始

缓慢提高，并趋于平稳．因此，为了缓解控制效率与
控制效果这一对矛盾，采用随机分数阶最优控制策

略取代传统的整数阶控制策略是一种可行的方案．

４　小结

本文进一步推广了适用于分数阶系统控制的

随机分数阶最优控制策略，提出了多自由度拟不可

积哈密顿系统以响应最小化为目标的随机分数阶

最优控制策略．数值算例表明，控制效果随着分数
阶阶数的增加而提高；整数阶控制策略的控制效果

随着激励强度增加而显著降低；分数阶控制效率比

整数阶控制效率略低，但是随着激励强度的增加而

缓慢上升并趋于平缓，可为解决控制效果与控制效

率是一对矛盾提供可行方案．
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