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摘要　本文介绍了随机平均原理的研究现状和发展趋势，探讨了基于非高斯列维噪声、分数高斯噪声、

Ｍａｒｋｏｖ切换的随机复杂动力学系统随机平均原理研究中的若干问题及进展．
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引言

随机平均法以随机平均原理为理论基础是非

线性随机动力学响应分析的重要工具，分为标准随

机平均法和能量包线随机平均法两种，其中标准随

机平均法主要应用在多自由度拟线性随机系统中，

而能量包线随机平均法主要应用在多自由度强非

线性拟保守随机系统中．随机平均法凭借其简单、
可以降维、效率高等优点在动力学研究中被广泛应

用．因此，对于随机平均原理的研究也就成为一项
具有重要科学意义和实际指导价值的研究．

在实际应用中，很多系统的动力学模型是既包

含动力学时间尺度较快的状态变量，又包含时间尺

度较慢的状态变量的．若引入适当的无量纲参数来
表示不同动力学时间尺度的比值，则这些系统可表

示成由快变量和慢变量相耦合的系统，即快慢（两
尺度）动力系统．快慢系统中复杂的动力学现象得
到广泛关注．例如，在许多工程技术领域中的控制
问题；在生态系统中，生态环境的恶化、物种的爆发

和消亡所产生的动力学机制已得到深入研究；在生

物神经系统中，存在各种快慢过程，使得系统存在
各种形式的分岔和丰富的放电模式．在实际科学
中，许多问题可以转换成研究系统的两个时间尺

度，如出现在应用程序中不同的化学反应动力

学［１，２］，细胞建模［３，４］，哈密顿系统［５，９］，电子电

路［１０，１１］和激光系统［１２，１４］．最著名的快慢系统可以
追溯到范德波［１０］在１９２０年提出的范德波方程．基

于平均原理的平均法是分析快慢系统动力学行为
的有效工具，其目的在于构造一个所谓的“平均化

方程”（也称为“简化方程”或“有效方程”）来简

化原来的多尺度方程，使简化后的方程不再包含

快尺度物理量，并且使得简化方程的解可以逼近

原来方程中慢尺度的物理量．具体来看，考虑一个
具有快慢两个尺度的常微分方程：

ｄＸεｔ＝ａ（Ｘεｔ，Ｙεｔ）ｄｔ

ｄＹεｔ＝
１
ε
ｆ（Ｘεｔ，Ｙεｔ）ｄ{ ｔ

（１）

其中ε１是小正参数，它表示方程中两个分支的
时间尺度比率．在这一尺度参数下，称Ｘεｔ为慢变量

（也称为“慢运动”或“慢分支”），称 Ｙεｔ为快变量

（也称为“快运动”或“快分支”）．映射 ａ：Ｒｎ×Ｒｋ→
Ｒｎ，ｆ：Ｒｎ×Ｒｋ→Ｒｋ是可测函数．对任意取定的 ｘ∈
Ｒｎ，构造过程Ｙｘｔ，使其满足微分方程：

ｄＹｘｔ＝ｂ（ｘ，Ｙ
ｘ
ｔ）ｄｔ

假设对任意ｘ∈Ｒｎ，极限：

ａ（ｘ）＝ｌｉｍ
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存在（例如当 ｙｘｔ为周期函数时，此极限存在），则
所谓的“平均化原理”成立．在任意有限时间区间
［０，Ｔ０］上，原来系统中慢分支 Ｘεｔ的轨道可以由平
均化方程 ：

ｄＸｔ＝ａ（Ｘｔ）ｄｔ
的解轨道一致逼近（当参数 ε趋于０时）．确定性
方程平均化原理的研究有较长的历史，其奠基性工
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作由前苏联数学家Ｂｏｇｏｌｉｕｂｏｖ在文献［１５］中完成．
紧接着，Ｇｉｋｈｍａｎ［１６］，Ｖｏｌｏｓｏｖ［１７］和 Ｂｅｓｊｅｓ［１８］研究
了非线性常微分方程的平均化问题．随机平均原
理首先由 Ｓｔｒａｔｏｎｏｖｉｃｈ［１９］提 出，此后，Ｋｈａｓｍｉｎ
ｓｋｉｉ［２０，２２］将平均化原理发展到具有快慢时间尺度
的随机常微分方程的研究中，他在文献［２３］中证
明了随机平均化原理在较弱的收敛意义下成立．值
得一提的是，Ｖｅｒｅｔｅｎｎｉｋｏ［２４，２５］，Ｆｒｅｉｄｌｉｎ＆ Ｗｅｎｔ
ｚｅｌｌ［２６，２７］进一步显著改进了 Ｋｈａｓｍｉｎｓｋｉｉ的结果，将
较弱收敛意义下的随机平均化原理推广到依概率

收敛的情形．另外，文献 Ｇｏｌｅｃ＆Ｌａｄｄｅ［２８］，Ｇｉｖｏｎ，
Ｋｅｖｒｅｋｉｄｉｓ＆Ｋｕｐｆｅｒｍａｎ［２９］研究了关于均方收敛意
义下的随机平均化原理，文献 Ｇｏｌｅｃ［３０］和 Ｇｉｖｏｎ［２９］

得到了强收敛意义下的随机平均化原理．Ｚｈｕ［３１］和
Ｒｏｂｅｒｔｓ和Ｓｐａｎｏｓ［３２］等人的专著及综述中都对随机
平均法早期的发展做了详细介绍．Ｚｈｕ［５，９］的团队
提出并发展了高斯白噪声、谐和噪声等作用下单自

由度或多自由度拟 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的随机平均理论
和方法，解决了五类拟Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统平均方程的求
解问题．Ｘｕ［３３］等建立了高斯色噪声驱动下一类随
机动力学系统的平均原理及高斯白噪声与色噪声

共同激励下一类单自由度系统的随机平均法［３４］．
近几年来，随机平均法理论得到进一步完善，

并已被应用于各类随机动力系统动力学性质的研

究，其为研究更复杂的随机动力学系统和解决各种

激励下的随机动力学问题提供了良好的方法．随机
平均的方法和理论也不再仅仅基于以高斯白噪声为

代表的不相关噪声激励下的随机动力学系统，具有

相关时间的分数高斯噪声激励、非高斯列维噪声及

Ｍａｒｋｏｖ切换的随机动力学系统（包含无穷维系统）
研究越来越引起学者的关注，取得了一定的发展．

本文根据国内外研究现状和发展趋势，综述了

基于非高斯列维噪声、长相关性分数高斯噪声及

Ｍａｒｋｏｖ切换的随机复杂动力学系统（包含无穷维
系统）随机平均原理研究中的若干研究方向，并对

存在的一些问题以及进一步的研究做了展望．

１　基于非高斯列维噪声的随机平均原理

在以往的大部分研究中，为了处理起来简便，

研究人员考虑的都是高斯噪声，它是布朗运动的形

式导数，一般用来描述连续型的微小的随机因素．
在大多数情况下，高斯的假设是比较合理的，它满

足中心极限定理，而且由于处理起来比较简单，理

论推导比较容易，在许多领域都得到了广泛的应

用．然而，高斯噪声只是一种理想的噪声源，它刻画
的是正常扩散，即只能模拟均值在小范围内的起

伏，而不能模拟大幅度的涨落．在实际应用中，我们
遇到的许多噪声都是非高斯的，比如在生物医学中

的诱发电位噪声、低频的大气噪声以及各种其它人

为噪声等．这些噪声的非高斯性使得它们具有更强
的冲击性，其所服从的分布比起正态分布，具有更

多的尖峰与偶然性 （见图１），而且其密度函数的
拖尾与高斯密度函数相比，衰减的也更为缓慢 （见

图２）［３５］．这种情况下，以往基于高斯假定所得到
的结论就需要被重新考虑，我们需要寻求一种更加

广义，能够更好的与实际符合的分布，它的导数能

更好地用来描述我们所遇到的噪声．

图１　不同的稳定性指标对应的列维噪声的概率密度

函数Ｌα，β（ζ；Ｄ，μ）

Ｆｉｇ．１　ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓＬα，β（ζ；Ｄ，μ）

ｆｏｒＬéｖｙｎｏｉｓｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔａｂｉｌｉｔｙｉｎｄｅｘｅｓ

图２　不同的偏斜参数对应的列维噪声的概率密度

函数Ｌα，β（ζ；Ｄ，μ），α＝１．２

Ｆｉｇ．２　ＰｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｅｎｓｉｔｙｆｕｎｃｔｉｏｎｓＬα，β（ζ；Ｄ，μ），α＝１．２

ｆｏｒＬéｖｙｎｏｉｓｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｋｅｗｎｅｓｓｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

Ｚｈｕ［３６］首先将随机平均法运用到泊松白噪声
激励下的非线性系统的研究中，Ｚｅｎｇ和 Ｚｈｕ［３７，４０］

研究了非高斯随机激励下非线性系统的随机平均

４９１
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法．Ｘｕ［４１］给出了非高斯列维噪声驱动下的随机动
力系统的平均原理，Ｘｕ［４２］还给出了在一类弱化的
李普希兹条件下非高斯列维噪声驱动下的随机动

力系统的平均原理，证明了平均后随机动力学系统

的解依概率和均方收敛于原系统的解，给出了随机

平均法的理论依据．Ｇｉｖｏｎ［４３］根据快变量存在的不
变测度，研究了两尺度跳扩散过程均方意义下的随

机平均原理，并得到相应的收敛阶为Ｏ（ｌｎε）：
ｄｘεｔ＝ａ（ｘεｔ，ｙεｔ）ｄｔ＋ｂ（ｘεｔ）ｄＢｔ＋ｃ（ｘεｔ）ｄＰｔ

ｄｙεｔ＝
１
ε
ｆ（ｘεｔ，ｙεｔ）ｄｔ＋

１

槡ε
ｇ（ｘεｔ，ｙεｔ）ｄＷｔ＋

　　ｈ（ｘεｔ，ｙεｔ）ｄＮε










ｔ

（３）

其中ｘεｔ是ｎ维跳扩散过程，ｙεｔ是ｍ维跳扩散过程．

函数ａ（ｘ，ｙ）∈Ｒｎ和ｆ（ｘ，ｙ）∈Ｒｍ是漂移项系数，函
数ｂ（ｘ）∈Ｒｎ×ｄ１和ｇ（ｘ，ｙ）∈Ｒｍ×ｄ２是扩散项系数，函
数ｃ（ｘ）∈Ｒｎ和 ｈ（ｘ，ｙ）∈Ｒｍ是跳扩散项系数，Ｂｔ
和Ｗｔ是ｄ１，ｄ２一维相互独立的 Ｗｉｅｎｅｒ过程，Ｐｔ是

参数为λ１的标量泊松过程，Ｎεｔ是参数为
λ２
ε
的标量

泊松过程，ε１．Ｌｉｕ进一步获得了收敛阶为Ｏ（槡ε）
的强收敛定理［４４，４５］．Ｘｕ和 Ｌｉｕ［４６］进一步在文献
［４３］的基础上研究了此类方程在 Ｐ阶矩意义下的
随机平均原理．Ｔｈｏｍｐｓｏｎ和 Ｋｕｓｋｅ［４７］等人研究了
快变量系统由加性 α稳定噪声激励且慢变量线性
依赖于快变量的非线性快 －慢变动力系统的随机
平均原理：

ｄｘεｔ＝ｆ（ｘεｔ，ｙεｔ）ｄｔ

εｄｙεｔ＝ｇ（ｘεｔ，ｙεｔ）ｄｔ＋ε
ｒｂｄＬ（α，β）{

ｔ

（４）

其中ｒ，ｂ是常数，参数ε是一个小参数，ε１，快变
量方程由加性 α稳定噪声驱动，ｄＬ（α，β）ｔ 服从

Ｓα β，（ｄｔ）
１

( )α 分布，α∈（１，２］．

２　基于分数高斯噪声的随机平均原理

在自然界等很多现象中的噪声往往表现出相

关性甚至是长相关性的显著特征，而分数布朗运动

为长相关性噪声的研究提供了重要的理论基础，它

是一种比布朗运动更广泛的随机过程，具有的长相

关性、增量非独立性已经在金融［４８，４９］、地球物理

学［５０，５１］、生物学［５２，５３］和脑功能信号分析［５４，５５］等方

面有了一定的应用．１９６８年，Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ和 Ｖａｎ
Ｎｅｓｓ［５６］首先定义了“分数布朗运动”，并给出分数
布朗运动的构造．此后，分数布朗运动驱动随机动

力系统的研究引起学者的关注．由于分数布朗运动
既不是半鞅又不是马尔可夫过程，使得随机积分这

个完备的理论基础并不适用于分数布朗运动的研

究．Ｘｕ［５７－５９］在前向路径积分意义下，根据 Ｋｈａｓ
ｍｉｎｓｋｉｉ平均法，研究具有长相关性分数布朗运动
的随机平均原理，证明了具有长相关性分数布朗运

动驱动的动力系统与平均后的随机动力系统在均

方意义下是收敛的，并利用数值模拟的方法，验证

了定理的正确性．Ｘｕ［６０，６１］还进一步研究了分数布
朗运动驱动的快－慢变系统的随机平均原理．Ｄｅｎｇ
和Ｚｈｕ［６２，６４］根据分数布朗运动驱动的两尺度随机动
力系统随机平均原理结果［６０，６１］，提出并发展了分数

高斯噪声等作用下单自由度或多自由度拟Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统的随机平均理论和方法，解决了拟Ｈａｍｉｌｔｏｎ系
统平均方程的求解问题．

３　基于Ｍａｒｋｏｖ切换的随机平均原理

１９６１年 Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ和 Ｌｉｄｓｋｉｉ［６５］首 次 提 出
Ｍａｒｋｏｖ切换系统．近些年来，Ｍａｒｋｏｖ切换系统在复
杂网络等非线性系统建模中起不可替代的作用，使

得其迅速成为国内外发展最活跃的前沿学科和研

究热点之一．所谓Ｍａｒｋｏｖ切换系统，即是以一个连
续时间有限状态的Ｍａｒｋｏｖ链来控制系统的切换时
刻和切换状态．由于 Ｍａｒｋｏｖ切换系统贴近应用背
景，数学描述清晰，可操作性强，因而很快成为复杂

网络及其他非线性系统建模的重要参考依据．事实
上，自然界和人类社会中广泛存在着的各种各样的

复杂系统都可以通过复杂网络模型来描述．复杂网
络模型描述了复杂系统中元素之间、子系统之间、

层次之间的相互作用以及系统与环境的相互作用．
而当系统元件出现突发故障或突然修复状况，或突

然出现外部干扰，以及子系统连接方式发生突变

时，复杂网络系统很可能产生结构或参数上的突发

改变．例如种群系统中的环境噪音和地震等突发性
现象对种群数量变化的影响；通讯系统中数据交换

的障碍和机器故障对数据传输的影响；经济金融系

统中，国家宏观调控对经济变化的影响等等．考虑
到Ｍａｒｋｏｖ切换系统在描述系统结构或参数突然变
化方面具有很大的优势，因此，选用Ｍａｒｋｏｖ切换系
统来描述网络的状态更加贴合实际应用背景．具有
Ｍａｒｋｏｖ切换的随机动力系统的随机平均原理得到
了广泛的研究．Ｙｉｎ［６６］研究了具有两尺度 Ｍａｒｋｏｖ
切换的跳扩散模型的随机平均原理：
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ｄＸε（ｔ）＝ｆ（Ｘε（ｔ），αε（ｔ），ｔ）ｄｔ＋
ｇ（Ｘε（ｔ），αε（ｔ），ｔ）ｄｗ（ｔ）＋

∫Γｈ（Ｘε（ｔ），αε（ｔ），ｔ，γ）Ｎ（ｄｔ，ｄγ）
（５）

其中αε（ｔ）代表连续时间两尺度Ｍａｒｋｏｖ切换．以及
快变量慢变量耦合的Ｍａｒｋｏｖ切换调制两尺度随机
跳扩散过程的随机平均原理：

ｄＸεｔ ＝ｆ（Ｘεｔ，Ｚεｔ，α（ｔ））ｄｔ＋

ｇ（Ｘεｔ，Ｚεｔ，α（ｔ））ｄｗ＋

∫Γｈ（Ｘεｔ，Ｚεｔ，α（ｔ），γ）Ｎ（ｄｔ，ｄγ）
ｄＺεｔ ＝

１
ε
ｆ１（Ｘεｔ，Ｚεｔ）ｄｔ＋

１

槡ε
ｇ１（Ｘεｔ，Ｚεｔ）ｄ











 ｖ

（６）

其中Ｘεｔ是慢变量过程，Ｙεｔ是快变量过程，ｗ和ｖ是
相互独立的Ｗｉｅｎｅｒ过程，ε１，α（ｔ）代表连续时间
Ｍａｒｋｏｖ切换．Ｙｉｎ，Ｔａｌａｆｈａｇ和 Ｘｉ［６７］考虑了两尺度
Ｍａｒｋｏｖ切换调制的随机 Ｌｉéｎａｒｄ方程在弱收敛意
义下的随机平均原理：

ｄＸε１（ｔ）＝Ｘε２（ｔ）ｄｔ

ｄＸε２（ｔ）＝－（Ｘε２（ｔ）ｆ（Ｘε１（ｔ），αε（ｔ），ｔ）＋

ｇ（Ｘε１（ｔ），αε（ｔ），ｔ））ｄｔ＋

ｈ（Ｘε１（ｔ），αε（ｔ），ｔ）ｄｗ（ｔ













）

（７）

其中 αε（ｔ）代表连续时间两尺度 Ｍａｒｋｏｖ切换，
ｖ（ｔ）表示Ｗｉｅｎｅｒ过程．Ｂａｏ，Ｙｉｎ和 Ｙｕａｎ［６８］考虑了
加性α稳定噪声激励的两尺度随机微分方程的随
机平均原理．宦荣华教授和朱位秋院士［６９－７０］等人

给出了具有 Ｍａｒｋｏｖ切换的随机平均法，并用此方
法研究了Ｍａｒｋｏｖ切换多自由度随机拟不可积哈密
顿系统的概率１稳定性和在时滞反馈控制下Ｍａｒｋ
ｏｖ切换拟可积哈密顿系统的概率１稳定性．

４　无穷维随机动力系统的随机平均原理研究

以上提及的随机平均化原理的结果都是对有限

维空间中的系统而言．无穷维空间中随机系统的平
均化原理的研究晚了些，２００９年Ｃｅｒｒａｉ＆Ｆｒｅｉｄｌｉｎ［７１］

证明了加性噪声驱动的随机偏微分方程依概率收

敛意义下的平均化原理．在其后的文献［７２］中，Ｃｅｒ
ｒａｉ将上述结论作了推广，得到了乘性噪声驱动的
随机偏微分方程的平均化原理．Ｗａｎｇ＆Ｒｏｂｅｒｔｓ［７３］

证明了在混合假设（ｍｉｘｉｎｇａｓｓｕｍｐｔｉｏｎ）条件下，随
机ＦＮ系统的慢分支过程 Ｘεｔ在均方意义下收敛于
一个“平均”方程，并且得到了其收敛速度的阶数．

Ｆｕ，Ｌｉｕ和 Ｄｕａｎ［７４，７５］考虑一个有界开区间上的双
时间尺度随机抛物方程，且此处所考虑的乘性型噪

声对快慢两个运动都有扰动，证明强收敛意义下的

平均化原理对于这类随机抛物方程是成立的，由于

考虑更为一般的乘性型噪声，因而其证明过程有所

不同，且比较复杂．Ｘｕ和 Ｌｉｕ推广了文献［７４，７５］
的结果，考虑了乘性列维噪声驱动的双时间尺度随

机抛物方程，证明强收敛意义（均方意义［７６］及Ｐ阶
矩意义［７７］）下的平均化原理对于这类随机抛物方

程是成立的．Ｐｅｉ，Ｘｕ和 Ｗｕ［７８］考虑了列维噪声驱
动的随机双曲抛物方程强收敛意义下的平均化原

理（均方意义）．

５　结语

本文仅就我们关心的领域对非高斯列维噪声、

分数高斯噪声、Ｍａｒｋｏｖ切换，及无穷维随机系统随机
平均原理的研究做了介绍，还有许多方面没有涉及．

目前来说，对于高斯白噪声、列维噪声激励的

有穷维系统的随机平均原理较为系统，已经存在大

量成熟的结果，而对于列维噪声、分数高斯噪声激

励的无穷维系统及含Ｍａｒｋｏｖ切换的随机系统的随
机平均原理的研究尚在起步阶段，研究还相当地

少，特别是针对于乘性列维噪声、分数高斯噪声激

励的无穷维系统及含两尺度Ｍａｒｋｏｖ切换的随机平
均原理的研究是未来的重点．
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