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摘要　目前非线性随机系统的控制方法存在设计复杂，计算成本高，以及缺乏稳定性或收敛性证明等缺点，

针对这些问题，本文在作者前期研究的基础上发展了一种全新的针对部分可积的非线性随机系统的反馈控

制，使得受控系统输出的稳态概率密度逼近事先给定的目标概率密度，并利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法证明受控系

统的收敛性．数学仿真结果证明了这种方法的可行性和正确性．

关键词　等效非线性系统法，　随机反馈控制，　Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法，　概率密度函数，　部分可积拟哈密顿系统

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０３９

引言

物体运动、生物演化、工业过程、经济活动都不

可避免会受到随机扰动，它们可以被看作是某些随

机系统的输出过程．通常情况下会针对一些期望的
目标设计随机系统的控制策略．因此，几十年来有
关随机系统的目标追踪控制得到了广泛的发展．对
于线性或线性化得到的系统，在高斯激励下输出仍

为高斯过程，追踪控制目标为给定的期望和方

差［１－４］．而对于非高斯激励下的线性系统或任一激
励下的非线性系统，其输出往往是非高斯的，仅以

期望和方差作为控制目标是远远不够的．例如，以
纤维的长度分布为控制对象的造纸工业以及工业

锅炉中火焰的分布形态控制等等．
因此近十几年里，展开了以概率密度为控制目

标的追踪控制研究，并逐渐成为随机系统控制领域

的研究热点：Ｋｒｅｕｃｈｅｒ等提出了一种对多目标概率
密度进行递归估算，从而追踪多个运动目标的方

法［５］；Ｇｕｏ和Ｙｉｎ在前期研究的基础上发展了一种
鲁棒概率密度函数控制方法，针对具有建模误差和

不确定性的时滞系统，使得系统输出的概率密度能

够有效地追踪目标概率密度，并用前向的多步非线

性累积成本函数来提高追踪性能［６］；Ｙｉ等提出了
一种基于两步神经网络的受迫的比例积分控制策

略用于对目标概率密度的追踪控制［７］；Ｐｉｇｅｏｎ等人

设计了一类线性开关控制器用于一维系统的概率

密度控制［８］；Ｋａｒｎｙ和他的合作者提出了一类系统
完整概率控制设计方法［９，１０］．Ａｎｎｕｎｚｉａｔｏ和Ｂｒｏｚｉ基
于Ｆｏｋｋｅｒ－Ｐｌａｎｋ方程发展了一种多自由度随机系
统以概率密度为目标的最优控制［１１］；Ｚｈｏｕ等人设
计了一种针对非高斯激励下的单自由度不确定随

机系统的鲁棒追踪控制方法，使得系统输出概率密

度与目标值的误差在给定时间内达到容许范

围［１２］；针对多种外激共同作用下的具有分段线性

刚度的单自由度系统，Ｙｕｒｃｈｅｎｋｏ等人在动态规划
与随机平均的基础上给出了系统概率密度控制的

方法［１３］；Ｘｉｎｇ和 Ｗｕ将概率密度控制方法应用到
量子系统中［１４］；另外，将随机分布控制与迭代学习

算法相结合，Ｙｉ和 Ｓｕｎ等人给出了非高斯激励下
单输出系统的最优追踪控制［１５］；ＥｄｗａｒｄＡ．Ｂｕｅ
ｈｌｅｒ等人提出了一种以稳态概率密度为目标的非
线性系统的模型预测控制［１６］；Ｗａｎｇ和 Ｑｉａｎ应用
了一种基于随机非线性系统 ＦＰＫ方程近似解的概
率密度控制方法［１７］．

需要注意的是，上述控制方法多由数字优化计

算得到，但这类方法对于分析闭环系统的稳定性和

鲁棒性等存在很大的难度，因为数字优化过程中几

乎不存在固定的闭环系统．
最理想的控制设计方法应该基于随机系统的

精确解，但是就目前为止只得到了少部分的随机微
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分方程的精确平稳解［１８－２１］．而如何利用现有的精
确平稳解来解决控制律设计就成了关键问题．本文
基于等效非线性系统法求解多自由度非线性随机

近似平稳解的方法，发展了部分可积拟哈密顿系统

以概率密度为目标的崭新的非线性随机最优控制

方法．该法简单，能给出控制力的解析表达式，且能
够证明系统最终必定逼近预定的概率密度．
１　部分可积拟哈密顿系统的等效非线性系统法

等效非线性系统法［１９］是一种能保留非线性特

性的求近似平稳解的解析方法．在高斯白噪声激励
下多自由度耗散的哈密顿系统的等效非线性方法

的基本思想是：给定一个得不到精确平稳解的非线

性随机动力学系统，寻求一个既有精确平稳解的非

线性随机动力学系统，又使得两系统之差在某种统

计意义上最小．然后，以后者之精确平稳解作为前
者之近似平稳解．

下面简单介绍一下部分可积拟哈密顿系统的等

效非线性系统法．通常高斯白噪声激励下ｎ自由度
耗散的哈密顿系统，其等价Ｉｔ^ｏ随机微分方程为：

ｄＱｉ＝
Ｈ
Ｐｉ
ｄｔ

ｄＰｉ＝－［
Ｈ
Ｑｉ
＋Ｍｉｊ（Ｑ，Ｐ）

Ｈ
Ｐｉ
］ｄｔ＋σｉｋ（Ｑ，Ｐ）ｄＢｋ（ｔ）

ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ
（１）

其中，Ｑｉ和 Ｐｉ分别是广义位移和广义动量；

Ｑ＝［Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｎ］
Ｔ；Ｐ＝［Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｎ］

Ｔ；Ｈ＝

Ｈ（Ｑ，Ｐ）是哈密顿函数；Ｍｉｊ（Ｑ，Ｐ）是阻尼参数；

σｉｋ（Ｑ，Ｐ）是随机激励的强度；Ｂｋ（ｔ）是标准Ｗｉｅｎｅｒ
过程．

式（１）中Ｍｉｊ不满足存在精确平稳解的条件．其
等效非线性随机动力学系统如下所示：

ｄＱｉ＝
Ｈ
Ｐｉ
ｄｔ

ｄＰｉ＝－［
Ｈ
Ｑｉ
＋ｍｉｊ（Ｑ，Ｐ）

Ｈ
Ｐｉ
］ｄｔ＋σｉｋ（Ｑ，Ｐ）ｄＢｋ（ｔ）

ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ
（２）

它具有与给定系统相同的哈密顿系统与随机

激励，仅阻尼系数不同，它还具有精确平稳解．并有
如下三种具有明确物理意义的等效准则：给定系统

与等效系统阻尼力之差均方值最小；单位时间内给

定系统与等效系统阻尼力耗能之差均方值最小；给

定系统与等效系统的首次积分时间变化率期望相

等．下面简要给出各种等效情况．（注意：本文中出
现的大写字母表示随机过程或随机变量，小写字母

表示确定的量．）
１．１　非共振情况

设与给定系统（１）相应的哈密顿系统为部分
可积非共振，已知ｒ（１＜ｒ＜ｎ）为独立、对合的首次
积分矢量 Ｈ＝［Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｒ］

Ｔ．此时，等效系统
（２）具有如下的精确平稳解：

ρ（ｑ，ｐ）＝Ｃｅｘｐ－∫
Ｈｓ

０
ｈｓ（Ｈ）ｄＨ[ ]ｓ

ｓ＝１，２，…，ｒ （３）
式中ｈｓ（Ｈ）＝λ／Ｈｓ，等效系统与给定系统之差
为：

Δｉ＝ｂ
（ｉ）
ｉｊ
Ｈｓ
Ｐｊ
ｈｓ－Ｍｉｊ

Ｈ
Ｐｊ
－
ｂ（ｉ）ｉｊ
Ｐｊ

ｉ＝１，２，…，ｎ
（４）

由上面提出的三种等效准则可以确定 ｈｓ（Ｈ）．
第一种等效准则的必要条件是：

δＥΔｉΔ[ ]ｉ ／δｈｓ＝０　ｓ＝１，２，…，ｒ （５）
第二种等效准则的必要条件是：

δＥΔｅΔ[ ]ｅ ／δｈｓ＝δＥ［（
Ｈ
Ｐｉ
Δｉ）

２］／δｈｓ＝０ （６）

第三种等效准则的必要条件是：

Ｅ
Ｈｓ
Ｐｉ
Δ[ ]ｉ ＝０　ｓ＝１，２，…，ｒ （７）

１．２　共振情况
设与给定系统（１）相应的哈密顿系统为部分

可积共振，此系统存在 β个内共振关系，引入角变
量组合ψｕ，ｕ＝１，２，…，β．此时，等效系统（２）具有
如下的精确平稳解：

ρ（ｑ，ｐ）＝Ｃｅｘｐ［－∫
Ｉη

０
ｈη（Ｉ′，Ｈｒ，ψ′）ｄＩη－

∫
Ｈｒ

０
ｈｒ（Ｉ′，Ｈｒ，ψ′）ｄＨｒ－

∫
ψｕ

０
ｈｒ＋ｕ（Ｉ′，Ｈｒ，ψ′）ｄψｕ］

η＝１，２，…，ｒ－１ （８）
式中，ｈη＝λＩη，ｈｒ＝λ／Ｈｒ，ｈｒ＋ｕ＝λ／ψｕ，等效
系统与给定系统之差为：

Δｉ＝ｂ
（ｉ）
ｉｊ
Ｉη
Ｐｊ
ｈη＋ｂ

（ｉ）
ｉｊ
Ｈｒ
Ｐｊ
ｈｒ＋ｂ

（ｉ）
ｉｊ
ψｕ
Ｐｊ
ｈｒ＋ｕ－

Ｍｉｊ
Ｈ
Ｐｊ
－
ｂ（ｉ）ｉｊ
Ｐｊ
　　ｉ＝１，…，ｎ

（９）

０５１
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按照第一种等效准则，其必要条件如式（５）；
按第二种等效准则，其必要条件如式（６）；按照第
三种等效准则，其必要条件如式（７）．其中ｓ依次为

η，ｒ，ｒ＋ｕ，共ｒ＋β个．
两种情况下的各种等效准则的具体求解过程

可参看文献［２１］．

２　追踪控制设计

２．１　设计过程
受控的ｎ自由度非线性随机系统动力学系统

可以转化为如下Ｉｔ^ｏ随机微分方程：

ｄＱｉ＝
Ｈ′
Ｐｉ
ｄｔ

ｄＰｉ＝－［
Ｈ′
Ｑｉ
＋ｍｉｊ（Ｑ，Ｐ）

Ｈ′
Ｐｊ
＋ｕｉ（Ｑ，Ｐ）］ｄｔ＋

σｉｋ（Ｑ，Ｐ）ｄＢｋ（ｔ）
ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ （１０）
可以看出除了 ｕｉ（Ｑ，Ｐ）是未知的反馈控制力

外，其他形式与等式（２）相同．将反馈控制力 ｕｉ分

成保守控制力ｕ（１）ｉ 与耗散控制力ｕ
（２）
ｉ ，用ｕ

（１）
ｉ 改变

系统的哈密顿结构，从而改变系统中能量与响应的

分布．使受控系统的哈密顿结构与目标概率密度的
哈密顿结构相同，尤其是共振特性一致．用 ｕ（２）ｉ 耗
散系统能量，使得响应的概率密度接近给定的目标

概率密度．在确定 ｕ（１）ｉ 后，将 ｕ
（１）
ｉ 与 －Ｈ′／Ｑｉ合

并，得到与目标概率密度哈密顿结构一致的新的

哈密顿函数Ｈ．式（１０）转化为

ｄＱｉ＝
Ｈ
Ｐｉ
ｄｔ

ｄＰｉ＝－［
Ｈ
Ｑｉ
＋ｍｉｊ（Ｑ，Ｐ）

Ｈ
Ｐｉ
＋ｕ（２）ｉ （Ｑ，Ｐ）］ｄｔ＋

σｉｋ（Ｑ，Ｐ）ｄＢｋ（ｔ） （１１）
与上式相应的ＦＰＫ方程为

－
ｑｉ
（
Ｈ
ｐｉ
ρ）＋ｐｉ

（
Ｈ
ｑｉ
ρ）＋ｐｉ

（ｍｉｊ
Ｈ
ｐｊ
ρ）＋

　　 
ｐｉ
（ｕ（２）ｉ ρ）＋

１
２
２

ｐｉｐｊ
（ｂｉｊρ）＝０ （１２）

假设目标概率密度为：

ρ＝Ｃｅｘｐ［－φ（Ｑ，Ｐ）］ （１３）
其中 Ｃ是归一化常量，φ（Ｑ，Ｐ）是概率密度

势．ｕ（１）ｉ 应满足如下方程：

Ｈ
ｐｉ
φ
ｑｉ
－Ｈ
ｑｉ
φ
ｐｉ
＝０ （１４）

Ｈ由ｕ（１）ｉ 确定．这里 ｕ
（１）
ｉ 的选取是一个难点．

在某些情况下比较易于求解，如下面例子中介绍的

情况：保守控制力ｕ（１）ｉ 仅为ｑｉ的函数，即ｕ
（１）
ｉ ＝ｕ

（１）
ｉ

（ｑｉ）．此时
Ｈ
ｑｉ
＝Ｈ′
ｑｉ
＋ｕ（１）ｉ ，代入式（１４）便可得到

如下保守控制力：

ｕ（１）ｉ ＝（
Ｈ′
ｐｉ
φ
ｑｉ
－Ｈ′
ｑｉ
φ
ｐｉ
）／（φ
ｐｉ
） （１５）

ｕ（２）ｉ 的设计应根据目标哈密顿函数是共振的
还是非共振来分别求取．
２．１．１　部分可积非共振

在非共振情况下，目标概率密度满足如下形

式：

ρ（ｑ，ｐ）＝Ｃｅｘｐ［－λ（Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｒ）］｜Ｈｓ
＝Ｈｓ（ｑ，ｐ） （１６）

将式（１６）代入式（１２），可得到耗散控制力为：

ｕ（２）ｉ ＝
１
２ｂｉｊ
Ｈｓ
Ｐｊ
λ
Ｈｓ
－ｍｉｊ

Ｈ
Ｐｊ
＋１２
ｂｉｊ
Ｐｊ

ｉ，ｊ＝１，…，ｎ；ｓ＝１，…，ｒ
（１７）

２．１．２　部分可积共振
在共振情况下，目标概率密度满足如下形式：

ρ（ｑ，ｐ）＝Ｃｅｘｐ［－λ（Ｉ１，…，Ｉｒ－１，Ｈｒ，ψ１，…，ψβ）］

（１８）
式中，Ｉη＝Ｉη（ｑη，ｐη）；Ｈｒ＝Ｈｒ（ｑｒ，…，ｑｎ，ｐｒ，…，ｐｎ）；
ψｕ＝ψｕ（ｑ１，…，ｑｒ－１，ｐ１，…，ｐｒ－１）．

将式（１８）代入式（１２），可得到耗散控制力为：

ｕ（２）ｉ ＝
１
２ｂｉｊ（

Ｉｓ
Ｐｊ
λ
Ｉｓ
＋
Ｈｒ
Ｐｊ
λ
Ｈｒ
＋
ψｕ
Ｐｊ
λ
ψｕ
）－

ｍｉｊ
Ｈ
Ｐｊ
＋１２
ｂｉｊ
Ｐｊ

ｉ，ｊ＝１，…，ｎ；ｓ＝１，…，ｒ－１；ｕ＝１，…，β （１９）
２．２　输出过程的收敛性

引理１：对任一高斯白噪声激励系统：

ｄＸｉ＝ａ（Ｘ）ｄｔ＋∑
ｍ

ｋ＝１
σｋ（Ｘ）ｄＷｋ（ｔ）

ｉ＝１，２，…，ｎ
（２０）

若存在一个李亚普诺夫函数 Ｖ（Ｘ）≥０，对 Ｘｉ
有二阶连续偏导，且当 Ｘ→∞时有Ｖ（Ｘ）→∞；Ｒｎ

空间存在有界区间Ω，引入椭圆微分算子：

Ｌ＝ａｉ（ｘ）

ｘｉ
＋１２ｂｉｊ（ｘ）

２

ｘｉｘｊ
（２１）

使得ＬＶ－ｈ＜０，在空间Ｒｎ－Ω上成立；则存
在一个不变测度即一个连续的密度 ρ（ｘ），且当时
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间ｔ→∞时，转移概率密度ρ（ｘ，ｔｘ０）→ρ（ｘ）．
证明：详见文献［２２］．
引理 ２：对于受控的 Ｉｔ^ｏ随机微分方程（１１），

有椭圆微分算子：

Ｌ ＝Ｈ
ｐｉ

ｑｉ
－［Ｈ
ｑｉ
＋ｍｉｊ（ｑ，ｐ）

Ｈ
ｐｊ
＋ｕ（２）ｉ （ｑ，ｐ）］


ｐｉ
＋

１
２σｉｋσｊｋ

２

ｐｉｐｊ
（２２）

若存在一个李亚普诺夫函数 Ｖ（ｑ，ｐ）≥０，对
ｑｉ，ｐｉ有二阶连续偏导，且当 ［ｑＴ，ｐＴ］Ｔ →∞时有Ｖ

（ｑ，ｐ）→∞；若 Ｒ２ｎ空间存在有界区间 Ω，使得 ＬＶ

≤－ｈ＜０在空间Ｒ２ｎ－Ω上成立；则存在一个不变
测度即一个连续的密度 ρ（ｑ，ｐ），且当时间 ｔ→∞
时，转移概率密度ρ（ｑ，ｐ，ｔｑ０，ｐ０）→ρ（ｑ，ｐ）．

证明：将已知的ｕ（１）ｉ 和ｕ
（２）
ｉ 代入式（１０），根据

式（２１）可得到如式（２２）所示的新的微分算子，由
引理知定理结论成立．

３　算例

（１）考虑非线性阻尼耦合的两个线性振子与
一个两自由度非线性振子受高斯白噪声外激，其运

动方程为：

Ｑ·１＝Ｐ１

Ｐ·１＝－ω
２
１Ｑ
２
１－［α１０＋α１１Ｐ

２
１＋α１２Ｐ

２
２＋α１３Ｐ

２
３＋

α１４Ｐ
２
４＋α１５Ｑ３Ｑ４］Ｐ１－α１６Ｐ２＋ξ１（ｔ）

Ｑ·２＝Ｐ２

Ｐ·２＝－ω
２
２Ｑ
２
２－［α２０＋α２１Ｐ

２
１＋α２２Ｐ

２
２＋α２３Ｐ

２
３＋

α２４Ｐ
２
４＋α２５Ｑ３Ｑ４］Ｐ２－α２６Ｐ１＋ξ２（ｔ）

Ｑ·３＝Ｐ３

Ｐ·３＝－Ｑ４－［α３０＋α３１Ｐ
２
１＋α３２Ｐ

２
２＋α３３Ｐ

２
３＋

α３４Ｐ
２
４＋α３５Ｑ３Ｑ４］Ｐ３＋ξ３（ｔ）

Ｑ·４＝Ｐ４

Ｐ·４＝－Ｑ３－［α４０＋α４１Ｐ
２
１＋α４２Ｐ

２
２＋α４３Ｐ

２
３＋

α４４Ｐ
２
４＋α４５Ｑ３Ｑ４］Ｐ４＋ξ４（ｔ） （２３）

式中，αｉｊ为常数；ξｋ（ｔ）是强度为２Ｄｋ的独立高斯白
噪声．与式（２３）相应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
函数为：

Ｈ＝Ｈ１＋Ｈ２＋Ｈ３
Ｈ１，２＝（ｐ

２
１，２＋ω

２
１，２ｑ

２
１，２）／２

Ｈ３＝（ｐ
２
３＋ｐ

２
４）／２＋ｑ３ｑ４

（２４）

系统（２３）经转换，按存在精确平稳解的条件，
其等效的受控非线性随机系统为

ｄＱｉ＝（Ｈ／Ｐｉ）ｄｔ

ｄＰｉ＝－［Ｈ／Ｑｉ＋（ｂｉｊ／２）ｈｉ（Ｈ）Ｈ／Ｐｉ＋ｕｉ］ｄｔ＋

σｉｊｄＢｉ（ｔ）

ｂｉｉ＝２Ｄｉ，ｂｉｊ＝０，ｉ≠ｊ，ｉ，ｊ＝１，…，４

（２５）
式中，

ｕｉ＝ｕ
（１）
ｉ ＋ｕ

（２）
ｉ （２６）

设目标概率密度为：

ρ０（Ｈ′）＝Ｃ０ｅｘｐ［－（Ｈ′１＋Ｈ′２＋Ｈ′３）－Ｈ′１Ｈ′２］

（２７）
其中，

Ｈ′１＝（ｐ
２
１＋ｑ

２
１）／２

Ｈ′２＝（ｐ
２
２＋１．４１４ｑ

２
２）／２

Ｈ′３＝（ｐ
２
３＋ｐ

２
４＋ｑ

２
３＋ｑ

２
４）／２＋ｑ３ｑ４

（２８）

显然，目标概率密度的指数部分是可积非共振

的，由（１５）式可以直接将未控哈密顿函数转化为
与其相同的可积非共振形式．

ｕ（１）１ ＝ｑ１（１－ω
２
１），ｕ

（１）
２ ＝ｑ２（１．４１４－ω

２
２）

ｕ（１）３ ＝ｑ３，ｕ
（１）
４ ＝ｑ４

（２９）

将式（２７）与相应函数代入（１７）式即可得到：

ｕ（２）１，２＝Ｄ１，２ｐ１，２［
λ
Ｈ′１，２

－ｈ１，２（Ｈ）］

ｕ（２）３，４＝Ｄ３，４ｐ３，４［
λ
Ｈ′３

－ｈ３（Ｈ）］
（３０）

按第一种等效准则，若满足条件：

α１３＋α１４＝α１５，α２３＋α２４＝α２５
３（α３３Ｄ３＋α４４Ｄ４）＋α３４Ｄ３＋α４３Ｄ４＝２（α３５Ｄ３＋α４５Ｄ４）

（３１）
可解得：

ｈ１＝（α１０＋３α１１Ｈ′１／２＋α１２Ｈ′２＋α１５Ｈ′３）ω１／Ｄ１
ｈ２＝（α２０＋３α２２Ｈ′２／２＋α２１Ｈ′１＋α２５Ｈ′３）ω２／Ｄ２
ｈ３＝［（α３０Ｄ３＋α４０Ｄ４）＋（α３１Ｄ３＋α４１Ｄ４）Ｈ′１＋

（α３２Ｄ３＋α４２Ｄ４）Ｈ′２＋（α３５Ｄ３＋α４５Ｄ４）Ｈ′３］／

（Ｄ３＋Ｄ４）

（３２）
按第二种等效准则，若满足条件：

α１３＋α１４＝α１５，α２３＋α２４＝α２５
５（α３３Ｄ３＋α４４Ｄ４）＋α３４Ｄ３＋α４３Ｄ４＝３（α３５Ｄ３＋α４５Ｄ４）

（３３）
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可解得：

ｈ１＝（α１０＋５α１１Ｈ′１／３＋α１２Ｈ′２＋α１５Ｈ′３）／Ｄ１
ｈ２＝（α２０＋５α２２Ｈ′２／３＋α２１Ｈ′１＋α２５Ｈ′３）／Ｄ２
ｈ３＝［（α３０Ｄ３＋α４０Ｄ４）＋（α３１Ｄ３＋α４１Ｄ４）Ｈ′１＋

（α３２Ｄ３＋α４２Ｄ４）Ｈ′２＋（α３５Ｄ３＋α４５Ｄ４）Ｈ′３］／

（Ｄ２３＋Ｄ
２
４）

（３４）
按第三种等效准则，若满足条件：

α１３＋α１４＝α１５，α２３＋α２４＝α２５
３（α３３Ｄ３＋α４４Ｄ４）＋α３４＋α４３＝２（α３５＋α４５）

（３５）
可解得：

ｈ１＝（α１０＋３α１１Ｈ′１／２＋α１２Ｈ′２＋α１５Ｈ′３）ω１／Ｄ１
ｈ２＝（α２０＋３α２２Ｈ′２／２＋α２１Ｈ′１＋α２５Ｈ′３）ω２／Ｄ２
ｈ３＝［（α３０Ｄ３＋α４０Ｄ４）＋（α３１Ｄ３＋α４１Ｄ４）Ｈ′１＋

（α３２Ｄ３＋α４２Ｄ４）Ｈ′２＋（α３５＋α４５）Ｈ′３］

（３６）
等效系统的哈密顿函数与原系统哈密顿函数

保持不变，所以控制律ｕ（１）ｉ 仍为（２９）式．而 ｕ
（２）
ｉ 的

形式仍为（３０）式，只是其中函数ｈ（Ｈ）分别由（３２）
式，（３４）式或（３６）代入．

为了证明转移概率密度会随着时间逐渐逼近

目标概率密度，引入如下李亚普诺夫函数：

Ｖ（ｑ，ｐ）＝Ｈ′（ｑ，ｐ）＝Ｈ′１＋Ｈ′２＋Ｈ′３ （３７）
Ｖ（ｑ，ｐ）的导数为：

ＬＶ＝∑
４

ｉ＝１
－Ｄｉ（ｐ

２
ｉ－１） （３８）

需要注意的是，在李亚普诺夫函数的选取上没

有通用的表达式，大多数情况下可以取 Ｖ＝Ｈ′，显

然Ｖ（ｑ，ｐ）≥０，且当 ［ｑＴ，ｐＴ］Ｔ →∞，Ｖ（ｑ，ｐ）→

∞．可以知道在区间 Ｒ８－Ω上存在 ＬＶ＜０，其中

Ω ＝ （ｑ，ｐ）∑
４

ｉ＝１
Ｄｉ（ｐ

２
ｉ－１）＞{ }０ 显然满足．图１

为未控系统的平稳概率密度与受控系统的目标概

率密度．假设系统（２５）始于原点，图２显示了受控
系统转移概率密度 ρ（ｑ１，ｔ）随时间变化的过程，可
以看出当时间ｔ→∞，转移概率密度ρ（ｑ１，ｔ）以阻尼
力之差均方值最小（第一准则）或首次积分时间变

化率期望相等（第三准则）或逼近目标概率密度 ρ
（ｑ１）．从而验证控制力（２９），（３０）是非常有效的，
不仅使系统输出逼近目标概率密度，而且满足一定

意义上的误差最小．图３～５比较了目标联合概率
密度与受控系统的输出联合概率密度．其中 ω１＝
１．０，ω２＝１．２，α１０＝α２０＝α３０＝α４０＝－０．０８，α１１＝

α２２＝α３３＝α３４＝α４３＝０．０４，α１２＝α２１＝０．０８，α１４＝

α２３＝α２４＝０．０２，α３１＝α４１＝α３２＝α４３＝０．０１，Ｄｉ＝０．
００１．

图１　未控系统的平稳概率密度（虚线）与受控系统的

目标概率密度（实线）

Ｆｉｇ．１　ＰＤＦｓｏｆｔｈｅｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（ｄａｓｈ）ａｎｄ

ｔｈｅｔａｒｇｅｔｖａｌｕｅ（ｓｏｌｉｄ）

图２　受控系统速度的概率密度随时间的变化过程

Ｆｉｇ．２　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆρ（ｑ１，ｔ）

图３　目标联合平稳概率密度（ＳＰＤＦ）

Ｆｉｇ．３　ＴａｒｇｅｔｊｏｉｎｔＳＰＤＦ
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图４　按一，三准则得到的受控系统联合概率密度

Ｆｉｇ．４　ＪｏｉｎｔＳＰＤＦｕｎｄｅｒｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｔｈｉｒｄｌａｗ

图５　按第二准则得到的受控系统联合概率密度

Ｆｉｇ．５　ＪｏｉｎｔＳＰＤＦｕｎｄｅｒｔｈｅｓｅｃｏｎｄｌａｗ

（２）考虑给定系统（２３）的共振情况，相应
Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统存在内共振关系 ω１＝ω２，作用 －角
变量为 Ｉ１，２＝Ｈ１，２／ω１，２，θ１，２＝ａｒｃｔａｎ［ｐ１，２／（ω１，２
ｑ１，２）］，引入角变量组合 ψ＝θ１－θ２．由式（９）可得
给定系统与等效系统之差为：

δ１＝Ｄ１［ｐ１ｈ′１＋（ψ／ｐ１）ｈ′４］－Ｍ１１ｐ１－Ｍ１２ｐ２
δ２＝Ｄ２［ｐ２ｈ′２＋（ψ／ｐ２）ｈ′４］－Ｍ２１ｐ１－Ｍ２２ｐ２
δ３＝Ｄ３ｐ３ｈ′３－Ｍ３３ｐ３
δ４＝Ｄ４ｐ４ｈ′３－Ｍ４４ｐ４ （３９）

其中

Ｍ１１＝α１０＋α１１Ｐ
２
１＋α１２Ｐ

２
２＋α１３Ｐ

２
３＋

　　 α１４Ｐ
２
４＋α１５Ｑ３Ｑ４，

Ｍ１２＝α１６，

Ｍ２２＝α２０＋α２１Ｐ
２
１＋α２２Ｐ

２
２＋α２３Ｐ

２
３＋

　　 α２４Ｐ
２
４＋α２５Ｑ３Ｑ４，

Ｍ２１＝α２６，

Ｍ３３＝α３０＋α３１Ｐ
２
１＋α３２Ｐ

２
＋α３３Ｐ

２
３２＋

　　 α３４Ｐ
２
４＋α３５Ｑ３Ｑ４

Ｍ４４＝α４０＋α４１Ｐ
２
１＋α４２Ｐ

２
２＋α４３Ｐ

２
３＋

　　 α４４Ｐ
２
４＋α４５Ｑ３Ｑ４

式中ｕ（２）ｉ 由（１９）式确定．对于同一目标概率密度，

ｕ（１）ｉ 同（２９）式，将式（２７）式代入（１９）式即可得到

ｕ（２）ｉ ：

ｕ（２）１，２＝Ｄ１，２［ｐ１，２
λ
Ｈ′１，２

－ｐ１，２ｈ′１，２－（ψ／ｐ１，２）ｈ′４］

ｕ（２）３，４＝Ｄ３，４ｐ３，４［
λ
Ｈ′３

－ｈ′３］ （４０）

按第一种准则，在条件（３１）满足时，有：

ｈ′１＝［α１０＋３α１１ω１Ｉ１／２＋α１２ω２Ｉ２（１＋
ｃｏｓ２ψ
２ ）＋

α１５Ｈ′３＋α１６ ω２Ｉ２／ω１Ｉ槡 １ｃｏｓψ］ω１／Ｄ１

ｈ′２＝［α２０＋３α２２ω２Ｉ２／２＋α２１ω１Ｉ１（１＋
ｃｏｓ２ψ
２ ）＋

α２５Ｈ′３＋α２６ ω１Ｉ１／ω２Ｉ槡 ２ｃｏｓψ］ω２／Ｄ２
ｈ′３＝［（α３０Ｄ３＋α４０Ｄ４）＋（α３１Ｄ３＋α４１Ｄ４）ω１Ｉ１＋

（α３２Ｄ３＋α４２Ｄ４）ω２Ｉ２＋（α３５Ｄ３＋α４５Ｄ４）×

Ｈ′３］／（Ｄ
２
３＋Ｄ

２
４）

ｈ′４＝－（α１２ω１ω２Ｉ１Ｉ２／Ｄ１）ｓｉｎ２ψ－

（２α１６／Ｄ２）ω１ω２Ｉ１Ｉ槡 ２ｓｉｎψ （４１）
按第二种准则，在条件（３３）满足时，有：

ｈ′１＝［α１０＋５α１１ω１Ｉ１／３＋α１２ω２Ｉ２（１＋
２ｃｏｓ２ψ
３ ）＋

α１５Ｈ′３＋α１６ ω２Ｉ２／ω１Ｉ槡 １ｃｏｓψ］ω１／Ｄ１

ｈ′２＝［α２０＋５α２２ω２Ｉ２／３＋α２１ω１Ｉ１（１＋
２ｃｏｓ２ψ
３ ）＋

α２５Ｈ′３＋α２６ ω１Ｉ１／ω２Ｉ槡 ２ｃｏｓψ］ω２／Ｄ２
ｈ′３＝［（α３０Ｄ３＋α４０Ｄ４）＋（α３１Ｄ３＋α４１Ｄ４）ω１Ｉ１＋

（α３２Ｄ３＋α４２Ｄ４）ω２Ｉ２＋（α３５Ｄ３＋α４５Ｄ４）×

Ｈ′３］／（Ｄ
２
３＋Ｄ

２
４）

ｈ′４＝－（２α１２ω１ω２Ｉ１Ｉ２／Ｄ１）ｓｉｎ２ψ－

（２α１６／Ｄ２）ω１ω２Ｉ１Ｉ槡 ２ｓｉｎψ （４２）
按第三种准则，在条件（３５）满足时，有：

ｈ′１＝［α１０＋３α１１ω１Ｉ１／２＋α１２ω２Ｉ２（１＋
ｃｏｓ２ψ
２ ）＋

α１５Ｈ′３＋α１６ ω２Ｉ２／ω１Ｉ槡 １ｃｏｓψ］ω１／Ｄ１

ｈ′２＝［α２０＋３α２２ω２Ｉ２／２＋α２１ω１Ｉ１（１＋
ｃｏｓ２ψ
２ ）＋

α２５Ｈ′３＋α２６ ω１Ｉ１／ω２Ｉ槡 ２ｃｏｓψ］ω２／Ｄ２
ｈ′３＝［（α３０Ｄ３＋α４０Ｄ４）＋（α３１Ｄ３＋α４１Ｄ４）ω１Ｉ１＋

（α３２Ｄ３＋α４２Ｄ４）ω２Ｉ２＋（α３５＋α４５）×
Ｈ′３］／（Ｄ３＋Ｄ４）

ｈ′４＝－（α１２ω１ω２Ｉ１Ｉ２／Ｄ１）ｓｉｎ２ψ－
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（２α１６／Ｄ２）ω１ω２Ｉ１Ｉ槡 ２ｓｉｎψ （４３）
李雅谱诺夫函数仍为（３７）式所示，其导数同

样为（３８）式，因此满足收敛条件．图６为未控系统
的平稳概率密度与受控系统的目标概率密度．图７
显示了受控系统转移概率密度ρ（ｐ１，ｔ）随时间变化
的过程．可以看出随着时间的增加，转移概率密度

ρ（ｐ１，ｔ）以阻尼力之差均方值最小（第一准则）或首
次积分时间变化率期望相等（第三准则）或逼近目

标概率密度ρ（ｐ１）．从而验证控制力（２９），（４０）是
非常有效的，不仅使系统输出逼近目标概率密度，

而且满足一定意义上的误差最小．其中，ω１＝ω２＝
１，其它参数均与例１中相同．

图６　未控系统的概率密度（虚线）与目标概率密度（实线）

Ｆｉｇ．６　ＰＤＦｓｏｆｕｎｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｓｙｓｔｅｍ（ｄａｓｈ）ａｎｄｔａｒｇｅｔｖａｌｕｅ（ｓｏｌｉｄ）

图７　受控系统位移的概率密度随时间的变化过程

Ｆｉｇ．７　Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆρ（ｐ１，ｔ）

４　结论

本文发展了基于等效非线性系统方法的部分

可积拟哈密顿系统输出概率密度的追踪控制，并且

给出了输出过程的收敛性证明．与以往的控制方法
相比，这一控制设计方法有设计过程简单，无需对

瞬态转移概率密度进行实时监测，能够保证系统收

敛等优点．该控制技术不但可以将非高斯输出转变
为高斯输出，而且反之亦然．由于非线性随机系统
在工程中的普遍存在性，这一控制技术具有非常重

要的意义和广阔的应用前景．等效非线性系统法利
用协方差等指标检验系统之间的“等价”能力．但
对于非高斯激励的系统，方差等也不能作为衡量其

接近程度的指标．因此我们今后的工作要进一步探
讨非高斯激励下系统输出概率密度的追踪控制问
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