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摘要　研究多频激励下磁力悬浮非线性磁电能量器采集系统的动力学特性．结合谐波平衡法、牛顿迭代法

和弧长延伸法近似分析非线性电力耦合的常微分方程组，研究多简谐频激励下系统的非线性稳态幅频响应

特征．通过改变激励的频率，研究磁力悬浮非线性振动能量采集器的幅频特性．研究结果表明，多频激励的

稳态幅频响应随非线性系数的增大而位移幅频响应的共振峰变小但带宽变宽．另外，还通过对比电学参数

对共振响应幅度以及区域的影响，确定了电阻、电感和耦合系数对增强两个共振强度、扩大两个共振区域，

也就是提高能量采集的强度和带宽的影响．数值模拟验证了近似解析分析结果．

关键词　非线性，　弧长延伸法，　能量采集，　谐波平衡，　多频激励

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０６４

引言

近年来，许多研究人员对振动能量采集进行了

大量的研究［１－５］，力图提高振动能量采集的效率和

扩大采集的频率范围．研究表明，引入非线性因素
能够增加能量采集的强度和带宽．Ｊｉａｎｇ和 Ｃｈｅｎ［６］

研究了ＳＤ能量采集器在高斯白噪音激励下的响
应，表明几何非线性能量采集改善了能量采集的效

率．还可以通过磁力作用引入非线性因素．Ｚｈｕ和
Ｚｕ［７］提出了一种新型的磁悬浮能量采集器，实验
表明这种设计可以增加能量的采集强度并扩展采

集的频带宽度．Ｍａｎｎ等人［８］通过单自由度弹簧振

子的非线性振动特性分析，对这种磁悬浮的装置的

非线性能量采集性能进行了近似解析分析，得到了

幅频响应关系．
在已有的能量采集研究中，大多数研究的是单

频激励下的能量采集，在实际能量采集系统中，外

部激励多为多频激励，即系统存在两个或两个以上

的激励源．多频激励容易产生混沌行为，而往往会
导致系统振荡或不规则运动，甚至会使系统彻底崩

溃．因此，有必要研究多频激励对能量采集系统的
影响．人们对多频激励下的系统进行了大量的研究

工作．杨德森等人［１０］利用多尺度法研究了在多频

激励下Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的幅频响应特性的研究．毕勤
胜和陈予恕等人［１１］研究了不可通约两周期激励作

用下的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的响应．董建宁等［１２］利用数值

方法研究了多频激励作用下Ｄｕｆｆｉｎｇ－ｖａｎｄｅｒＰｏｌ的
系统参数对近似解幅频曲线的影响．邹鸿翔［１３］等

研究多频简谐激励下裂纹梁的非线性振动响应．本
文研究文献［７－９］装置中的磁电能量采集系统．进一
步建立电力耦合的非线性振动方程组，通过谐波平

衡方法和弧长法研究了该强非线性系统在外部多

频激励下不同激励频率关系的稳态响应特征．通过
直接数值方法加以验证．并对比不同参数的系统响
应，揭示系统各电学参数对能量采集效果的影响．

１　磁悬浮能量采集器

如图１给出了磁悬浮能量采集器的示意图．相
应的力学模型图和电学模型图如图２所示．通过牛
顿第二定律和基尔霍夫定律可到如下控制方程

ｍｘ̈＋ｃｘ·＋ｋ１ｘ＋ｋ３ｘ
３＋ｍｇ＋ＢＬｃｏｉｌＩ＝－ｍｚ̈

ＬｉｎｄＩ
·＋ＲＩ－ＢＬｃｏｉｌｘ·＝０ （１）

其中ｍ和 ｘ分别是中间磁铁的质量和悬挂振子的
相对位移；ｃ中间磁铁的阻尼系数；ｋ１和 ｋ３分别是
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中间磁铁的线性弹性系数和非线性弹性系数；ｇ为
重力加速度；Ｉ是线圈产生的电流；Ｒ是感应线圈的
电阻；Ｂ是磁通强度；Ｌｉｎｄ是线圈的电感；Ｌ是线圈的
长度．假设基础做简谐运动 ｚ＝Ｗ１ｃｏｓ（ωｔ）＋Ｗ２ｃｏｓ
（ｋωｔ），Ｗ１和 Ｗ２分别是多频激励的位移振幅．因
此，多频激励加速度 ｚ̈＝－Ｗ１ｃｏｓ（ωｔ）－Ｗ２ｃｏｓ

（ｋωｔ）．其中，Ｗ１＝Ｗ１ω
２，Ｗ２＝Ｗ２ｋ

２ω２．

图１　磁悬浮能量采集器的原理图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｅｎｅｒｇｙｈａｒｖｅｓｔｅｒｂａｓｅｄｏｎｍａｇｎｅｔｉｃｌｅｖｉｔａｔｉｏｎ

图２　磁力悬浮能量采集系统力学和电学模型图

Ｆｉｇ．２　Ａｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｎｄｅｌｅｃｔｒｉｃａｌｍｏｄｅｌｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆ

ｔｈｅｍａｇｎｅｔｉｃｌｅｖｉｔａｔｉｏｎｅｎｅｒｇｙｈａｒｖｅｓｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

２　多频激励的谐波平衡法分析

由于磁悬浮能量采集器是强非线性激励系统，

这里通过谐波平衡法对方程（１）进行近似求解．为
了将分析的问题一般化，首先对方程（１）进行无量
纲化，即引入如下无量纲参数

ｘ＝ ｘ
Ｌ槡 ｉｎｄ

，Ｉ＝ Ｉ

槡ｍ
，ｚ＝ ｚ

Ｌ槡 ｉｎｄ

，ｃ＝ｃｍ，ｋ１＝
ｋ１
ｍ，

ｋ３＝
ｋ２Ｌｉｎｄ
ｍ ，ｇ１＝

ｇ
Ｌ槡 ｉｎｄ

，μ＝ＲＬｉｎｄ
，η＝

ＢＬｃｏｉｌ
ｍＬ槡 ｉｎｄ

，

ｆ１＝
Ｗ１
Ｌ槡 ｉｎｄ

，ｆ２＝
Ｗ２
Ｌ槡 ｉｎｄ

（２）

将方程（２）代入方程（１），得到如下无量纲方
程

ｘ̈＋ｃｘ＋ｋ１ｘ＋ｋ３ｘ
３＋ｇ１＋ηＩ＝ｆ１ｃｏｓωｔ＋ｆ２ｃｏｓｋωｔ

Ｉ·＋μＩ－ηｘ＝０ （３）
假设方程（３）的解满足如下形式

ｘ（ｔ）＝∑
３

ｉ＝０
ａｉ１( )ｔｃｏｓｉω( )ｔ＋ｂｉ１( )ｔｓｉｎｉω( )ｔ

Ｉ（ｔ）＝∑
３

ｉ＝１
ａｉ２( )ｔｃｏｓｉω( )ｔ＋ｂｉ２( )ｔｓｉｎｉω( )ｔ

（４）

将方程（４）代入方程（３），并令 ｋ＝２和 ｃｏｓ（ｉωｔ）和

ｓｉｎ（ｉωｔ）（ｉ＝０，１，２，３）的系数分别相等，得到下

列方程组

３ｋ３ ａ０１
２ａ１１＋ａ０１ａ１１ａ２１＋ａ０１ａ２１ｂ３１＋ａ０１ｂ１１ｂ( )２１ ＋

ｂ１１ｃω＋３ａ０１ｂ２１ｂ３１ｋ３＋ａ１１ｋ１＋

３ｋ３ ａ１１
２－ｂ２１

２＋ａ２１
２＋ｂ１１( )２ａ３１－ａ１１ω

２－ａ１１[ ]３ ／４＋

３ａ２１ｂ２１ｂ３１ｋ３／２＋ａ１２η－ｆ１＝０

（５）

３ｋ３（ａ０１
２ｂ１１＋ａ０１ａ１１ｂ２１－ａ０１ａ２１ｂ１１＋ａ０１ａ２１ｂ３１－

ａ０１ａ３１ｂ２１）＋
３
２ｋ３（ａ２１ａ３１ｂ２１－ａ１１ａ３１ｂ１１＋ａ３１

２ｂ１１＋

ｂ１１ｂ２１
２＋ａ１１

２ｂ１１）＋
３
４ｋ３（ｂ１１

３＋ａ１１
２ｂ１１＋ａ１１

２ｂ３１＋

ｂ２１
２ｂ３１－ａ２１

２ｂ３１－ｂ１１
２ｂ３１）－ａ１１ｃω－ｂ１１ω

２＋

ｂ１２η１＋ｂ１１ｋ１＝０ （６）

－ｂ１１ηω＋ａ１２μ＋ｂ１２ω＝０ （７）

ａ１１ηω－ａ１２ω＋ｂ１２μ＝０ （８）

３ａ０１
２ａ２１ｋ３＋２ｂ２１ｃω＋３ａ０１ａ１１ａ３１ｋ３＋３ａ０１ｂ１１ｂ３１ｋ３＋

３ａ２１ｋ３ ｂ１１
２－ｂ１１ｂ３１＋ａ１１ａ３１＋３ｂ２１

２／２＋ａ１１
２＋ａ３１( )２ ／２＋

３ｋ３ ａ１１ｂ２１ｂ３１＋ａ３１ｂ１１ｂ２１＋ａ０１ａ１１
２－ａ０１ｂ１１

２＋ａ２１
３／( )２＋

ａ２１ｋ１－４ａ２１ω
２＋ａ２２η－ｆ２＝０ （９）

３ｋ３ ａ０１
２ｂ２１＋ａ０１ａ１１ｂ１１＋ａ０１ａ１１ｂ３１`－ａ０１ａ３１ｂ( )１１ ＋

３
２ｋ３ ａ１１ａ２１ｂ３１`－ａ１１ａ３１ｂ２１＋ｂ１１ｂ２１ｂ３１＋ａ３１

２ｂ２１＋ｂ１１
２ｂ( )２１ ＋

３ｋ３ ａ２１
２ｂ２１＋ｂ２１

３＋２ａ２１ａ３１ｂ１１＋２ｂ２１ｂ３１
２＋２ａ１１

２ｂ( )２１ ／４＋

ｂ２１ｋ１－４ｂ２１ω
２－２ａ２１ｃω＋ｂ２２η＝０

（１０）

－ｂ２１ηω＋ａ２２μ＋２ｂ２２ω＝０ （１１）

２ａ２１ηω－２ａ２２ω＋ｂ２２μ＝０ （１２）

６２１
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３ａ０１
２ａ３１ｋ３＋ｂ３１ｃω＋ａ０１ａ１１ａ２１ｋ３－ａ０１ｂ１１ｂ２１ｋ( )３ ＋

３ｋ３ａ３１ ｂ１１
２＋ａ１１

２＋ｂ２１
２＋ａ２１( )２ ／２＋３ｋ３ａ２１ｂ１１ｂ２１／２＋

３ｋ３ ａ３１
３－ａ１１ｂ１１

２－ａ１１ｂ２１
２＋ａ１１ａ２１

２＋ｂ３１ｂ３１( )２ ／４＋

ａ１１
３ｋ３／４＋ａ３２η＋ａ３１ｋ１－９ａ３１ω

２＝０

（１３）

３ａ０１
２ｂ３１ｋ３－ａ３１ｃω＋ａ０１ａ１１ｂ２１ｋ３＋ａ０１ａ２１ｂ１１ｋ( )３ －

ｂ１１
３ｋ３／４＋３ａ１１ａ２１ｂ２１ｋ３／２＋ｂ３２η＋ｂ３１ｋ１＋

３ｋ３ ａ１１
２ｂ１１＋ｂ１１ｂ２１

２－ａ２１
２ｂ１１＋ａ３１

２ｂ３１＋ｂ３１( )３ ／４＋

３ｂ３１ｋ３ ｂ２１
２＋ａ２１

２＋ｂ１１ｂ３１＋ａ１１( )２ ／２－９ｂ３１ω
２＝０

（１４）

－３ｂ２１ηω＋ａ３２μ＋３ｂ３２ω＝０ （１５）

３ａ３１ηω－３ａ３２ω＋ｂ３２μ＝０ （１６）

ａ０１ｋ１＋ｇ１＋ａ０１
３ｋ３＋

３ｋ３ ａ０１ａ１１
２＋ａ０１ｂ１１

２＋ａ０１ｂ２１
２－ａ３１ｂ１１ｂ( )２１ ／２＋

３ｋ３ ａ１１
２ａ２１－ａ２１ｂ１１

２＋２ａ１１ａ２１ａ３１＋２ａ１１ｂ１１ｂ( )２１ ／４＋

３ｋ３ ａ０１ａ２１
２＋ａ０１ａ３１

２＋ａ０１ｂ３１
２＋ａ１１ｂ２１ｂ( )３１ ／２＝０

（１７）

对于给定的激励频率 ω，通过求解方程（５）～

（１７）中通过牛顿迭代和弧长延长法可以解得方程

（４）中的系数．从而可以分别求得方程（３）的位移

和电流的表达式，得到均方根位移和电流振幅幅频

响应．

系统的电功率可以通过 Ｐ＝μｓ２计算，而在一

个周期Ｔ＝２π／ω的平均电功率可以表示为

Ｐ＝ μω
２η２ｒ２

２ω２＋μ( )２
（１８）

３　多频激励的幅频特性分析

选取如下系统参数：ｍ＝０．０１９５ｋｇ，ｃ＝０．

０５Ｎｓ／ｍ，线性弹性项系数 ｋ１＝３５Ｎ／ｍ，非线性弹性

系数项 ｋ３＝１３８４０Ｎ／ｍ
３，多频激励加速度振幅 Ｗ１

＝Ｗ２＝８ｍ／ｓ
２，多频激励的频率比 ｋ＝２，电阻 Ｒ＝

１０Ω，电感Ｌｉｎｄ＝０．００５Ｈ，线圈长度Ｌｃｏｉｌ＝１０ｍ，磁通

强度Ｂ＝０．０５Ｔ．

如图３和图４所示，当ｋ＝１时，就是单频激励

幅频响应．当 ｋ＝２和３时，稳态响应振幅在 ω＝

６．７Ｈｚ的右边附近出现一个向右弯曲的共振峰，振

幅最大值几乎相等，都大于ｋ＝１时最大值的一半．

当ｋ＝２和３时，分别在ω＝６．７ｈｚ的二分之一和三

分之一的附近出现另一个向右弯曲的共振峰．在图

４中，平均功率只在两个共振峰附近取得比较大的

振幅．

图３　中间磁铁在不同的频率比ｋ下的位移幅频响应

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｋ

图４　中间磁铁在不同的频率比ｋ下的平均功率幅频响应

Ｆｉｇ．４　Ａｖｅｒａｇｅｐｏｗｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｔｉｏｋ

在图５和图６给出频率比ｋ＝２时四阶龙格库
塔法的直接数值结果与谐波平衡法近似分析结果

的对比．数值方法得到的幅频曲线与谐波平衡法得
到中间磁铁的幅频曲线一致．

图５　中间磁铁位移幅频响应的数值验证（ｋ＝２）

Ｆｉｇ．５　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｏｆｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔ（ｋ＝２）

７２１
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图６　中间磁铁平均功率幅频响应的数值验证（ｋ＝２）

Ｆｉｇ．６　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅａｖｅｒａｇｅｐｏｗｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅ

ｏｆｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔ（ｋ＝２）

选取 ｋ＝２时，选取非线性系数 ｋ３分别为

１３８４０×０．６、１３８４０和１３８４０×１．４（Ｎ／ｍ３）．图７给
出了多频激励的系统幅频响应曲线．当非线性系数
增大时，位移振幅变小，振幅的两个共振峰越向右

弯曲和带宽变宽．因此，非线性系数改变可以调节
非线性能量采集器在多频激励下的响应振幅和带

宽．

图７　中间磁铁在不同非线性系数的位移幅频响应

Ｆｉｇ．７　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｋ３

４　系统电参数对能力采集器的影响

４．１　电感对系统的影响
图８和图９给出了电感Ｌｉｎｄ分别取为０．００３Ｈ、

０．００５Ｈ和０．００８Ｈ时，系统的幅频响应曲线．从图
８中发现，改变参数Ｌｉｎｄ，中间磁铁的位移幅频响应
曲线保持不变．但从图９中发现，电感取得越大，中
间磁铁的平均功率的幅频响应曲线的两个共振峰

越小，而且带宽越宽，并越向右弯曲．
４．２　耦合系数对系统的影响

图１０和图１１给出了耦合系数 η分别取为０．

２、０．５和０．８时的幅频响应曲线．从图１０中发现，
耦合系数越小，中间磁铁的位移的幅频响应曲线的

两个共振峰越大，带宽越宽并且越向右弯曲；从图

１１中发现，耦合系数取得越大，系统平均功率的幅
频响应曲线的两个共振峰越大，但是耦合系数取得

越小，带宽越宽，并越向右弯曲．

图８　中间磁铁在不同的的电感的位移幅频响应

Ｆｉｇ．８　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｄｕｃｔａｎｃｅＬｉｎｄ

图９　中间磁铁在不同的电感的平均功率幅频响应

Ｆｉｇ．９　Ａｖｅｒａｇｅｐｏｗｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｄｕｃｔａｎｃｅＬｉｎｄ

图１０　中间磁铁在不同的耦合系数的位移幅频响应

Ｆｉｇ．１０　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｕｐｌｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔη
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图１１　中间磁铁在不同的耦合系数的位移幅频响应

Ｆｉｇ．１１　Ａｖｅｒａｇｅｐｏｗｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆ

ｍｉｄｄｌｅｍａｇｎｅｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｕｐｌｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔη

５　结论

本文研究了一种磁力悬浮非线性能量器采集

系统在多频激励下的非线性动力学响应．通过结合
运用三阶谐波平衡法、牛顿迭代法和弧长延伸法，

近似解析分析能量采集系统在多频激励下中间磁

铁的位移和平均功率辐频响应．并通过直接数值方
法验证解析分析．研究结果表明，这种磁力能量采
集器在多频激励下非线性系数的增大时，位移幅频

响应的两个共振峰振幅变小，但两个共振峰的带宽

变宽．另外，通过电学参数分析发现，调节电学参
数，可以优化得到增强两个共振峰和带宽的宽度，

以达到增强振动能量采集效果的目的．
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