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摘要　针对一类系统不确定及受外界干扰的分数阶混沌系统，本文首先将分数阶微积分应用到滑模控制

中，构造了一个具有分数阶积分项的滑模面．针对系统不确定及外界干扰项，基于分数阶Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理

论与自适应控制方法，设计了一种滑模控制器以及分数阶次的参数自适应律，实现了两不确定分数阶混沌

系统的同步控制，并辨识出相应误差系统中不确定项及外界干扰项的边界．在分数阶系统稳定性分析中使

用的分数阶Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论及相关函数都可以很好地运用到其它分数阶系统同步控制方法中．最后数

值仿真验证了所提控制方法的可行性与有效性．
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引言

尽管分数阶微积分已经有超过三百年的历史

了，但将其应用到物理学和工程学的研究直到最近

几十年才逐渐引起关注．相对于传统的整数阶微积
分，分数阶微积分为描述各种物质和动态过程的记

忆及遗传效应提供了有力的数学工具［１］．随着分数
阶微积分的不断发展，越来越多的研究发现利用分

数阶导数能更准确地描述现实中的一些物理现象

和动力学系统，因此分数阶导数被广泛应用到众多

学科研究及工程领域［２－６］．由于分数阶系统更容易
稳定的特性，近年来分数阶微积分已经被广泛地应

用到系统控制中．尤其在鲁棒性控制方面，分数阶
控制表现出更好的控制效果，文献［７］也证实分数
阶控制器相较于传统控制器，具有更好的抗干扰性

及对外界变化的不敏感性．
混沌作为非线性动力学系统的一种特有运动

形式，在物理、化学、生物和信息科学等领域得到了

广泛的研究，许多研究已经证实将分数阶微积分引

入到一些传统混沌系统中也能表现出混沌特性，比

如分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统［８］，分数阶Ｄｕｆｆｉｎｇ系统［９］，分

数阶Ｃｈｕａ电路［１０］，分数阶 ＶａｎｄｅｒＰｏｌ振荡器［１１］

及分数阶Ｃｈｅｎ系统［１２］等等．分数阶混沌系统作为
整数阶混沌系统的推广，其动力学特性不仅秉承了

混沌系统几乎所有的特点，还具有历史记忆效应、

动力学特性与系统阶次密切相关等特点，因此分数

阶混沌系统具有比整数阶混沌系统更加复杂的动

力学行为．
近年来，分数阶混沌系统的同步控制在保密通

信、信号处理和系统控制及其它领域得到了广泛关

注和研究，具有比整数阶混沌系统更突出的应用前

景和发展前途．目前已经有一些同步控制方法，比
如非线性反馈控制［１３－１４］、主动控制［１５］、分数阶控

制器［１６］、最优化控制［１７］、自适应控制［１８－１９］及滑模

控制［２０－２２］等都被成功应用到分数阶混沌系统的同

步问题中．但需要指出，上述控制方法中大多都忽
略了系统不确定性及外界环境的干扰，而这些因素

在实际工程系统中是不可避免的．但自适应控制可
以克服系统参数未知或不确定性，滑膜控制则具有

良好的鲁棒性和抗干扰能力，因此这两种控制方法

在分数阶非线性系统中的应用研究更具有实际意

义［２３－２４］．
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目前，混沌同步研究中最常见的方法是直接研

究驱动－响应混沌系统对应的误差系统的稳定性，
这样就将同步问题转变成稳定性问题来研究．因
此，分数阶混沌系统的同步往往与其误差系统的稳

定性密切相关．近年来，关于分数阶混沌系统同步
控制的研究［２２－３０］大多都是基于传统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ

稳定性理论，通过对受控分数阶误差系统进行稳定

性判断，从而实现驱动 －响应系统的同步控制．然
而，文献［３１］中指出利用传统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性
理论在论证分数阶系统轨迹对滑模面的收敛性时

是不恰当的，而利用分数阶稳定性理论会更合适．
最近，文献［３２－３３］提出了针对分数阶非线性系
统的 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ稳定性理论及分数阶 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
方法，为分析分数阶混沌系统同步控制的稳定性提

供了潜在的有效方法．
在上述文献研究的基础上，本文主要研究了

基于自适应滑模控制的不确定分数阶混沌系统同

步问题．首先将分数阶微积分应用到滑模控制中，
构造了一个具有分数阶积分项的滑模面，并利用分

数阶非线性系统 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ稳定性理论证明了
对应的滑模运动模态的稳定性．针对系统不确定及
外界干扰项，基于分数阶 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论与
自适应控制方法，设计了一种滑模控制器以及分数

阶次的参数自适应律，实现了两分数阶混沌系统的

同步控制，并辨识出相应误差系统中不确定项及外

界干扰项的边界．通过理论分析和数值模拟仿真验
证了所设计的控制器的有效性和可行性．

１　预备知识

１．１　分数阶混沌系统与同步问题描述
考虑含不确定性及干扰项的分数阶混沌系统

如下：

Ｄｑｔｘ＝ｆ（ｘ）＋Δｆ（ｘ）＋ｃ（ｔ），０＜ｑ＜１ （１）

其中，Ｄｑｔ是分数阶微分算子，ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）
Ｔ

是系统（１）的状态向量，ｆ（ｘ）为系统的非线性项，

Δｆ（ｘ）为系统不确定性项，ｃ（ｔ）为外界干扰项．
将系统（１）看作驱动系统，则对应的响应系统

可表示为：

Ｄｑｔｙ＝ｇ（ｙ）＋Δｇ（ｙ）＋ｄ（ｔ）＋ｕ（ｔ），０＜ｑ＜１

（２）

其中，ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）
Ｔ是系统（２）的状态向

量，ｇ（ｙ）为系统的非线性项，Δｇ（ｙ）为系统不确定
性项，ｄ（ｔ）为外界干扰项，ｕ（ｔ）为控制输入．

为了提出新的设计理论和方法，需要做如下的

假设：

假设１　假设Δｆ（ｘ）、Δｇ（ｙ）、ｃ（ｔ）及ｄ（ｔ）均为
有界函数，并且存在合适的正常数μ和σ满足：

Δｇ（ｙ）－Δｆ（ｘ）≤σａｎｄ ｄ（ｔ）－ｃ（ｔ）≤μ
（３）

其中，μ和σ均为未知正常数．
我们定义如果存在一个控制输入ｕ（ｔ）使得
ｌｉｍ
ｔ→∞
‖ｅ（ｔ）‖＝ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｙ（ｔ）－ｘ（ｔ）‖＝０ （４）

其中ｅ（ｔ）＝（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）
Ｔ为驱动系统与响应系

统的状态误差，那么就可以说明驱动系统（１）和响
应系统（２）实现了同步．因此，我们就将两混沌系
统的同步问题转化为误差系统的稳定性问题，即利

用控制函数 ｕ（ｔ）使误差 ｅ（ｔ）趋于０．由驱动系统
（１）和响应系统（２）可以得到误差系统为：

Ｄｑｔｅ＝ｇ（ｙ）－ｆ（ｘ）＋Δｇ（ｙ）－Δｆ（ｘ）＋ｄ（ｔ）－
　ｃ（ｔ）＋ｕ（ｔ） （５）
本文主要针对误差系统（５）设计合适的控制

器方案，通过判断误差系统（５）的稳定性来实现驱
动系统（１）和响应系统（２）的同步控制．
１．２　分数阶微积分概述

定义１　函数ｆ（ｔ）的分数阶积分式定义［３４］为：

Ｉαｔｆ（ｔ）＝
１
Γ（α）∫

ｔ

ｔ０

ｆ（τ）
（ｔ－τ）１－α

ｄτ （６）

其中ｔ０≥０，α＞０，且Γ（·）为伽马函数．
定义２　函数 ｆ（ｔ）的 Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定

义［３４］为：

Ｃ
ｔ０Ｄ

α
ｔｆ（ｔ）＝

１
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ｔ０

ｆ（ｎ）（τ）
（ｔ－τ）α－ｎ＋１

ｄτ，

　　　　　　　ｎ－１＜α＜ｎ

ｄｎ

ｄｔｎ
ｆ（ｔ），　　　　α











 ＝ｎ

（７）
由于Ｃａｐｕｔｏ分数阶微分定义的拉普拉斯变换

所需初值与整数阶微积分的拉普拉斯变换相同，其

几何和物理意义明确，在工程实际等广泛应用．因
此下文中均采用Ｃａｐｕｔｏ定义．

与指数函数ｅｚ在整数阶微分方程中的作用相
似，ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数在分数阶微积分中同样具有
相当重要的作用．

１１１
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定义３　双参数的 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数［３５］可以

表示为：

Ｅα，β（ｚ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｚｋ

Γ（ｋα＋β）
（８）

其中α＞０，β＞０，ｚ∈Ｃ．
当β＝１时，Ｅα（ｚ）＝Ｅα，１（ｚ）．特别地，Ｅ１，１（ｚ）＝ｅ

ｚ．
考虑上述双参数，ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ函数的拉普拉斯变
换可以表示为：

Ｌ｛ｔβ－１Ｅα，β（－λｔ
α）｝＝ｓ

α－β

ｓα＋λ
，（Ｒｅ（ｓ）＞ λ １α

）

（９）
其中，ｔ和ｓ分别为时域和频域变量，Ｒｅ（ｓ）为 ｓ的
实数部分．

引理１［３３］　假设 ｘ＝０是分数阶系统 Ｄαｔｘ＝ｆ
（ｘ，ｔ）的平衡点，如果该系统的解满足：

‖ｘ（ｔ）‖≤ ｍ ｘ（ｔ０[ ]）Ｅα（－λ（ｔ－ｔ０）
α{ }）ｂ

（１０）
那么，我们认为该系统的解是 ＭｉｔｔａｇＬｅｆｆｌｅｒ稳定
（渐近稳定）的．
其中，λ＞０，ｂ＞０，α∈（０，１），且ｍ（ｘ）≥０在ｘ∈Ｒｎ

上满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件．
引理２［３６］　设分数阶系统 Ｄαｔｘ＝ｆ（ｘ，ｔ）的平

衡点是ｘ＝０，令ＤＲｎ是原点的某个值域．假设存
在一个连续可微函数 Ｖ（ｘ，ｔ）：０，∞[ ）×Ｄ→Ｒ＋和
Ｋ类函数γ使之满足：

Ｖ（ｘ，ｔ）≥γ（‖ｘ‖），
ＤαＶ（ｘ，ｔ）≤０ （１１）

其中，ｘＤ，＜α＜１．如果Ｄ＝Ｒｎ，那么该系统在ｘｅｑ
＝０处是渐近稳定的．
引理３［３７］　令ｘ（ｔ）∈Ｒ为一个连续且可导的

函数．则对于任意时刻ｔ≥ｔ０，都有：
１
２
Ｃ
ｔ０Ｄ

ｑ
ｔｘ
２（ｔ）≤ｘ（ｔ）Ｃｔ０Ｄ

ｑ
ｔｘ（ｔ），ｑ∈（０，１）（１２）

引理４［３８］　假设 ｘ（ｔ）∈Ｃ１ ａ，[ ]ｂ，如果对于所
有ｔ∈ ａ，[ ]ｂ都满足 Ｄαｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））≥０，那么
ｘ（ｔ）对于０＜α＜１是单调非递减的；如果满足 Ｄαｘ
（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））≤０，那么ｘ（ｔ）对于０＜α＜１是单调
非递增的．

２　同步控制器设计及稳定性分析

２．１　滑模面设计及稳定性分析
为了针对误差系统（５）设计合适的滑模控制

器，我们首先构造一个具有分数阶积分项的滑模面

如下：

ｓｉ（ｔ）＝ｅｉ（ｔ）＋Ｉ
ｑ
ｔａｉｅｉ（ｔ） （１３）

其中，ａｉ为正常数，０＜ｑ＜１，ｉ＝１，２，…，ｎ．这里，我们
对滑模面ｓｉ（ｔ）关于时间取ｑ阶分数阶导数如下：

Ｄｑｓｉ（ｔ）＝Ｄ
ｑｅｉ（ｔ）＋ａｉｅｉ（ｔ） （１４）

当误差系统（５）在滑模面运动时，滑模面及其分数
阶导数需要满足：

ｓｉ（ｔ）＝０，Ｄ
ｑｓｉ（ｔ）＝０ （１５）

依据上述滑模面可达条件，我们可以得到对应的滑

模运动模态如下：

Ｄｑｅｉ（ｔ）＝－ａｉｅｉ（ｔ） （１６）
这里，我们需要证明滑模运动模态（１６）的渐近稳
定性，以此保证从任意初值出发的受控误差系统

（５）的轨迹在到达滑模面后渐近收敛到滑模面 ｓ
（ｔ）＝０．

定理１　滑模运动模态（１６）是渐近稳定的，当
ｔ→∞时，处在滑模面上的误差系统（５）的状态变量
及轨迹也将渐近收敛到零点．

证明：选择如下形式的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ１（ｔ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ） （１７）

对式（１７）两边同时取ｑ阶分数阶导数，可以得到：

ＤｑＶ１（ｔ）＝Ｄ
ｑ∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ） （１８）

根据文献［３９］中的结论，我们可以得到：

ＤｑＶ１（ｔ）＝Ｄ
ｑ∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ）≤

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））Ｄ

ｑｅｉ（ｔ） （１９）

将式（１６）代入式（１９）中，可以得到：

ＤｑＶ１（ｔ）≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｇｎ（ｅｉ（ｔ））（－ａｉｅｉ（ｔ））≤

　　　 －λ∑
ｎ

ｉ＝１
ｅｉ（ｔ） ＝－λＶ１（ｔ） （２０）

其中，λ＝ｍｉｎ
１≤ｉ≤ｎ

ａ１，ａ２，…，ａ{ }ｎ ＞０．根据式（２０）所得

结果，我们可以假设存在一个非负函数 Ｍ（ｔ）满足
如下等式：

ＤｑＶ１（ｔ）＋λＶ１（ｔ）＋Ｍ（ｔ）＝０ （２１）
对式（２１）进行拉普拉斯变换，可以得到：

ｓｑＶ１（ｓ）－ｓ
ｑ－１Ｖ１（０）＋λＶ１（ｓ）＋Ｍ（ｓ）＝０

（２２）
其中，Ｖ１（ｓ）＝ＬＶ１（ｔ{ }），Ｍ（ｓ）＝ＬＭ（ｔ{ }）．对式

２１１
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（２２）化简可得：

Ｖ１（ｓ）＝
ｓｑ－１Ｖ１（０）－Ｍ（ｓ）

ｓｑ＋λ
（２３）

进一步对式（２３）进行拉普拉斯逆变换，可以得到：
Ｖ１（ｔ）＝Ｖ１（０）Ｅｑ（－λｔ

ｑ）－Ｍ（ｔ） ｔｑ－１Ｅｑ，ｑ（λｔ
ｑ[ ]）

（２４）

由于Ｍ（ｔ）和 ｔｑ－１Ｅｑ，ｑ（λｔ
ｑ）均为非负函数，式（２４）

可简化近似为：

Ｖ１（ｔ）≤Ｖ１（０）Ｅｑ（－λｔ
ｑ） （２５）

由引理 １可以得到滑模运动模态（１６）是渐近
稳定的，当ｔ→∞时，处在滑模面上的误差系统（５）
的状态变量及轨迹也将渐近收敛到零点，即ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｅｉ

（ｔ）‖＝０．
２．２　同步控制器设计及稳定性分析

由于在工程等实际应用中，系统不确定性项

Δｆ（ｘ）、Δｇ（ｙ）及外界干扰ｃ（ｔ）、ｄ（ｔ）均为边界未知
的，这里我们利用自适应控制法来解决这一问题．
根据假设１，为了使误差系统（５）的运动轨迹收敛
到所设计的滑模面并始终停留在滑模面上，我们设

计的自适应滑模控制器如下：

ｕｉ＝ｆｉ（ｘ）－ｇｉ（ｙ）－ａｉｅｉ－

　（^ｋｉ＋^σｉ＋^μｉ）ｓｇｎ（ｓｉ）－ｌ
＾
ｉｓｉ， （２６）

其中，参数 ｋ^ｉ、ｌ
＾
ｉ、^σｉ及 μ^ｉ均未知，因此采用分数阶

自适应率，即：

Ｄｑ^ｋｉ＝ξ１ ｓｉ，Ｄ
ｑｌ＾ｉ＝ξ２ｓ

２
ｉ （２７）

Ｄｑ^σｉ＝ξ３ ｓｉ，Ｄ
ｑ^μｉ＝ξ４ ｓｉ （２８）

其中 ｋ^ｉ、ｌ
＾
ｉ、^σｉ及 μ^ｉ分别为ｋｉ、ｌｉ、σｉ及μｉ的评估值，

ξ１、ξ２、ξ３及ξ４均为大于零的常数，且０＜ｑ＜１．
定理２　基于假设１和滑模面方程（１３），受控

误差系统（５）在滑模控制器（２６）和自适应率（２７）、
（２８）的控制作用下，其运动轨迹将在有限时间内
渐近地收敛到滑模面．

我们选择如下形式的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ＝１２∑
ｎ

ｉ＝１
（ｓｉ）

２＋１２ξ１∑
ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）

２＋１２ξ２∑
ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）

２＋

　 １
２ξ３∑

ｎ

ｉ＝１
（珟σｉ）

２＋１２ξ４∑
ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）

２ （２９）

其中，珓ｋ＝^ｋ－ｋ，ｌ～＝ｌ＾－ｌ，珟σ＝^σ－σ及珘μ＝^μ－μ．
显然上述Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ满足引理２中的条

件．利用引理３，对式（２９）关于时间取 ｑ阶分数阶
导数可得：

ＤｑｔＶ≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｉＤ

ｑ
ｔｓｉ＋

１
ξ１∑

ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）Ｄ

ｑ
ｔ^ｋｉ＋

　 １
ξ２∑

ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）Ｄ

ｑ
ｔｌ
＾
ｉ＋
１
ξ３∑

ｎ

ｉ＝１
（珟σｉ）Ｄ

ｑ
ｔ^σｉ＋

　 １
ξ４∑

ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）Ｄ

ｑ
ｔ^μｉ＝

　∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｉ（Ｄ

ｑ
ｔｅｉ＋ａｉｅｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）ｓｉ ＋

　∑
ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）ｓ

２
ｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珟σｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）ｓｉ ＝

　∑
ｎ

ｉ
ｓｉ·（ｇｉ（ｙｉ）－ｆｉ（ｘｉ）＋Δｇｉ（ｙｉ）－

　Δｆｉ（ｘｉ）＋ｄｉ－ｃｉ＋ｕｉ＋ａｉｅｉ）＋∑
ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）ｓｉ ＋

　∑
ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）ｓ

２
ｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珟σｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）ｓｉ

（３０）
将控制器（２６）代入到上式（３０）中，可以得到：

ＤｑｔＶ≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｓ[ｉ Δｇｉ（ｙｉ）－Δｆｉ（ｘｉ）＋ｄｉ－ｃｉ－

　　（^ｋｉ＋^σｉ＋^μｉ）ｓｇｎ（ｓｉ）－ｌ
＾
ｉｓ]ｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）ｓｉ ＋

　　∑
ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）ｓ

２
ｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珘σｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）ｓｉ

　≤∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｉ［σ＋μ－（^ｋｉ＋^σｉ＋^μｉ）ｓｇｎ（ｓｉ）－

　　ｌ＾ｉｓｉ］＋∑
ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）ｓ

２
ｉ＋

　　∑
ｎ

ｉ＝１
（珘σｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）ｓｉ

　≤∑
ｎ

ｉ＝１
（σ＋μ）ｓｉ －∑

ｎ

ｉ＝１
（^ｋｉ＋^σｉ＋^μｉ）ｓｉ －

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ｌ＾ｉｓ
２
ｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）ｓ

２
ｉ＋

　　∑
ｎ

ｉ＝１
（珘σｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）ｓｉ （３１）

将上式（３１）化简得到：

ＤｑｔＶ≤∑
ｎ

ｉ＝１
（σ＋μ）ｓｉ －∑

ｎ

ｉ＝１
（^ｋｉ＋^σｉ＋^μｉ）ｓｉ －

　　∑
ｎ

ｉ＝１
ｌ＾ｉｓ
２
ｉ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珓ｋｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（ｌ～ｉ）ｓ

２
ｉ＋

　　∑
ｎ

ｉ＝１
（珘σｉ）ｓｉ ＋∑

ｎ

ｉ＝１
（珘μｉ）ｓｉ ＝

　　 －∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｉｓ
２
ｉ－∑

ｎ

ｉ＝１
ｋｉ ｓｉ

　≤－ρ－∑
ｎ

ｉ＝１
ｋｉ ｓｉ
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　≤－ρ≤０． （３２）

其中，ρ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｌｉｓ
２
ｉ ＞０．由引理２中分数阶Ｌｙａｐｕｎｏｖ

稳定性理论可以得出，在滑模控制器（２６）及自适应率
（２７）、（２８）的作用下，从任意初值出发的受控误差系
统（５）的运动轨迹在有限时间内都将到达滑模面上，
且到达滑模面上的轨迹在有限时间内将收敛到原点，

由此说明驱动系统（１）和响应系统（２）实现了同步．为
了说明系统的运动轨迹是在有限时间内到达滑模面

的，这里我们将计算出到达滑模面的时间．
根据式（３２）所得结果，我们可以假设存在一个非

负函数Ｍ（ｔ）满足如下等式：
ＤｑＶ（ｔ）＋ρ＋Ｍ（ｔ）＝０ （３３）

对式（３３）两边进行拉普拉斯变换，可以得到：

ｓｑＶ（ｓ）－ｓｑ－１Ｖ（０）＋ρ１ｓ＋Ｍ（ｓ）＝０ （３４）

其中，Ｖ（ｓ）＝ＬＶ（ｔ{ }），Ｍ（ｓ）＝ＬＭ（ｔ{ }）．对式（３４）变
形可得：

Ｖ（ｓ）＝１ｓＶ（０）－ρ
１
ｓｑ＋１
－Ｍ（ｓ）
ｓｑ

（３５）

进一步对式（３５）进行拉普拉斯逆变换，可以得到：

Ｖ（ｔ）＝Ｖ（０）－ ρｔｑ

Γ（ｑ＋１）
－∫

ｔ

０
（ｔ－τ）ｑ－１Ｍ（τ）ｄτ

（３６）

由于∫
ｔ

０
（ｔ－τ）ｑ－１Ｍ（τ）ｄτ≥０，式（３６）可简化

近似为：

ρｔｑ

Γ（ｑ＋１）≤
Ｖ（０）－Ｖ（ｔ） （３７）

根据引理４可知，函数Ｖ（ｔ）时单调非递增的，
我们可以得到Ｖ（０）－Ｖ（ｔ）≥０．因此，由上述不等
式（３７）可以得到

ｔ≤ （Ｖ（０）－Ｖ（ｔ））Γ（ｑ＋１）
槡 ρ

（３８）

从上述不等式（３８）可以清楚地得到，受控误
差系统（５）的运动轨迹是在有限时间内到达滑模
面的．

３　数值仿真

为了验证所提理论结果的正确性和有效性，我

们分别选取分数阶 Ｃｈｅｎ系统、分数阶 Ｌｏｒｅｎｚ系统
及分数阶Ｌｉｕ系统进行数值模拟，利用本文所提出
的分数阶自适应滑模控制器，在系统含不确定性及

外界干扰的情况下，分别实现相同分数阶混沌系统

及不同分数阶混沌系统之间的同步．
３．１　分数阶Ｃｈｅｎ系统的自适应滑模控制同步

含系统不确定性项及外界干扰的分数阶 Ｃｈｅｎ
系统表示为：

Ｄｑｘ１＝ａ（ｘ２－ｘ１）＋Δｆ１＋ｃ１，

Ｄｑｘ２＝（ｃ－ａ）ｘ１－ｘ１ｘ３＋ｃｘ２＋Δｆ２＋ｃ２，

Ｄｑｘ３＝ｘ１ｘ２－ｂｘ３＋＋Δｆ３＋ｃ３ （３９）
其中，ａ＝３５，ｂ＝３，ｃ＝２８，０＜ｑ＜１．上述系统中不
确定性项及干扰项函数分别假定为 Δｆ１＝０．１ｓｉｎ
（ｘ１）ｓｉｎ（ｘ２），ｃ１＝０．２ｃｏｓｔ，Δｆ２＝０．２ｓｉｎ（ｘ１）ｃｏｓ
（ｘ２），ｃ２＝－０．２ｓｉｎ（２ｔ），Δｆ３＝０．１ｃｏｓ（ｘ１）ｃｏｓ（ｘ３），
ｃ３＝０．３ｓｉｎ（３ｔ）．将系统（３９）作为驱动系统，则对应
的响应系统为：

Ｄｑｙ１＝ａ（ｙ２－ｙ１）＋Δｇ１＋ｄ１＋ｕ１，

Ｄｑｙ２＝（ｃ－ａ）ｙ１－ｙ１ｙ３＋ｃｙ２＋Δｇ１＋ｄ１＋ｕ２，

Ｄｑｙ３＝ｙ１ｙ２－ｂｙ３＋Δｇ１＋ｄ１＋ｕ３ （４０）
其中，系统不确定性项及外界干扰项函数分别假定

为Δｇ１＝０．３ｓｉｎ（ｙ１）ｃｏｓ（ｙ２），ｄ１＝０．２ｓｉｎ（３ｔ），Δｇ２
＝０．１ｃｏｓ（ｙ１）ｃｏｓ（ｙ３），ｄ２＝０．３ｃｏｓｔ，Δｇ３＝０．２ｓｉｎ
（ｙ２）ｓｉｎ（ｙ３），ｄ３＝－０．１ｃｏｓ（５ｔ），ｕ１，ｕ２，ｕ３分别为
控制函数（２６）的形式．
则误差系统可以表示为：

Ｄｑｅ１＝ａ（ｅ２－ｅ１）＋Δｇ１－Δｆ１＋ｄ１－ｃ１＋ｕ１，

Ｄｑｅ２＝（ｃ－ａ）ｅ１＋ｃｅ２－ｘ１ｅ３－ｙ３ｅ１＋Δｇ２－
　Δｆ２＋ｄ２－ｃ２＋ｕ２，

Ｄｑｅ３＝ｘ１ｅ２＋ｙ２ｅ１－ｂｅ３＋Δｇ３－Δｆ３＋ｄ３－ｃ３＋ｕ３
（４１）

选取分数阶次为ｑ＝０．９５，驱动系统（３９）的状
态变量初始值取为 ｘ１（０）＝－０．５，ｘ２（０）＝０，ｘ３
（０）＝０．１；响应系统（４０）的变量初始值取为ｙ１（０）
＝０．２，ｙ２（０）＝－０．５，ｙ３（０）＝０．８；控制器参数初

值取为 ｋ^ｉ（０）＝３，ｌ
＾
ｉ（０）＝３，^σｉ（０）＝３，^μｉ（０）＝３，ｉ

＝１，２，３；ξ１＝ξ２＝ξ３＝ξ４＝２，时间步长为 ｈ＝

０００１，采用分数阶微分方程预估校正法［４０］进行

数值仿真，在ｔ＝５ｓ时加入控制，仿真结果如图１和
图２所示．

从数值模拟结果可以看出，在 ｔ＝５ｓ时加入控
制后，ｅ１，ｅ２，ｅ３在较短的时间内很快趋近于零，滑模
面函数ｓｉ（ｔ）也很快地趋近于零，各控制器参数也
趋近于某一定值，表明受控误差系统（４１）的状态
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变量在所设计控制器（２６）的作用下，很快地渐近
收敛到零点并保持稳定．结果表明在系统含不确定
性及外界干扰的情况下，驱动系统（３９）和响应系
统（４０）能够实现同步，所提出的方法取得了较好
的控制效果．

图１　误差系统（４１）同步误差随时间的变化

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｅｄｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（４１）

图２　误差系统（４１）各参数及滑模面函数随时间的变化

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｓｌｉｄｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓ

ｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（４１）

３．２　分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统与分数阶 Ｌｉｕ系统的自适
应滑模控制同步

含系统不确定性项及外界干扰的分数阶

Ｌｏｒｅｎｚ系统表示为：
Ｄｑｘ１＝－ａ（ｘ１－ｘ２）＋Δｆ１＋ｃ１，

Ｄｑｘ２＝ｒｘ１－ｘ２－ｘ１ｘ３＋Δｆ２＋ｃ２，

Ｄｑｘ３＝－ｂｘ３＋ｘ１ｘ２＋Δｆ３＋ｃ３． （４２）
其中，ａ＝１０，ｒ＝２８，ｂ＝８／３，０＜ｑ＜１．上述系统中
不确定性项及外界干扰项函数分别假定为 Δｆ１＝
０１ｓｉｎ（ｘ１）ｓｉｎ（ｘ２），ｃ１＝０．２ｃｏｓｔ，Δｆ２＝０．２ｓｉｎ（ｘ１）
ｃｏｓ（ｘ２），ｃ２＝－０．２ｓｉｎ（２ｔ），Δｆ３＝０．１ｃｏｓ（ｘ１）ｃｏｓ
（ｘ３），ｃ３＝０．３ｓｉｎ（３ｔ）．将系统（４２）作为驱动系统，
而响应系统则采用含系统不确定性项及外界干扰

的分数阶Ｌｉｕ系统，有：
Ｄｑｙ１＝ａ（ｙ２－ｙ１）＋Δｇ１＋ｄ１＋ｕ１，

Ｄｑｙ２＝ｂｙ１－ｙ１ｙ３＋Δｇ２＋ｄ２＋ｕ２，

Ｄｑｙ３＝－ｃｙ３＋ｄｙ
２
１＋Δｇ３＋ｄ３＋ｕ３ （４３）

其中，ａ＝１０，ｂ＝４０，ｃ＝２．５，ｄ＝４，０＜ｑ＜１．上述系
统中不确定性项及干扰项函数分别假定为 Δｇ１＝
０．３ｓｉｎ（ｙ１）ｃｏｓ（ｙ２），ｄ１＝０．２ｓｉｎ（３ｔ），Δｇ２＝０．１ｃｏｓ
（ｙ１）ｃｏｓ（ｙ３），ｄ２＝０．３ｃｏｓｔ，Δｇ３＝０．２ｓｉｎ（ｙ２）ｓｉｎ
（ｙ３），ｄ３＝－０１ｃｏｓ（５ｔ），ｕ１，ｕ２，ｕ３分别为控制函数
（２６）的形式．
则误差系统表示为：

Ｄｑｅ１＝１０ｅ２－１０ｅ１＋Δｇ１－Δｆ１＋ｄ１－ｃ１＋ｕ１，

Ｄｑｅ２＝４０ｙ１－ｙ１ｙ３－２８ｘ１＋ｘ１ｘ３＋ｘ２＋Δｇ２－
　Δｆ２＋ｄ２－ｃ２＋ｕ２，

Ｄｑｅ３＝－２．５ｙ３＋４ｙ
２
１－ｘ１ｘ２＋（８／３）ｘ３＋Δｇ３－

　Δｆ３＋ｄ３－ｃ３＋ｕ３
（４４）

选取分数阶次为 ｑ＝０．９，驱动系统（４２）的变
量初始值取为ｘ１（０）＝－０．５，ｘ２（０）＝０，ｘ３（０）＝
０．１；响应系统（４３）的变量初始值取为 ｙ１（０）＝
０２，ｙ２（０）＝－０．４，ｙ３（０）＝０．６；控制器参数初值

取为 ｋ^ｉ（０）＝２，ｌ
＾
ｉ（０）＝２，^σｉ（０）＝２，^μｉ（０）＝２，ｉ＝

１，２，３；ξ１＝ξ２＝ξ３＝ξ４＝２，时间步长为 ｈ＝０．００１，
采用分数阶微分方程预估－校正法进行数值仿真，
在ｔ＝５ｓ时加入控制，仿真结果如图３和图４所示．

从数值模拟结果可以看到，在 ｔ＝５ｓ时加入控
制后，误差变量ｅ１，ｅ２，ｅ３在较短的时间内很快趋近
于零，滑模面函数ｓｉ（ｔ）也很快地趋近于零，各控制
参数也趋近于某一定值，表明受控误差系统（４４）
的状态变量在所设计控制器（２６）的作用下，很快
地渐近收敛到零点并保持稳定．结果表明在系统含
不确定性及外界干扰的情况下，分数阶Ｌｏｒｅｎｚ系统
（４２）和分数阶 Ｌｉｕ系统（４３）能够实现同步，所提
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出的方法取得了较好的控制效果．

图３　误差系统（４４）的同步误差随时间的变化

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚｅｄｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（４４）

图４　误差系统（４４）各参数及滑模面函数随时间的变化

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｓｌｉｄｉｎｇｓｕｒｆａｃｅｓ

ｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｓｙｓｔｅｍ（４４）

４　结论

本文基于分数阶 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，设计
了一种滑模同步控制器和分数阶参数自适应律，

实现了含系统不确定项及外界干扰项的分数阶混

沌系统的同步，并辨识出相应误差系统中不确定项

及外界干扰项的边界．所提出的控制器针对不确定
分数阶混沌系统，具有较好的同步控制效果和较强

的抗干扰能力．文中构造的具有分数阶积分项的滑
模面为分数阶混沌系统的滑模控制研究提供了一

定的参考价值．同时，在分数阶系统稳定性分析中
使用的分数阶Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论及相关函数也
可以很好地运用到其它分数阶系统同步控制方法

中．
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