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摘要　基于奇异性理论，研究了主参数共振－１∶３内共振情形下参数激励与外激励联合作用下四边简支矩

形薄板的双Ｈｏｐｆ分岔问题．考虑弱阻尼和弱激励的情形，得到了四边简支矩形薄板的分岔方程，给出了四边

简支矩形薄板在参数平面μσ１上的分岔图．对参数激励与外激励联合作用下四边简支矩形薄板的阻尼系

数、外激励、参数激励以及调谐参数进行不同的取值，通过数值模拟得到了四边简支矩形薄板平衡解将发生

Ｈｏｐｆ分岔，并分岔出周期解，薄板系统的非线性振动形式为周期运动．当四边简支矩形薄板的参数满足给定

条件时，我们得到薄板的１∶３共振双Ｈｏｐｆ分岔．随后，四边简支矩形薄板将会呈现概周期振动．

关键词　双Ｈｏｐｆ分岔　薄板　周期解　概周期解

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０３５

引言

薄板广泛应用于航空航天等工程领域，近十几

年来，关于薄板的非线性振动、分岔等动力学问题

的研究取得了不少进展．Ｈａｄｉａｎ和 Ｎａｙｆｅｈ［１］利用
多尺度方法分析了非线性夹紧圆板混合内共振情

形下的非线性响应．Ｎａｙｆｅｈ和 Ｖａｋａｋｉｓ［２］利用多尺
度方法分析了轴对称几何非线性薄圆板的亚谐移

动波．Ｙａｎｇ和 Ｓｅｔｈｎａ［３］用平均法研究了参数激励
正方形薄板的局部分岔和全局分岔，表明系统存在

异宿环和Ｓｍａｌｅ马蹄意义的混沌运动．
随后，Ｆｅｎｇ和Ｓｅｔｈｎａ［４］利用全局摄动法进一步

研究了参数激励作用下薄板的分岔和混沌动力学，

Ａｂｅ等人［５］应用多尺度方法研究了简支矩形薄板

的模态响应．Ｚｈａｎｇ等人［６－７］研究了参数激励和外

激励联合作用下四边简支矩形薄板的全局分岔和

混沌动力学．Ａｗｒｅｊｃｅｗｉｃｚ等人［８］研究了在纵向随

时间变化载荷作用下薄板的周期、概周期和混沌运

动．Ｙａｏ和Ｚｈａｎｇ［９］改进了能量相位法，研究了参数
激励和外激励联合作用下薄板的多脉冲混沌动力

学．Ｚｈａｎｇ等人［１０］利用高维Ｍｌｅｎｉｋｏｖ方法研究了非
自治屈曲薄板在参数激励下的 Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ型的多脉
冲混沌动力学响应．Ａｋｏｕｒ和Ｎａｙｆｅｈ［１１］研究了简单

支撑圆形薄板的非线性振动响应．
在文献［１２］的研究基础之上，本文主要研究

了参数激励与外激励联合作用下四边简支矩形薄

板的双Ｈｏｐｆ分岔问题．首先，利用多尺度法得到了
参数激励与外激励联合作用下四边简支矩形薄板

在主参数共振－１∶３内共振情形下两种不同坐标形
式的平均方程，得到了系统的分岔响应方程．然后
利用奇异性理论分析了分岔响应方程的分岔特性．
数值模拟给出了系统在一定条件下存在周期和概

周期运动．

１　薄板的平均方程

考虑四边简支矩形薄板，边长是 ａ和 ｂ，厚度
是ｈ，薄板受到横向激励和面内激励联合作用，所
建立的直角坐标系如图１所示．坐标系Ｏｘｙ位于薄
板的中面上，ｕ、ｖ和ｗ分别表示薄板中面上的一点
在ｘ、ｙ和 ｚ方向的位移，薄板面内的激励表示为 ｐ
＝ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩ２ｔ．
根据文献［６］，我们得到矩形薄板的二自由度

非线性动力学方程为：

ｘ̈１＋μｘ１－ｇ１ｘ１＋２ｘ１ｆ１ｃｏｓΩ２ｔ＋α１ｘ
３
１＋α２ｘ１ｘ

２
２

＝Ｆ１ｃｏｓΩ１ｔ （１ａ）

ｘ̈２＋μｘ２－ｇ２ｘ２＋２ｘ２ｆ２ｃｏｓΩ２ｔ＋β１ｘ
３
２＋β２ｘ

２
１ｘ２
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＝Ｆ２ｃｏｓΩ１ｔ （１ｂ）
上式各参数参考文献［６］．

图１　矩形薄板的模型及坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｔｈｉｎｐｌａｔｅａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

２　主参数共振 －１∶３内共振情况下薄板的
双Ｈｏｐｆ分岔分析

本节主要利用奇异性理论［１３－１４］，研究同时受

面内激励与横向激励作用的四边简支矩形薄板的

双Ｈｏｐｆ分岔问题．假设非线性系统（１）是弱非线性
系统，我们可以得到如下方程：

ｘ̈１＋εμｘ１＋ω
２
１ｘ１＋２εｘ１ｆ１ｃｏｓΩ２ｔ＋εα１ｘ

３
１＋εα２ｘ１ｘ

２
２

＝εＦ１ｃｏｓΩ１ｔ （２ａ）

ｘ̈２＋εμｘ２＋ω
２
２ｘ２＋２εｘ２ｆ２ｃｏｓΩ２ｔ＋εβ１ｘ

３
２＋εβ２ｘ

２
１ｘ２

＝εＦ２ｃｏｓΩ１ｔ （２ｂ）
考虑主参数共振 －１∶３内共振的情形，其共振

关系为：

Ω１＝Ω，Ω２＝
２
３Ω，ω

２
１＝
１
９Ω

２＋εσ１，

ω２２＝Ω
２＋εσ２ （３）

经过化简，系统（２）的直角坐标形式的平均方
程可以表示为：

ｘ１＝－
１
２μｘ１－（

１
２σ１＋

１
２ｆ１）ｘ２－

３
２α１ｘ２×

　（ｘ２１＋ｘ
２
２）－

１
２α２ｘ２（ｘ

２
３＋ｘ

２
４） （４ａ）

ｘ２＝
１
２μｘ２＋（

１
２σ１＋

１
２ｆ１）ｘ１＋

３
２α１ｘ１×

　（ｘ２１＋ｘ
２
２）＋

１
２α２ｘ１（ｘ

２
３＋ｘ

２
４） （４ｂ）

ｘ３＝－
１
２μｘ３－

１
６σ２ｘ４－

１
２β１ｘ４（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）－

　１３β２ｘ４（ｘ
２
１＋ｘ

２
２） （４ｃ）

ｘ４＝－
１
２μｘ４＋

１
６σ２ｘ３＋

１
２β１ｘ３（ｘ

２
３＋ｘ

２
４）＋

　１３β２ｘ３（ｘ
２
１＋ｘ

２
２）－

１
１２Ｆ２ （４ｄ）

可以得到系统（４）的极坐标形式的平均方程
为：

ａ１＝－
１
２μａ１＋

１
２ｆ１ｓｉｎ２φ１ （５ａ）

ａ１φ１＝
１
２σ１ａ１＋

３
８α１ａ

３
１＋
１
８α２ａ１ａ

２
２＋
１
２ｆ１ｃｏｓ２φ１

（５ｂ）

ａ２＝－
１
２μａ２－

１
６Ｆ２ｓｉｎφ２ （５ｃ）

ａ２φ２＝
１
６σ２ａ２＋

１
８β１ａ

３
２＋
１
１２β２ａ

２
１ａ２－

１
６Ｆ２ｃｏｓφ２

（５ｄ）

为了分析方程（５）的定常解，即方程（４）的周
期解或概周期解，令方程（５）的左边等于零，我们
得到以下两个方程：

１
２μａ( )１ ２＋ １

２σ１ａ１＋
１
８α１ａ

３
１＋
１
８α２ａ１ａ[ ]２２

２

＝１４ｆ
２
１

（６ａ）

１
２μａ( )２ ２＋ １

２σ２ａ２＋
１
８β１ａ

３
２＋
１
１２β２ａ

２
１ａ[ ]２

２

＝１３６Ｆ
２
２

（６ｂ）

为了分析方便，我们在式（６ａ）和（６ｂ）中分别
取ａ２＝１和ａ１＝１，则式（６）可转化为：

１
２μａ( )１ ２

＋ １
２σ１ａ１＋

１
８α１ａ

３
１＋
１
８α２ａ[ ]１

２

＝１４ｆ
２
１

（７ａ）

１
２μａ( )２ ２

＋ １
２σ２ａ２＋

１
８β１ａ

３
２＋
１
１２β２ａ[ ]２

２

＝１３６Ｆ
２
２

（７ｂ）
我们得到系统（４）的分岔响应方程为：
９
１６α

２
１ａ
６
１＋（

３
２σ１α１＋

３
８α１α２）ａ

４
１－ｆ

２
１＋ａ

２
１×

　　（μ＋σ２１＋
１
１６α

２
２＋
１
２σ１α２）＝０ （８ａ）

１
１６β

２
１ａ
６
２＋（

１
６σ２β１＋

１
１２β１β２）ａ

４
２＋ａ

２
２－
１
９Ｆ

２
２×

　　（μ＋１９σ
２
２＋
１
３６β

２
２＋
１
９σ２β２）＝０ （８ｂ）

令：

ｋ１１＝
９
１６α

２
１，ｋ１２＝

３
２σ１α１＋

３
８α１α２，

ｋ１３＝μ＋σ
２
１＋
１
１６α

２
２＋
１
２σ１α２，ｋ１４＝－ｆ

２
１，

ｋ２１＝
１
１６β

２
１，ｋ２２＝

１
６σ２β１＋

１
１２β１β２，

７０１
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ｋ２３＝μ＋
１
９σ

２
２＋
１
３６β

２
２＋
１
９σ２β２，

ｋ２４＝－
１
９Ｆ

２
２，Ａｉ＝ｋｉ２

２－３ｋｉ１ｋｉ３，

Ｂｉ＝ｋｉ２ｋｉ３－９ｋｉ１ｋｉ４，Ｃｉ＝ｋｉ３
２－３ｋｉ２ｋｉ４，

Δｉ＝Ｂｉ
２－４ＡｉＣｉ，ｉ＝１，２ （９）

将式（９）代入方程（８），就可以得到分岔响应
方程（８）的几种不同的定常解．

３　数值模拟

本节运用 Ｍａｐｌｅ给出横向激励与面内激励联
合作用下四边简支矩形薄板在主参数共振－１∶３内
共振情形下的双Ｈｏｐｆ分岔非线性振动响应．

图２　薄板系统在参数平面μ－σ１上的局部分岔图

Ｆｉｇ．２Ｌｏｃａｌｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｉｎｐｌａｔｅｓｙｓｔｅｍ

ｉｎｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｐｌａｎｅｏｆμ－σ１

图３　薄板在定常解ａ１≠０，ａ２＝０附近的运动形式

Ｆｉｇ．３　Ｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｉｎｐｌａｔｅｎｅａｒｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａ１≠０，ａ２＝０

根据以上分析结果，选取方程（４）中的参数和
初值分别为σ２＝０．３８，α１＝１．０５，α２＝１．６４，ｆ１＝
１，ｘ１０＝０．１７，ｘ２０＝０．３９，ｘ３０＝０．２８，ｘ４０＝０．６６，
我们得到系统（４）的局部分岔集以及不同区域对
应的非线性振动形式．图２表示四边简支矩形薄板
在参数空间μ－σ１上的局部分岔图．

我们选取横向激励与面内激励联合作用下四

边简支矩形薄板的阻尼系数为 μ＝０．３，调谐参数
为σ２＝０．４，初始条件为ｘ１０＝０．３，ｘ２０＝０．２３，ｘ３０＝
０．４，ｘ４０＝０．３２，薄板在定常解ａ１＝０，ａ２≠０处的非
线性振动形式如图３所示．

随着参数变化，当四边简支矩形薄板的阻尼系

数为μ＝０．６７，调谐参数为 σ１＝０．４，初始条件为
ｘ１０＝０．２５，ｘ２０＝０．２３，ｘ３０＝０．４４，ｘ４０＝０．６５时，薄
板的非线性振动为概周期运动，如图４所示．

图４　薄板在双Ｈｏｐｆ分岔点附近的概周期运动

Ｆｉｇ．４　Ａｌｍｏｓｔｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｉｎｐｌａｔｅｎｅａｒｔｈｅ

ｄｏｕｂｌｅＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｏｉｎｔ

４　结论

本文基于奇异性理论，主要研究了在主参数共

振－１∶３内共振情形下同时受到参数激励与外激励
联合作用的四边简支矩形薄板系统的局部定常解．
考虑弱阻尼和弱激励的情形，我们得到了四边简支

矩形薄板在直角坐标和极坐标系下的平均方程，在

此基础上，进一步分析了四边简支矩形薄板系统在

不同参数取值下可能发生的非线性振动形式．

８０１
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