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摘要　Ценов方程和ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程是非完整力学史上较晚出现的运动方程．这些方程的建立不仅有历史

意义，而且有理论和应用的优势．本文对Ценов方程和ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程的形成提供一些史料，并提出一些看

法．
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引言

ЦеновＮ（１８８３－１９６７）是保加利亚著名数学
家、科学院院士．ＭａｃＭｉｌｌａｎＷＤ（１８７１－１９４８）是美
国著名天文学家和数学家．他们在非完整力学方面
的贡献主要是他们各自得到的非完整系统的新型

运动方程．本文就分析力学的 Ценов方程和 Ｍａｃ
Ｍｉｌｌａｎ方程的形成和发展给出一些史料．史鉴使人
明智，这也是让大家了解学科史的宗旨．

１　Ценов方程

１．１　Ценов简介

ИванЦеновАнгелов（１８８３－１９６７），汉译伊力
·采诺夫·安格洛夫，英译 Ｉ．Ｔｓｅｎｏｖ，法译 Ｉ．
Ｔｚéｎｏｆｆ，保加利亚著名数学家．按习惯他应叫 И．

Ангелов，但他自己取名 И．Ценов．生于１８８３年１
月２日，卒于１９６７年９月１９日．１９２９年成为保加
利亚科学院院士，１９５１年获季米特洛夫奖金，１９６５
年被誉为人民科学活动家．１９２２－１９５１年任索菲
亚大学教授和分析力学教研室主任，１９５１－１９５８
年为一般和应用数学教研室主任．采诺夫有不少关
于分析力学的论著，有“采诺夫方程”等．
１．２　混合型方程（１９２４）

对非完整约束系统，将系统的加速度能Ｓ分成
两部分，一部分Ｓ０仅含独立的广义加速度，另一部

分Ｓ１仅含不独立的广义加速度，结果运动方程一
部分是ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ型的，另一部分是 Ａｐｐｅｌｌ型
的．

设非完整约束是双面理想的，有形式：

ｑε＋β＝Ｂε＋β，σ（ｔ，ｑｓ）ｑσ
（σ＝１，２，…，ε；ε＝ｎ－ｇ；β＝１，２，…，ｇ；
　ｓ＝１，２，…，ｎ） （１）

这儿及以后相同指标表示求和．将加速度能Ｓ表示
为：

Ｓ＝Ｓ０（ｔ，ｑｓ，ｑｓ，̈ｑσ）＋Ｓ１（ｔ，ｑｓ，ｑｓ，̈ｑε＋β） （２）
将式（１）对时间ｔ求导数，得：

ｑ̈ε＋β＝Ｂε＋β，σｑ̈σ＋… （３）
其中未写出之项不含广义加速度．令：

槇Ｓ１（ｔ，ｑｓ，ｑｓ，̈ｑσ）＝Ｓ１（ｔ，ｑｓ，ｑｓ，Ｂε＋β，σｑ̈σ） （４）
则方程有形式：

ｄ
ｄｔ
Ｔ
ｑσ
－Ｔ
ｑσ
＋
槇Ｓ１
̈ｑσ

槇＝Ｑσ　（σ＝１，２，…，ε）

（５）
其中，

槇Ｑσ＝Ｑσ＋Ｑε＋βＢε＋β，σ （６）
为嵌入约束后的广义力．

方程（５）就是Ｔｚéｎｏｆｆ１９２４年导出的非完整系
统的方程［１］，它是由 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ型与 Ａｐｐｅｌｌ型
混合而成的，称为混合型方程．这类方程对某些问
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题有可能兼顾Ｌａｇｒａｎｇｅ方程和Ａｐｐｅｌｌ方程的优点．
为叙述方便，将方程（５）称为第一类Ｔｚéｎｏｆｆ方程．
１．３　类Ａｐｐｅｌｌ型方程（１９５３）

设系统的位型由ｎ个广义坐标ｑｓ（ｓ＝１，２，…，

ｎ）来确定．Ｔｚéｎｏｆｆ构造一函数［２］：

Ｋ＝１２（̈Ｔ－３̈Ｔ０）－Ｑｓ̈ｑｓ （７）

其，Ｔ为系统动能，Ｑｓ为广义力，而：

Ｔ̈０＝
Ｔ
ｑｓ
ｑ̈ｓ＋… （８）

Ｇａｕｓｓ原理成为：

Ｋ
̈ｑｓ
δ̈ｑｓ＝０ （９）

对完整系统，δ̈ｑｓ（ｓ＝１，２，…，ｎ）彼此独立，故有：

Ｋ
̈ｑｓ
＝０　（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１０）

这就是Ｔｚéｎｏｆｆ在１９５３年导出的方程，它与 Ａｐｐｅｌｌ
方程类似，故称为类 Ａｐｐｅｌｌ型方程，也可称为第二
类Ｔｚéｎｏｆｆ方程．
１．４　Ｔｚéｎｏｆｆ工作的推广与发展
１．４．１　万有ｄ′Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理

罗马尼亚学者 Ｍａｎｇｅｒｏｎ和 Ｄｅｌｅａｎｕ的万有 ｄ′
Ａｌｅｍｂｅｒｔ原理［３］：

（－ｍｉ̈ｒｉ＋Ｆｉ）·δｒｉ
（ｍ）
＝０　（ｍ＝０，１，２，…）

δｔ＝０，δｒｉ＝δｒｉ＝…＝δ ｒｉ
（ｍ－１）

＝０，δｒｉ
（ｍ）
≠０

（１１）
在广义坐标下可写成以下形式：

１
ｍ
（ｍ＋１）Ｔ

ｑｓ
－Ｔ

（ｍ）

ｑ
（ｍ）[ ]
ｓ

＋Ｑ{ }ｓδｑｓ（ｍ）＝０ （１２）

１．４．２　广义Ｔｚéｎｏｆｆ函数
保加利亚学者 Ｄｏｌａｐｔｃｈｉｅｗ（Далапчиев）于

１９６６年给出广义Ｔｚéｎｏｆｆ函数［４］为：

Ｋｍ＝１{ｍ Ｔ
（ｍ）
－（ｍ＋１）Ｔ０

（ｍ }） －Ｑｓｑｓ
（ｍ）

（１３）

当ｍ＝２时，它为Ｔｚéｎｏｆｆ函数（７）．
１．４．３　第一类Ｔｚéｎｏｆｆ方程的推广

Ｄｏｂｒｏｎｒａｖｏｖ指出［５］，混合型方程（５）表面复
杂，但实际应用中会有方便之处．Ｄｏｂｒｏｎｒａｖｏｖ的这
本专著是梅凤翔在法国进修时（１９８１．０１－１９８２．
１２），他的导师 Ｐｉｒｏｎｎｅａｕ（１９２３－１９８３）教授跟
Ｒｕｍｙａｎｔｓｅｖ（１９２１－２００７）院士要来的，梅凤翔复印
了全书．

１．４．４　第二类Ｔｚéｎｏｆｆ方程的推广
Ｄｏｂｒｏｎｒａｖｏｖ称方程（１０）为二阶 Ｔｚéｎｏｆｆ方

程［５］．文献［６－１４］将第二类Ｔｚéｎｏｆｆ方程做了各种
推广，文献［１５］还研究了方程的对称性与守恒量．
１．５　小结

１９世纪末至２０世纪初是非完整力学的奠基
时期，这个时期 Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ（１８６９－１９４２），Ｖｏｒｏｎｅｔｚ
（１８７１－１９２３），Ｖｏｌｔｅｒｒａ（１８６０－１９４０），Ａｐｐｅｌｌ（１８５５
－１９３０），Ｈａｍｅｌ（１８７７－１９５４）等的工作为非完整
力学奠定了基础，出现了各类运动微分方程．但是，
运动微分方程的研究并未停止，其中，Ｔｚéｎｏｆｆ在
１９２４年和１９５３年的工作都很重要，后人对他工作
的推广足以证明这一点．力学史著作［１６］提到
Ｔｚéｎｏｆｆ的工作，并认为 Ｔｚéｎｏｆｆ发展了 Ｖｏｒｏｎｅｔｚ的
工作．

２　ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程

２．１　ＭａｃＭｉｌｌａｎ简介
ＭａｃＭｉｌｌａｎＷＤ（１８７１－１９４８），汉译麦克米伦，

美国天文学家、数学家．生于威斯康星州的拉克罗
斯，卒于明尼苏达州的圣保罗．曾在弗吉尼亚大学
福雷斯特湖学院和沃恩堡大学学习，１８９８年在沃
恩堡大学获文学士学位．随后进芝加哥大学学习，
１９０６年获硕士学位，１９０８年获哲学博士学位．１９０７
－１９０８年为该校地质学的助理研究员，１９０８－
１９０９年为数学和天文学的助理研究员，１９３６年为
该校名誉教授．主要从事星原学以及应用数学中与
此相关的课题研究．着重研究行星和恒星的形成，
提出两个假设：宇宙保持于一种稳定状态和宇宙的

一个大范围内的能量守恒．这些假设可以解释所谓
德切斯库—奥尔佰斯佯谬以及宇宙射线的来源．对
位势理论、具有周期系数的微分方程理论、自守函

数理论均有开创性研究．对相对论在美国的传播也
做出了贡献．著有《理论力学》（３卷，１９２７－１９３６）
（摘自《科学家大词典》（上海：上海辞书出版社，上

海科技教育出版社，２０００））．
ＭａｃＭｉｌｌａｎ的专著有：
ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＭｅｃｈａｎｉｃｓ，
Ｖｏｌ１ＴｈｅＳｔａｔｉｃｓａｎｄｔｈｅＤｙｎａｍｉｃｓｏｆａＰａｒｔｉｃｌｅ

（１９２７，ｒｅｐｒｉｎｔｅｄ１９５８ｂｙＤｏｖｅｒ，ＮｅｗＹｏｒｋ）；
Ｖｏｌ２ＴｈｅＴｈｅｏｒｙｏｆｔｈｅＰｏｔｅｎｔｉａｌ（１９３０，ｒｅｐｒｉｎ

ｔｅｄ１９５８ｂｙＤｏｖｅｒ）；

８９
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Ｖｏｌ３ＤｙｎａｍｉｃｓｏｆＲｉｇｉｄＢｏｄｉｅｓ（１９３６，ｒｅｐｒｉｎｔｅｄ
１９６０ｂｙＤｏｖｅｒ）．

（摘自 Ｐａｐａｓｔｒａｖｒｉｄｉｓ的《分析力学》［１７］）．

２．２　ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程
１９３６年 ＭａｃＭｉｌｌａｎ在他的《刚体动力学》第

１５４节“Ｌａｇｒａｎｇｅ方程对非完整系统情形的推广”
中给出如下方程［１８］：

Ｔ
ｑ′( )

ｊ

′

－Ｔ
ｑｊ
－Ｗｊ＝Ｑｊ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （１４）

其中，

Ｔ＝１２∑ｍ（ｘ′
２＋ｙ′２＋ｚ′２）

Ｗｊ＝∑ｍ（ξｊｘ′＋ηｊｙ′＋ζｊｚ′）

ξｊ＝ ｘ
ｑ( )
ｊ

′
－ｘ′
ｑｊ

ηｊ＝ ｙ
ｑ( )
ｊ

′
－ｙ′
ｑｊ

ζｊ＝ ｚ
ｑ( )
ｊ

′
－ｚ
ｑｊ

方程（１４）后人称为ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程．
上式中的“一撇儿”表示对时间 ｔ的导数；Ｔ为

用独立广义速度表示的动能；因为一开始就考虑到

非完整约束，故ξｊ，ηｊ，ζｊ不为零；Ｗｊ为添加项，表示
由非完整约束引起的特殊项；如果没有非完整约

束，则Ｗｊ＝０（ｊ＝１，２，…，ｎ），方程成为 Ｌａｇｒａｎｇｅ方
程，因此，ＭａｃＭｉｌｌａｎ称其为Ｌａｇｒａｎｇｅ方程的推广．
２．３　ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程的影响与发展

１）ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程是非完整力学史上较晚出
现的方程，比Ａｐｐｅｌｌ方程晚３７年，但仍受到学者们
的关注．
２）周培源先生是最早认识到 ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程

重要性的学者，在他的《理论力学》［１９］（１９５２）中介

绍了这类方程，但没有提名字．
３）苏联著名非完整力学专家 ＤｏｂｒｏｎｒａｖｏｖＶＶ

１９６１年在莫斯科包曼工学院的《力学》上刊登论文
“ｄ′ＡｌｅｍｂｅｒｔＬａｇｒａｎｇｅ原理、Ｈｌｄｅｒ原理和带非完
整约束的力学系统的运动方程”，其中提到 Ｍａｃ
Ｍｉｌｌａｎ方程，并称其为“自然方程”［２０］．

Ｄｏｂｒｏｎｒａｖｏｖ的“自然方程”的提法很有道理，
因为当没有非完整约束时，添加项 Ｗｊ为零，Ｍａｃ
Ｍｉｌｌａｎ方程就“自然地”成了Ｌａｇｒａｎｇｅ方程．
４）Ｄｏｂｒｏｎｒａｖｏｖ指出，ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程不能推广

到非线性非完整系统［２０］，但是这种论断是不对

的［２１］，文献［２２］做了这种推广．

设力学系统的位型由 ｎ个广义坐标 ｑｓ（ｓ＝１，

２，…，ｎ）来确定，它的运动受有 ｇ个双面理想 Ｃｈｅ

ｔａｅｖ型非线性非完整约束．

ｑε＋β＝φβ（ｑｓ，ｑσ，ｔ）

（β＝１，２，…，ｇ；ｓ＝１，２，…，ｎ；σ＝１，２，…，ε；

ε＝ｎ－ｇ）

广义ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程有形式［２２］：

ｄ
ｄｔ
槇Ｔ
ｑσ
－

槇Ｔ
ｑσ

槇＝Ｑσ＋∑ｍｉ（ｒｉ）·

　 ｄ
ｄｔ
（ｒｉ）
ｑσ

－
（ｒｉ）
ｑ[ ]
σ

　（σ＝１，２，…，ε）

（１５）

其中，槇Ｔ为用独立广义速度表示的动能，而：

槇Ｑσ ＝Ｑσ＋∑Ｑε＋βφβｑσ
又（ｒｉ）为消去不独立广义速度的第ｉ个质点的速度

矢量．如果非完整约束是线性的，则方程（１５）给出

ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程（１４）．

文献［２３－２５］将 ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程推广到变质

量系统，文献［２６－２７］研究了准坐标下的ＭａｃＭｉｌ

ｌａｎ方程，文献［２８］研究了事件空间中的 ＭａｃＭｉｌｌ

ａｎ方程．

５）ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程的优点在于它是“自然地”，

“自然地”说明为什么第二类 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程不适用

于非完整系统．这类方程的缺点在于它还没有脱离

开直角坐标，因此，添加项Ｗｊ的计算比较繁琐．

６）Ｄｏｂｒｏｎｒａｖｏｖ曾提出，在由 ｄ′ＡｌｅｍｂｅｒｔＬａ

ｇｒａｎｇｅ原理推导非完整系统的运动微分方程时何

时考虑非完整约束的问题［２９］．他分成两类，一类是

一开始就注意到非完整约束，如 Ａｐｐｅｌｌ，Ｖｏｌｔｅｒｒａ，

ＭａｃＭｉｌｌａｎ等．另一类是将原理变换到广义坐标形

成后才考虑非完整约束，如Ｃｈａｐｌｙｇｉｎ，Ｈａｍｅｌ等．由

此可见，ＭａｃＭｉｌｌａｎ方程的历史地位．

２．４　小结
ＭａｃＭｉｌｌａｎ对非完整力学的贡献主要是他在

《理论力学》第三卷《刚体动力学》中导出的自然方

程．他的这套书很有名，其中第三卷在１９５１年被译

成俄文．

９９
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３　结语

Ценов的两类方程（１９２４，１９５３）和 ＭａｃＭｉｌｌａｎ
方程（１９６３）是非完整力学史上较晚出现的运动方
程．这些方程不仅有它们的历史意义，而且有其理
论和应用上的优势．本文介绍了这些方程的起源及
其后学的发展．学习两位大学问家的创新精神，十
分重要．
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