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异结构不确定时变时滞复杂网络的外同步

王周洋　顾佳佳　田静
（辽宁师范大学物理与电子技术学院，大连　１１６０２９）

摘要　本文研究了具有时间延迟的异结构不确定网络之间的外同步问题．基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，采用

双向耦合自适应方法实现了两个结构互异的复杂网络之间的外同步．并且，网络的拓扑结构以及耦合强度

也被同时确定．在数值模拟中，选取ＶａｎｄｅｒＰｏｌ系统和 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统作为网络节点进行仿真模拟，验证其理

论结果的有效性．
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引言

近年来，复杂网络同步以其在通信安全、物理

学及自动控制等领域中的应用潜能，逐渐引起了学

者们的研究兴趣［１３］．许多文献已报道了有关网络
中节点间的同步问题，即网络的内同步行为．然而，
实际网络不仅存在内同步行为，也存在外同步行

为．为此，Ｌｉ等人首次提出将外同步作为一种新的
同步方式，并说明了网络之间同步的可能性［４］．而
后，许多学者在此基础上提出了多种实现网络外同

步的方法［５８］．另外，为更接近真实情况，研究的网
络也逐渐涉及到不确定、时变、时滞等特性［９１１］．

值得注意的是，网络外同步的相关研究主要集

中在驱动和响应网络是同结构的情况［１２］．在现实
世界中，还存在许多异结构网络间的同步现象．显
然，研究具有时变时滞的异结构不确定网络之间的

外同步对实际应用领域更具有借鉴性．目前，这类
研究的相关报道还较少，同步的研究方法也相对单

一，主要通过设计有效的控制器来实现异结构不确

定网络的外同步．因此，在不加入控制器的情况下，
如何通过网络之间的耦合作用实现网络的外同步

是一项十分有意义的工作．
本文进行了具有时滞时变的两个异结构复杂

网络之间的外同步研究．基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理
论，运用双向耦合的自适应方法，不但实现了两个

网络之间的外同步，而且网络的拓扑结构和网络节

点之间的耦合强度也被同时确定．通过采用 Ｖａｎ
ｄｅｒＰｏｌ系统和Ｄｕｆｆｉｎｇ系统分别作为两个网络的节
点进行仿真模拟，发现网络之间的同步性能非常稳

定．

１　网络与网络之间同步的机理分析

考虑由Ｎ个节点构成的复杂网络，由于耦合
作用，网络具有下列形式

ｘｉ（ｔ）＝Ｃｘｉ（ｔ）＋Ｆ（ｘｉ（ｔ））＋σｉ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｈ（ｘｊ（ｔ））

　　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （１）
其中Ｃｘｉ（ｔ）是状态方程的线性部分，ｘｉ（ｔ）∈Ｒ

ｎ是

网络第ｉ个节点的状态变量，σｉ是网络内部节点之

间的耦合强度，Ａ＝（ａｉｊ（ｔ））Ｎ×Ｎ∈Ｒ
Ｎ×Ｎ是表示网络

拓扑结构的时变耦合矩阵．如果节点 ｉ和 ｊ之间存
在连接，则 ａｉｊ（ｔ）≠０，否则，ａｉｊ（ｔ）＝０．ｈ（ｘｊ（ｔ））是
内部耦合方程．

现在，我们考虑下面两个具有双向耦合的时滞

网络：

ｘｉ（ｔ）＝Ｃｘｉ（ｔ）＋Ｆ（ｘｉ（ｔ））＋

σｉ∑
Ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ（ｔ）ｈ（ｘｊ（ｔ－τ））－

ｒｉ（ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）） （２）
ｙｉ（ｔ）＝Ｄｙｉ（ｔ）＋Ｇ（ｙｉ（ｔ））＋

σ^ｉ∑
Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｔ）ｈ（ｙｊ（ｔ－τ））＋

ｋｉ（ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ）） （３）
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这里 σ^ｉ是网络内部节点之间待定的耦合强度，τ
是耦合延迟，ｒｉ和ｋｉ为耦合系数．

为了使两个网络之间达到同步，定义两个网络

节点状态变量之间的误差为：

ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ） （４）
则误差随时间的演化关系为：

ｅｉ（ｔ）＝ｙｉ（ｔ）－ｘｉ（ｔ） （５）
构造网络的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数：

Ｖ（ｔ）＝１２∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ）＋

１
２∑
Ｎ

ｉ＝１
（^σｉ－σｉ）

２＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１

１
２ｑｉ
（ａｉｊ（ｔ）－Ｈ）

２＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１

１
２ｌｉ
（ｂｉｊ（ｔ）－Ｈ）

２＋

∑
Ｎ

ｉ＝１

１
２λｉ
（ｋｉ＋Ｌ１）

２＋∑
Ｎ

ｉ＝１

１
２ψｉ
（ｒｉ＋Ｌ２）

２＋

ασｉＮＨ

２ ∑
Ｎ

ｉ＝１∫ｔｔ－τｅＴｉ（ｓ）ｅｉ（ｓ）ｄｓ （６）

上式中ｑｉ、ｌｉ、λｉ、ψｉ以及 α是大于零的实数，Ｈ是
矩阵元ａｉｊ（ｔ）和ｂｉｊ（ｔ）的配置参量．

则Ｖ的导数为：

Ｖ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ）＋∑

Ｎ

ｉ＝１
（^σｉ－σｉ）^σ

·

ｉ＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１

１
ｑｉ
（ａｉｊ（ｔ）－Ｈ）ａｉｊ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１

１
ｌｉ
（ｂｉｊ（ｔ）－Ｈ）ｂｉｊ（ｔ）＋

∑
Ｎ

ｉ＝１

１
λｉ
（ｋｉ＋Ｌ１）ｋｉ＋∑

Ｎ

ｉ＝１

１
ψｉ
（ｒｉ＋Ｌ２）ｒｉ＋

ασｉＮＨ

２ ∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｅＴｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ）－

ｅＴｉ（ｔ－τ）ｅｉ（ｔ－τ）］ （７）
我们设计以下更新规则：

σ^·ｉ＝－ｅ
Ｔ
ｉ（ｔ）∑

Ｎ

ｊ＝１
ｂｉｊ（ｔ）ｈ（ｙｊ（ｔ－τ）） （８）

ａｉｊ（ｔ）＝ｑｉｅ
Ｔ
ｉ（ｔ）σｉｈ（ｘｊ（ｔ－τ）） （９）

ｂｉｊ（ｔ）＝－ｌｉｅ
Ｔ
ｉ（ｔ）σｉｈ（ｙｊ（ｔ－τ）） （１０）

ｋｉ＝－λｉｅ
Ｔ
ｉ（ｔ）［Ｇ（ｙｉ（ｔ））＋ｋｉｅｉ（ｔ）＋

Ｍｅｉ（ｔ）］（ｋｉ＋Ｌ１）－１ （１１）

ｒｉ＝ψｉｅ
Ｔ
ｉ（ｔ）［Ｆ（ｘｉ（ｔ））＋（Ｃ－Ｄ）ｘｉ（ｔ）－

ｒｉｅｉ（ｔ）］（ｒｉ＋Ｌ２）－１ （１２）

其中Ｍ为配置参量．
将上述更新规则代入（７）式中，可以得到

Ｖ（ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（Ｄ－Ｍ）ｅｉ（ｔ）＋

σｉ∑
Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
ｅＴｉ（ｔ）Ｈ［ｈ（ｙｊ（ｔ－τ））－ｈ（ｘｊ（ｔ－τ））］＋

ασｉＮＨ

２ ∑
Ｎ

ｉ＝１
［ｅＴｉ（ｔ）ｅｉ（ｔ）－ｅ

Ｔ
ｉ（ｔ－τ）ｅｉ（ｔ－τ）］（１３）

假设１：对于任意的ｘ，ｙ∈Ｒｎ，对于实数 α＞０，下列
关系成立：

‖ｈ（ｙ）－ｈ（ｘ）‖≤α‖ｙ－ｘ‖ （１４）
引理１：对于任意向量ｘ，ｙ∈Ｒｎ，满足不等式：
２ｘＴｙ≤ｘＴｘ＋ｙＴｙ （１５）
将（１６）式、（１７）式代入（１５）式中，可以得到：

Ｖ（ｔ）≤∑
Ｎ

ｉ＝１
ｅＴｉ（ｔ）（Ｄ＋ασｉＮＨ －Ｍ）ｅｉ（ｔ）（１６）

若配置参量Ｍ满足Ｍ≥Ｄ＋ασｉＮＨ，则存在：
Ｖ（ｔ）≤０ （１７）
根据 Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理，两个不确定时变时滞网

络的外同步得以实现．

２　仿真模拟

采用ＶａｎｄｅｒＰｏｌ系统和Ｄｕｆｆｉｎｇ系统分别作为
两网络节点的状态方程进行仿真模拟，进而说明上

述同步机理．
ＶａｎｄｅｒＰｏｌ系统的状态方程具有下列形式：
ｘ１（ｔ）＝ｘ２（ｔ）

ｘ２（ｔ）＝－ε（１－ｘ１（ｔ））ｘ２（ｔ）－ｘ
３
１（ｔ）＋Ａｃｏｓω１{ ｔ

（１８）

其中参量ε＝０．１，ω１＝１．
Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的动力学方程具有下列形式：
ｙ１（ｔ）＝ｙ２（ｔ）

ｙ２（ｔ）＝－ρｙ２（ｔ）－ｙ１（ｔ）－ｙ
３
１（ｔ）＋Ｂｃｏｓω２{ ｔ

（１９）

其中参量ρ＝０．１８，ω２＝０．８．
仿真模拟时，选择网络节点数Ｎ＝５，为模拟方

便，取耦合方程ｈ（ｘｉ（ｔ－τ））＝ｘｊ（ｔ－τ），ｈ（ｙｉ（ｔ－

τ））＝ｙｊ（ｔ－τ）．参量取值为 ｑｉ＝１５，ｌｉ＝６，Ｌ１＝Ｌ２
＝１０，Ｍ ＝５，λｉ＝１０，ψｉ＝１５．同时，取耦合延迟 τ
＝０．１，耦合强度σｉ＝０．８，并假定第二个网络中的
耦合强度是待定的．耦合矩阵元 ａｉｊ（ｔ）和 ｂｉｊ（ｔ）的
初值分别在（０，１）的区间内随机选取，其它各状态
变量的初值均在（－１，１）的区间内随机选取．我们
仿真模拟两个网络节点状态变量的误差 ｅｉ（ｔ）（ｉ＝
１，２，．．．５）随时间的演化规律如图１所示；运用更
新规则（８）至（１２），我们模拟出待定的耦合强度随

６２
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时间的演化规律如图２所示；图３和４分别表示时
变耦合矩阵元ａｉｊ（ｔ）、ｂｉｊ（ｔ）随时间的演化图像．图
５和６分别表示耦合系数ｒｉ、ｋｉ随时间的演化图像．

图１　误差ｅｉ（ｔ）随时间演化图像

Ｆｉｇ．１　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｅｉ（ｔ）

图２　耦合强度σｉ（ｔ）随时间演化图像

Ｆｉｇ．２　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｓｔｒｅｎｇｔｈσｉ（ｔ）

图３　耦合矩阵ａｉｊ（ｔ）随时间演化图像

Ｆｉｇ．３　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｍａｔｒｉｘａｉｊ（ｔ）

从图１可看出，网络在耦合连接初期，由于各
节点状态变量所取初值不同，因此其误差ｅｉ＝（ｅｉ１，

ｅｉ２）
Ｔ（ｉ＝１，２…，５）随时间演化的差异十分明显．但

经过一个暂态过程后，两网络中对应的五个节点之

间的误差变量随时间的演化均趋于零，意味着网络

之间的外同步得以实现．另外，从图２至６中可看

图４　耦合矩阵ｂｉｊ（ｔ）随时间演化图像

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｍａｔｒｉｘｂｉｊ（ｔ）

出，随着网络误差趋于零，网络耦合强度 σｉ、耦合
矩阵元ａｉｊ（ｔ）和ｂｉｊ（ｔ）以及耦合系数ｒｉ和ｋｉ也趋于
定值，即 σｉ、ａｉｊ（ｔ）、ｂｉｊ（ｔ）、ｒｉ、ｋｉ均被有效地识别．

图５　耦合系数ｒｉ（ｔ）随时间演化图像

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｒｉ（ｔ）

图６　耦合系数ｋｉ（ｔ）随时间演化图像

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｋｉ（ｔ）

３　结论

仿真结果显示，对两个网络实施耦合后，经过

一个短暂的过渡过程，两个网络节点之间达到了完

全同步．同时，网络待定的耦合强度 σｉ、时变耦合
矩阵元ａｉｊ（ｔ）和ｂｉｊ（ｔ）以及耦合系数ｒｉ和ｋｉ也被确
定．

７２
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