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摘要　辛精细积分方法汲取了辛几何算法保持动力学系统辛结构的优点和精细积分方法高精度的数值优

点，其实现过程中涉及到大量矩阵求逆运算．为减小辛精细积分方法的运算量，本文在辛精细积分算法之前

先将非齐次方程近似齐次化，使得矩阵求逆部分不显含时间，降低矩阵求逆计算量，并将这一方法应用于无

阻尼Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的数值分析．通过与经典四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式及精细积分方法对比，发现辛精细积分方法

在数值精度、计算耗时、保持系统能量等方面明显优于 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式．此外，与精细积分方法相比，辛精

细积分方法在保持系统能量方面存在明显优势．

关键词　辛精细积分方法，　Ｄｕｆｆｉｎｇ方程，　齐次化，　辛几何

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６０４３

引言

３０多年前，冯康教授等针对有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ
系统的长时间数值积分，基于辛几何理论，创立了

辛算法［１］．辛算法具有长时间数值稳定性的奥妙在
于其在算法设计过程中，每一步都能精确保持系统

辛结构．正是由于这一开创性的研究成果，冯康教
授及其研究团队荣获１９９７年自然科学一等奖．此
后，辛算法理论框架逐渐完善［２］，并在天体力学等

领域得到了一定的推广应用［３］．
在长期的研究过程中，力学工作者发现，辛算

法在以下方面存在不足：一是辛几何理论太过于数

学化，何谓“辛”一直是将辛算法理论应用于力学

问题的瓶颈；二是辛算法本身与系统的对称性密切

相关［４］，也就是说在构造辛算法之前，对系统的对

称性需要有深刻的认识．基于以上两点，那么有没
有一种能够适用于力学系统的时程积分方法呢？

针对这一问题，我国钟万勰教授针对描述动力学问

题的微分方程模型，创立了具有极高数值精度的精

细积分方法［５］，这一开创性的研究工作被公认为是

近年来计算力学领域最重要的研究成果之一，在动

力学与控制领域、弹性力学领域得到了较为广泛的

应用［６，７］，钟万勰教授研究团队也因此荣获 ２０１０

年自然科学二等奖．
钟万勰教授创立的精细积分方法，回避了辛几

何理论中复杂的数学理论，实用性更强了．然而，也
正因为如此，精细积分方法能否保辛一直是学术界

讨论的焦点，从数值结果上看，钟万勰教授认为精

细积分方法是近似保辛的．为了让精细积分方法从
是否保辛这一议题中解脱出来，邓子辰教授和黄永

安教授等将辛算法思想引入精细积分方法，提出了

辛精细积分方法［８］，使得精细积分方法在提高数值

计算精度的同时，能够长时间保持系统辛结构，提

高数值算法的稳定性．
对于非齐次微分方程系统，辛精细积分方法处

理起来计算量将大幅增加，针对这一问题，本文首

先将凑微分思想应用于非齐次微分方程系统，近似

地将非齐次方程系统转化为齐次系统，然后再采用

辛精细积分方法求解，得到了具有长时间数值稳定

和高精度的数值分析结果，同时计算量较直接使用

辛精细积分方法大幅降低．

１　受迫Ｄｕｆｆｉｎｇ方程及其齐次化

钟万勰教授从一根弹簧的振动入手，深入浅出

地阐述了力、功、能量之间的本质联系．本部分将在
回顾力、功及能量之间本质联系的基础上，回顾
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Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的力学背景，并采用凑微分思想，将含
有外激励的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程这一非齐次方程近似齐次
化，为后续开展 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的辛精细积分方法研
究奠定基础．

众所周知，弹性系统的胡克定律中，弹簧的弹

性势能Ｕ与位移（形变）ｘ的二次幂成正比，以一维
情形为例，即：

Ｕ（ｘ）＝１２ω
２ｘ２ （１）

其中ｘ表示弹簧振子离开平衡位置的位移，ω为常
数．式（１）的微分形式表明系统的恢复力 ｆ与位移
成正比（线性关系）：

ｆ＝－ｄＵｄｘ＝－ω
２ｘ （２）

将式（２）代入牛顿第二定律 ｍ̈ｘ＝ｆ，得到单位质量
线性弹簧振子的运动微分方程：

ｘ̈＋ω２ｘ＝０ （３）
这一线性运动方程成立的前提条件是弹簧系统中

的应力与应变之间成线性关系．
然而，实际的许多弹簧系统（如建筑工程中的

大量构件和桁架）并不服从这样简单的规律．一般
来讲，一维弹性系统的势能具有如下的普遍形式：

Ｕ（ｘ）＝１２κｘ
２＋１３λｘ

３＋１４μｘ
４＋… （４）

其中，κ，λ，μ均为常数，由此得到系统的恢复力形
式为：

ｆ＝－ｄＵｄｘ＝－κｘ－λｘ
２－μｘ３－… （５）

上式是典型的非线性恢复力．虽然实际的弹簧
系统大多是非线性的，但是其弹性势能却是具有某

种对称性，其中最简单的形式是只取弹性势能前两

项：

Ｕ（ｘ）＝１２κｘ
２＋１４μｘ

４ （６）

通常，与κ相比，μ是一个小量，此时的恢复力为：

ｆ＝－ｄＵｄｘ＝－κｘ－μｘ
３ （７）

这种具有对称性（ｆ的奇偶性）的弹性势能对
应的运动微分方程为：

ｘ̈＋κｘ＋μｘ３＝０ （８）
这就是著名的无阻尼 Ｄｕｆｆｉｎｇ方程．在周期性的外
力作用下，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程将写成：

ｘ̈＋κｘ＋μｘ３＝ＦｃｏｓΩｔ （９）

其中Ｆ，Ω分别为外力的振幅和频率．对于式（９）这
类非齐次微分方程系统，辛精细积分方法的计算量

较大，为此，本文将首先采用凑微分思想［９］，将式

（９）近似齐次化．
在周期外力作用下的无阻尼Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（９）利

用凑微分思想［９］可以变为如下的齐次方程的形式：

ｙ̈＋κｙ＋μｙ３＝０ （１０）
其中ｙ＝ｘ－（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ），ｋ１，ｋ２均为待定系
数．将其代入式（１０），得：

ｄ２

ｄｔ２
［ｘ－（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ）］＋κ［ｘ－

　（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ）］＋μ［ｘ－

　（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ）］
３＝０ （１１）

部分展开后，忽略部分高阶项得：

ｘ̈＋κｘ＋μ［ｘ－（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ）］
３

＝（１－Ω２）（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ） （１２）
由于μ远小于κ，所以可做如下的近似（实际上，可
以直接将μ［ｘ－（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ）］

３这一项近似

为零，但是为了使用凑微分思想，保留了 μｘ３这一
可能比 μ（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ）

３这一项值还小的非

线性项）：

μ［ｘ－（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ）］
３＝μｘ３ （１３）

将公式（１３）代入公式（１２）得到齐次方程（１０）的近
似形式：

ｘ̈＋κｘ＋μｘ３＝（１－Ω２）（ｋ１ｃｏｓΩｔ＋ｋ２ｓｉｎΩｔ） （１４）
与式（９）比较系数后得到待定系数的值为：

ｋ１＝
Ｆ

１－Ω２
ｋ２＝０ （１５）

从而得到周期外力作用下的无阻尼达芬方程（９）
近似等价于齐次微分方程：

ｄ２

ｄｔ２
（ｘ－ Ｆ

１－Ω２
ｃｏｓΩｔ）＋κ（ｘ－ Ｆ

１－Ω２
ｃｏｓΩｔ）＋

　μ（ｘ－ｃｏｓΩｔ）３＝０ （１６）
即引入的新的变量可以定义为：

ｙ＝ｘ－ Ｆ
１－Ω２

ｃｏｓΩｔ．

２　辛精细积分格式

针对方程（１６）的辛精细积分方法基本思
路［８］：将方程（１６）降阶后，其系数矩阵可以写成如
下形式：

Ｊ２ｎＨｚ＝Ｈ０＋Ｈ１（ｚ） （１７）

２
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其中，Ｊ２ｎ为反对称阵，Ｈｚ为方阵（含变量 ｚ），Ｈ０为
定常矩阵，Ｈ１（ｚ）为非定常部分（包含非线性项和
非齐次项，在这里只是包含非线性项，因为方程

（１６）是齐次的），ｚ为状态向量，对于方程（１６），ｚ＝
［ｙ，ｙ］Ｔ，则方程（１６）可以写成：

ｚ＝Ｈ０ｚ＋Ｈ１（ｚ） （１８）
在时间区段［ｔｋ，ｔｋ＋１］内，将非定常部分线性化处
理，具体处理方法及过程参见文献［１０］：

Ｈ１（ｚ）＝ｒ０＋ｒ１（ｔ－ｔｋ） （１９）
首先求解齐次线性方程：

ｚ＝Ｈ０ｚ （２０）
Ｈａｍｉｌｔｏｎ矢量场有一个重要性质，即对于足够小的
时间间隔ｔ，ｅｘｐ（Ｈ０·ｔ）一定是一个正则映射，也就
是说，ｅｘｐ（Ｈ０·ｔ）应该能够精确保持哈密尔顿系统
的辛结构，即ｅｘｐ（Ｈ０·ｔ）为一个辛映射．

回顾精细积分法的全过程，不难发现：精细积

分法的高数值精度来源于一系列的乘法变换．然
而，在辛空间内，两个辛矩阵的求和计算并不能保

辛，即加法不能保辛，但是两个辛矩阵的乘积结构

还是辛矩阵，即乘法是保辛的．辛矩阵的这一性质
为我们构造辛精细积分算法提供了一条思路，将指

数矩阵函数ｅｘｐ（Ｈ·Δｔ）进行合理的辛近似，得到
的指数矩阵函数ｅｘｐ（Ｈ·τ）就会具有辛算法的性
质，能够实现系统的近似保辛．实现这一思想的关
键问题在于用数值方法精确地计算变换矩阵 ｅｘｐ
（Ｈ·τ）．

利用有理Ｐａｄé逼近，ｅｘｐ（Ｈ·τ）的 Ｐａｄé逼近
具体形式如下［８］：

ｅｘｐ（Ｈ·τ）≈
ｎｌｍ（Ｈ０·τ）
ｄｌｍ（Ｈ０·τ）

＝Ωｌｍ（Ｈ０·τ）（２１）

式中：

　ｎｌｍ（Ｈ０·τ）＝∑
ｍ

ｋ＝０

（ｌ＋ｍ－ｋ）！ｍ！
（ｌ＋ｍ）！ｋ！（ｍ－ｋ）！（Ｈ０·τ）

ｋ

　ｄｌｍ（Ｈ０·τ）＝∑
ｍ

ｋ＝０

（ｌ＋ｍ－ｋ）！ｍ！
（ｌ＋ｍ）！ｋ！（ｍ－ｋ）！（－Ｈ０·τ）

ｋ

已有研究结果表明［１０］：设Ｈ是无穷小的辛阵，对于
充分小的 ｔ，任意方阵ｇｌｍ（Ｈ·τ）是辛阵，当且仅
当ｌ＝ｍ，即Ωｌｌ（ｘ）是对Ｐａｄé对角逼近的．

依据上述结论，可以通过选择 ｌ＝ｍ＝２，３，…，
就可以使得公式（２１）近似保辛．同时，不难证明 ｌ，
ｍ取值越大，逼近效果越好．为了方便说明构造辛
精细积分算法，选取ｌ＝ｍ＝２，则：

ｚｎ＋１＝ｚｎ＋
τＨ０
２（ｚｎ＋ｚｎ＋１）＋

τ２Ｈ２０
１２（ｚｎ－ｚｎ＋１）（２２）

从而得到传递函数形式：

ｚｎ＋１＝Ω（Ｈ０·τ）·ｚｎ （２３）
其中，Ω（Ｈ０·τ）是一个具有固定精度的数值格
式，本文后续数值实验将采用四阶精度格式为

例［８］：

Ω（Ｈ０·τ）＝
Ｉ＋
Ｈ０·τ
２ ＋

（Ｈ０·τ）
２

１２

Ｉ－
Ｈ０·τ
２ ＋

（Ｈ０·τ）
２

１２

（２４）

利用精细积分思想，可以得到矩阵函数 ｅｘｐ（Ｈ０·

τ）的逼近公式：
ｅｘｐ（Ｈ０·τ）＝ ｅｘｐ（Ｈ０·τ／ｍ[ ]）ｍ

＝Φ（Ｈ０·τ／ｍ）
ｍ

≈
Ｉ＋
Ｈ０·τ／ｍ
２ ＋

（Ｈ０·τ／ｍ）
２

１２

Ｉ－
Ｈ０·τ／ｍ
２ ＋

（Ｈ０·τ／ｍ）
２











１２

２Ｎ

＝
（Ｉ＋Ｔａ）

２（Ｎ－１）
（Ｉ＋Ｔａ）

２（Ｎ－１）

（Ｉ＋Ｔｂ）
２（Ｎ－１）
（Ｉ＋Ｔｂ）

２（Ｎ－１） （２５）

其中

Ｔａ＝
Ｈ０·τ／ｍ
２ ＋

（Ｈ０·τ／ｍ）
２

１２

Ｔｂ＝－
Ｈ０·τ／ｍ
２ ＋

（Ｈ０·τ／ｍ）
２

１２
式（２５）就可以方便地采用精细积分方法进行数值
积分了．联合非定常项的线性近似（２２），就可以得
到非线性方程（１６）解的迭代格式为：

ｚｎ＋１＝Ω ｚｎ＋Ｈ
－１
０ （ｒ０＋Ｈ

－１
０ ｒ１[ ]） －

Ｈ－１０ （ｒ０＋Ｈ
－１
０ ｒ１＋τｒ１） （２６）

需要说明的是，上述格式中，矩阵求逆部分不显含时

间，这加速了矩阵求逆这一计算量较大的运算过程．

３　无阻尼Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的数值实验结果

选取参数：κ＝１，μ＝１．０×１０－６，Ｆ＝０．２，Ω＝
１．５，取时间步长 τ＝０．２，分别用辛精细积分算法、
精细积分算法（参考文献［１０］中非线性非齐次方
程的精细积分格式）和传统的四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格
式求解周期外力作用下无阻尼Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（９），得
到弹簧系统的位移ｘ，速度 ｄｘ／ｄｔ和加速度 ｄ２ｘ／ｄｔ２

的对比情况如图１～３．
三种积分方法的计算时间见表１．从表中不难

３
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图１　三种积分方法得到的系统位移

Ｆｉｇ．１　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｈｒｅｅｉｎｔｅｇｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ

图２　三种积分方法得到的系统速度

Ｆｉｇ．２　Ｓｐｅｅｄｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｈｒｅｅｉｎｔｅｇｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ

图３　三种积分方法得到的系统加速度

Ｆｉｇ．３　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｈｒｅｅｉｎｔｅｇｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ

表１　三种积分格式的计算耗时对比

Ｔａｂｌｅ１　Ｔｉｍｅｃｏｎｓｕｍｉｎｇｏｆｔｈｒｅｅｉｎｔｅｇｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ

Ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ
ｆｏｒｍ

Ｅｘａｃｔｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ

Ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃｅｘａｃｔ
ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

Ｔｉｍｅｃｏｎｓｕｍｉｎｇ
（ｓ）

１１２．７ １０．２ ８．８

看出，精细积分方法和辛精细积分方法的计算时间

远小于四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式的求解时间，辛精细
积分方法的计算时间略小于精细积分方法的计算

时间．其原因是辛精细积分方法执行之前，我们先
对非齐次方程近似齐次化，降低了辛精细积分过程

中矩阵求逆的计算量．
由于考虑的是无阻尼的情况，因此原系统是一

个保守系统，不存在能量耗散．为了反映辛精细积
分算法能够保持系统的不存在能量耗散这一特性，

求解中特别记录了三种算法每一步的系统能量损

失（即弹性势能与单位质量弹簧振子振动动能之和

的增量）情况，如图４．

图４　三种积分方法得到的系统能量损失情况对比

Ｆｉｇ．４　Ｅｎｅｒｇｙｌｏｓｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅｔｈｒｅｅｉｎｔｅｇｒａｌｍｅｔｈｏｄｓ

由分别利用辛精细积分算法、精细积分算法和

四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ格式求解方程（９）得到系统位
移、速度和加速度波形对比中不难发现：辛精细积

分算法与精细积分算法计算精度相当，并且明显高

于四阶Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式．另外，从能量损失情况
看，精细积分算法虽然具有较高的数值精度，但是

它与传统的四阶 Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ格式类似，不能保
持系统的几何特性，而辛精细积分算法能够较好地

长时间保持系统的几何特性（能量）．

３　结论

辛算法由于其良好的长时间数值稳定性和保

辛特点已被应用于力学和天文学等领域，而精细积

分方法注重于算法精度和计算速度，是一种更为通

俗易懂的动力学问题计算方法．结合二者的优点，
辛精细积分方法将具有重要的应用价值．

本文针对辛精细积分方法实现过程中面临的

由于矩阵求逆增加的计算量问题，借鉴凑微分思想

将非齐次微分方程近似齐次化，使得辛精细积分格

式中的非定常项系数矩阵求逆不显含时间变量，降

低矩阵求逆计算量，并将这一方法应用于无阻尼

Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的数值分析．数值分析结果表明：经过
近似齐次化后的辛精细积分方法在数值精度、计算

４
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耗时和保持系统能量等方面明显优于经典 Ｒｕｎｇｅ
－Ｋｕｔｔａ方法；同时，在保持系统能量方面，对现有
的精细积分方法有明显改进．
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