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带有弹性联轴器的齿轮传动系统随机非线性分析

付宗涛　温建明
（同济大学航空航天与力学学院，上海　２０００９２）

摘要　带有弹性联轴器的齿轮传动系统中，弹性联轴器的非线性恢复力函数和阻尼力函数均是频率和振幅

的函数，在受到随机激励作用下形成了一类非线性随机系统．文中应用基于高斯勒让德积分的路径积分法

计算此传动系统的位移速度概率密度，并给出一些特定时刻的概率密度分布．最后，分析边界外概率丢失

的问题，提出相应的解决方案．

关键词　路径积分法，　高斯勒让德积分，　高斯激励，　迹法，　概率丢失
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引言

在研究随机动力学系统时，常借助 ＦＰＫ方程．
受高斯白噪声激励的线性或非线性动力学系统的

响应可用Ｍａｒｋｏｖ过程描述，而响应的转移概率密
度则由ＦＰＫ方程所确定［１］．实际上，只有少数特殊
的ＦＰＫ方程才能得到其精确平稳解［２］．常用的近
似方法主要有随机平均法、正交函数展开法等，但

是它们不能完全适用于本质非线性，因此如何构造

高效地求解适用于本质非线性的 ＦＰＫ方程的数值
方法备受关注．目前，求解 ＦＰＫ方程的数值方法包
括有限元法、路径积分法、变分法等［３－４］．

路径积分法是最早由 Ｆｅｙｎｍａｎ提出的用于解
决量子力学问题的一种新的泛函积分表述．路径积
分的基本思想是在空间和时间上分别离散化，以路

径和代替积分，即通过连接短时转移概率密度形成

全局转移概率密度，得到状态向量的联合概率密度

函数．Ｗｅｈｎｅｒ和 Ｗｏｌｆｅｒ［５］最早提出基于路径积分
的数值方法来求解具有自然边界条件的 ＦＰＫ方
程．Ｙｕ等［６］提出了基于高斯勒让德公式的路径积

分法，提高了概率密度计算精度．路径积分法在非
线性随机动力学系统研究中得到大量应用．Ｙｉｍ和
Ｌｉｎ［７］计算了甲板上浪作用下的船舶倾覆模型的概
率密度，并借助概率密度分析了混沌运动．王迎光和
谭家华［８］利用基于隐式高斯勒让德插值的路径积分

法计算了一强非线性随机动力系统的响应统计．

本文基于已有的实验研究成果［９］，对带有弹性

联轴器的齿轮传动系统进行随机响应研究．在确定
性系统中，联轴器的恢复力是基于迹法模型拟合而

得，是位移的三次函数，一次项和三次项的系数均

是振幅和频率的函数；阻尼力是基于能量损耗相等

的线性阻尼而得，是速度的一次函数，其系数也是

振幅和频率的函数．在研究随机非线性系统时，仍
然采用这种模型，只在外激励项中添加随机成分．
由于随机非线性系统的复杂性，在研究过程中采用

了一些简化措施，将随机非线性模型中位移和速度

的系数根据确定性系统的模型转变为常数．本文得
到此传动系统的位移速度概率密度，并给出了一
些特定时刻的概率密度分布．最后，分析边界外概
率丢失的问题，提出相应的解决方案．

１　两转子轴系传动系统

１．１　确定性系统的动力学方程
针对两转子轴系来建立动力方程，设主动端

（功率输入端）的等效转动惯量 Ｊ１，在稳定运动下

以角位移ｘ１＝ω１ｔ＋ａ０ｃｏｓ（ωｔ），经联轴器带动从动

端（Ｊ２），橡胶弹性元件的压缩量为 ｘ，则从动端转

角为ｘ２＝ｘ１－ｘ，从动端受阻力为 Ｍ２．对转子 Ｊ２有

动力学方程

Ｊ２（̈ｘ１－ｘ̈）＝Ｍ２－

　 Ｋ１（Ａ，ω）ｘ＋Ｋ３（Ａ，ω）ｘ
３＋Ｃ（Ａ，ω）[ ]ｘ （１）
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其中，Ａ是振幅，ω是外激励频率，
Ｋ１＝７０１．３＋１８１８．７Ａ＋４．５７８ω
Ｋ３＝（２．２７０－５８．８３１Ａ－０．００４６ω）×１０

７

Ｃ＝１７０８５Ａ０．４２０８／ω０．９８０９．
整理得

Ｊ２ｘ̈＋Ｋ１（Ａ，ω）ｘ＋Ｋ３（Ａ，ω）ｘ
３＋

　Ｃ（Ａ，ω）ｘ＝－Ｊ２ａ０ｃｏｓωｔ＋Ｍ２ （２）
考虑上式右端为单频激励的情况，即假设 Ｍ２

为ω角频率的周期激励．不妨设上式右端为Ｍ′０ｃｏｓ
（ωｔ），得到

Ｊ２ｘ̈＋Ｋ１（Ａ，ω）ｘ＋Ｋ３（Ａ，ω）ｘ
３＋

　Ｃ（Ａ，ω）ｘ＝Ｍ′０ｃｏｓ（ωｔ） （３）
上式即为联轴器两转子轴系确定性系统的动力学

方程．

图１　弹性联轴器联结的两转子轴系示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｄｏｕｂｌｅｒｏｔｏｒｓｈａｆｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈ

ｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｕｐｌｉｎｇｓ

１．２　随机系统的动力学方程
针对式（３），假设右端附加强度为 σ的高斯白

噪声激励

Ｊ２ｘ̈＋Ｋ１（Ａ，ω）ｘ＋Ｋ３（Ａ，ω）ｘ
３＋

　Ｃ（Ａ，ω）ｘ＝Ｍ′０ｃｏｓωｔ＋σξｔ （４）
其中ξｔ是单位功率高斯白噪声．上式即为联轴器
两转子轴系受随机激励的动力学方程．需要注意的
是，式（４）中的 Ｋ１，Ｋ３，Ｃ均是式（３）确定性系统中
的值．

２　随机系统的响应统计量求解

式（４）是一个谐和激励与高斯白噪声激励作
用下的非线性ＤｕｆｆｉｎｇＲａｙｌｅｉｇｈ振子，它的响应统

计量可以利用路径积分法进行求解，求解过程计算

量较小，结果的精度较高［１０］．
２．１　ＤｕｆｆｉｎｇＲａｙｌｅｉｇｈ振子的路径积分解

考虑如下谐和激励与高斯白噪声激励作用下

的非线性ＤｕｆｆｉｎｇＲａｙｌｅｉｇｈ振子
ｘ̈＋γ（１＋βｘ２／ω２１）ｘ＋ω

２
１（１＋εｘ

２）ｘ＝
　ω１σ１ｃｏｓωｔ＋ω１σ２ξｔ （５）

其中ω１是固有频率，γ是线性阻尼系数，β和 ε是
非线性参数，σ１和 ω分别表示正弦激励的强度和
频率，白噪声ξｔ的强度为σ２．相应地导出响应的转
移概率密度Ｑ的ＦＰＫ方程

Ｑ
ｔ
＝－
ｘ
［ｍ１（ｘ，ｘ，ｔ）Ｑ］－


ｘ２
［ｍ２（ｘ，ｘ，ｔ）Ｑ］＋

　１２
２

ｘ２２
［ｂ（ｘ，ｘ，ｔ）Ｑ］ （６）

其中

ｘ２＝ｘ

Ｑ＝ｑ（ｘ，ｘ，ｔ｜ｘ０，ｘ０，ｔ０）
ｍ１（ｘ，ｘ，ｔ）＝ｘ

ｍ２（ｘ，ｘ，ｔ）＝－γ（１＋βｘ
２／ω２１）ｘ－

　ω２１（１＋εｘ
２）ｘ＋ω１σ１ｃｏｓωｔ

ｂ（ｘ，ｘ，ｔ）＝（ω１σ２）
２．

借助高斯截断法可得关于一阶和二阶矩的方程

ｍ１０＝ｍ０１，

ｍ０１＝－γβ（３ｍ０１ｍ０２－２ｍ
３
０１）／ω

２
１－ω

２
１ε（３ｍ１０ｍ２０－

　２ｍ３１０）－γｍ０１－ω
２
１ｍ１０＋ω１σｃｏｓωｔ，

ｍ２０＝２ｍ１１，

ｍ１１＝ｍ０２＋γβ（２ｍ
３
０１ｍ１０－３ｍ０２ｍ１１）／ω

２
１＋

　ω２１ε（２ｍ
４
１０－３ｍ

２
２０）－γｍ１１－ω

２
１ｍ２０＋

　ω１σ１ｍ１０ｃｏｓωｔ，

ｍ０２＝γβ（４ｍ
４
０１－６ｍ

２
０２）／ω

２
１＋

　ω２１ε（４ｍ
３
１０ｍ０１－６ｍ２０ｍ１１）－２γｍ０２－

　２ω２１ｍ１１＋２ω１σ１ｍ０１ｃｏｓωｔ＋ω
２
１σ
２
２ （７）

其中ｍｉｊ＝Ｅ［ｘ
ｉｘｊ］（ｉ，ｊ＝０，１，２）．对于二维情形，随

机动力学系统的短时转移概率密度表达式为

ｑ（ｘ（ｉ）ｍｎ，ｘ
（ｉ）
ｍ′ｎ′，ｔｉ｜ｘ

（ｉ－１）
ｋｌ ，ｘ（ｉ－１）ｋ′ｌ′ ，ｔｉ－１）＝

１
２πσ１（ｔｉ）σ２（ｔｉ）１－ρ

２
１２（ｔｉ槡 ）

×

　　　ｅｘｐ
－［σ２２（ｔｉ）（ｘ

（ｉ）
ｍｎ－ｍ１０（ｔｉ））

２－２σ１（ｔｉ）σ２（ｔｉ）ρ１２（ｔｉ）（ｘ
（ｉ）
ｍｎ－ｍ１０（ｔｉ））（ｘ

（ｉ）
ｍ′ｎ′－ｍ０１（ｔｉ））＋σ

２
１（ｔｉ）（ｘ

（ｉ）
ｍ′ｎ，－ｍ０１（ｔｉ））

２］

２σ２１（ｔｉ）σ
２
２（ｔｉ）（１－ρ

２
１２（ｔｉ{ }））

（８）

２６５
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其中，

σ２１（ｔｉ）＝ｍ２０（ｔｉ）－ｍ１０（ｔｉ）
２

σ２２（ｔｉ）＝ｍ０２（ｔｉ）－ｍ０１（ｔｉ）
２，σ１（ｔｉ）

σ２（ｔｉ）ρ１２（ｔｉ）＝ｍ１１（ｔｉ）－ｍ１０（ｔｉ）ｍ０１（ｔｉ）．
对于概率密度的二维二点高斯积分，在已知第

（ｉ－１）时刻的每个高斯积分点处的概率密度及相
应的转移概率密度时，借助离散化的概率密度表达

式可得第ｉ时刻任意点处的概率密度：

ｐ（ｘ（ｉ）ｍｎ，ｘ
（ｉ）
ｍｎ，ｔｉ）＝∑

Ｋ

ｋ＝１

Ａｋ
４∑

Ｌｋ

ｌ＝１
［ｃｋｌｐ（ｘ

（ｉ－１）
ｋｌ ，ｘ

（ｉ－１）
ｋｌ ，ｔｉ－１）

　ｑ（ｘ（ｉ）ｍｎ，ｘ
（ｉ）
ｍｎ，ｔｉ ｘ

（ｉ－１）
ｋｌ ，ｘ（ｉ－１）ｋｌ ，ｔｉ－１）］ （９）

其中，ｍ＝１，２，…，Ｋ，ｎ＝１，２，…，Ｌｋ，Ｋ是子区间数，Ｌｋ
是第ｋ子区间的高斯积分点数，此处为４，Ａｋ是第ｋ子
区间的面积，ｘｋｌ是高斯积分点，ｃｋｌ是相应的权重．

２．２　传动系统速度位移概率密度的路径积分解

根据已有的确定性系统实验数据［９］，对于式

（４），取Ｊ２＝０．２５Ｎ·ｍ·ｓ
２，Ｍ′０＝８０Ｎ·ｍ，ω＝９４．２５，

Ａ＝１．７７８×１０－２，σ＝１３．将刚度系数和阻尼系数处
理为对应的确定性系统的数值，那么Ｋ１＝４．６６×１０

３，

Ｋ３＝３．１６×１０
７，Ｃ＝１４５．１１．考察位移的范围为

－０．０７５～０．０７５（ｒａｄ），速度的范围为 －１０～１０
（ｒａｄ／ｓ），并分割为５０×５０个子区间，子区间内为
二维二点高斯积分，时间步长Δｔ＝Ｔ／４．初始分布为

ｐ（ｘ（０），ｘ（０））＝

　 １
２π ｓ１ｓ槡 ２

ｅｘｐ｛－
（ｘ（０）－μ１）

２

２ｓ１
－
（ｘ（０）－μ２）

２

２ｓ２
｝（１０）

其中，μ１＝－０．０３，μ２＝－４，ｓ１＝０．０００４，ｓ２＝６．

图２　瞬态概率分布

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｉｅｎｔｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

图３　稳态概率分布（第２６个周期）

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｔａｔｉｏｎａｒｙｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ（ｔｈｅ２６ｔｈｃｙｃｌｅ）

３６５
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　　通过利用式（７）（８）（９），可以得到时间步长为
Ｔ／４的所有时刻的概率密度．图２、图３表明本系统
是单峰稳定的，不具有多稳定周期解情况下的响应

跳跃现象．
２．３　概率丢失问题及修正方法

对于式（９），由于并不是［－∞，∞］×［－∞，∞］
的全范围积分，而是［－０．０７５，０．０７５］×［－１０，
１０］区域范围内的高斯勒让德积分，区域外的概率
丢失，故每迭代求解一次概率密度，区间内总体概

率都会减小．对于图２（ａ），区域内概率为０．９８０８；
对于图３（ｄ），区域内概率为０．８１３５．可见，概率损
失比较严重．如果选择更大的区间，为了保持精度，
需要划分更多网格，计算量大．考虑到本系统是稳
定的，区域外的概率会回归到区域内，将子区间高

斯积分点及中心的概率密度作如下简单修正处理：

ｐ（ｘ（ｉ－１）ｋｃ ，ｘ（ｉ－１）ｋｃ ，ｔｉ－１）＝

　ｐ（ｘ（ｉ－１）ｋｃ ，ｘ
（ｉ－１）
ｋｃ ，ｔｉ－１）／∑

Ｋ

ｋ＝１
Ａｋｐ（ｘ

（ｉ－１）
ｋｃ ，ｘ

（ｉ－１）
ｋｃ ，ｔｉ－１）

（１１）
其中，脚标ｃ表示区间内高斯积分点或者中心，以区
别式（９）中的脚标ｌ．修正后的稳态概率分布见于图
４（ａ），对应图３（ｄ）时刻．为了考察修正前后概率分
布形状的变化，采用指标ｄｉｆｆ作为参考标准．

图４　修正处理对概率分布的影响

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｎｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｄｉｆｆ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
（Ａｋ· ｐｐｒｏｖ（ｘ

（ｉ）
ｋＣ，ｘ

（ｉ）
ｋＣ，ｔｉ）－

　ｐ（ｘ（ｉ）ｋＣ，ｘ
（ｉ）
ｋＣ，ｔｉ）／∑

Ｋ

ｊ＝１
［Ａｊ·ｐ（ｘ

（ｉ）
ｊＣ，ｘ

（ｉ）
ｊＣ，ｔｉ）］ ）

（１２）

其中，脚标ｐｒｏｖ表示修正后，脚标 Ｃ表示子区间中
心．ｄｉｆｆ计算的结果为１．３５３３×１０－１１，具体到每个
子区间的相差分布见于图４（ｂ）．可见，修正措施对
概率分布的形状影响极小，是一种可行的方案．需
要强调的是，这种修正适合所选区域范围包含全部

稳定点的情况，否则将得到错误的概率分布．

３　结论

本文根据已有弹性联轴器扭振实验的实验结

果和基于迹法的联轴器动力学模型，建立了由弹性

联轴器联结的两转子轴系齿轮传动系统的随机动

力学模型．针对该模型，采用基于高斯勒让德积分
的路径积分法计算速度和位移的响应统计，给出了

瞬态和稳态的部分时刻的位移速度概率分布．最
后，本文分析了边界外概率丢失的问题，提出相应

的修正方案，并对比修正前后稳态概率分布形状，

发现修正对概率分布形状影响极小，说明了修正方

案的合理性．
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