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摘要　基于Ｅｕｌｅｒ梁理论研究了轴向运动功能梯度粘弹性梁横向振动的稳定性问题．基于问题的数学模型

和控制方程，利用微分求积法求得了轴向匀速运动功能梯度粘弹性梁亚临界区域内横向振动的复频率，分

析其随着轴向运动速度、材料梯度指数等参数的变化情况，探讨上述参数对超临界区域失稳形式的影响．然

后应用多尺度法结合边界条件分析了轴向速度带有周期扰动成分的变速运动功能梯度粘弹性梁的失稳问

题，重点讨论了当速度扰动频率为固有频率二倍或者为两固有频率之和／差时所发生的次谐波共振及组合

共振所导致的失稳．数值算例表明，随着梯度指数的增大，匀速运动功能梯度粘弹性梁的临界发散速度、耦

合速度以及变速运动功能梯度粘弹性梁的稳定区域减小，且粘弹性系数的影响逐渐变弱，同等条件下，轴向

运动功能梯度粘弹性固支梁比简支梁更为稳定．

关键词　轴向运动，　功能梯度粘弹性梁，　稳定性，　次谐波共振，　组合共振
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引言

轴向运动梁是一种重要的工程构件，在动力传

送带、磁带、纺织纤维、带锯、空中缆车索道、升降机

缆绳等工程系统中应用广泛．轴向运动梁的横向振
动会带来某些影响，比如带锯的横向振动会影响到

切割质量，其稳定性值得关注．关于轴向运动梁的
动力学与控制问题已经得到了广泛的研究［１－８］．比
如，?ｚ等［１］基于多尺度法研究了轴向变速运动梁

的振动及稳定性．罗炳华等［５］建立了轴向运动梁受

移动载荷作用的有限元模型，并提出了描述运动梁

节点约束状态的节点生死方法．Ｙａｎｇ和Ｚｈａｎｇ［８］考
虑纵横向耦合情况下轴向运动梁的非线性振动，应

用多尺度法得到了系统在内外共振时的稳态响应．
随着科技的进步，工程结构中很多关键部件要

求材料性能具有可设计性，以适应其特殊的工作和

受载环境．功能梯度材料［９－１６］就是其中之一，它通

常由两种不同性能的材料组成，且组织成分和显微

结构均呈连续性变化，这有利于集两种材料的优良

特性于一体．这方面，Ｙａｎｇ等［９］基于二维弹性理论

研究了处于弹性地基上各向异性功能梯度梁的自

由振动．Ａｎｓａｒｉ等［１２］基于应变梯度 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁
理论研究了功能梯度微梁的自由振动，并与经典理

论、修正的偶应力理论及应变梯度理论的结果进行

了对比．尹硕辉等［１４］基于一阶剪切变形板理论，建

立了分析功能梯度板自由振动问题的非均匀有理

Ｂ样条等几何有限元格式，并采用等几何有限元法
讨论了各个参数对功能梯度板的动态响应的影响．
Ａｇｈａｚａｄｅｈ等［１６］基于修正的偶应力理论分析了功

能梯度小尺度梁的自由振动，其中分别考虑了Ｅｕｌ
ｅｒ、Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ和三阶剪切变形梁模型．

功能梯度材料已经被应用到航空航天等大型

工程结构中，比如航天飞机燃烧室内壁等，功能梯

度材料的耐热隔热强韧性等特点解决了航天材料

的热应力缓和问题，因此研究轴向运动功能梯度材

料梁很有必要．赵凤群等［１７］基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁模
型应用微分求积法得到了简支功能梯度梁的特征

方程及复频率与轴向运动速度的关系，并且分析了

梁随轴向速度变化的失稳形式，以及梯度指数、长

高比对梁的动力稳定性影响．李成等［１８］研究了轴
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向运动功能梯度弹性梁的梯度指数、轴向速度、初

始应力等对振动频率、模态函数等的影响．然而，关
于轴向变速运动功能梯度粘弹性梁的稳定性分析

目前还不多见．本文以轴向运动 Ｅｕｌｅｒ梁模型为切
入点，并假设功能梯度梁结构及其性质沿厚度方向

呈现幂函数连续变化．考虑到 Ｅｕｌｅｒ梁模型厚度远
小于跨度，弯曲变形占主导地位，因此可以忽略剪

切变形的影响．在匀速条件下，利用微分求积法分
析了超临界区域轴向运动功能梯度粘弹性梁的动

态特性及其失稳形式，详细讨论了轴向运动速度和

梯度指数对功能梯度粘弹性梁的横向振动特性以

及失稳形式的影响．对于轴向变速运动功能梯度粘
弹性梁，采用多尺度法研究了前三阶和型组合共振

及其次谐波共振，并进一步讨论若干重要参数对稳

定性的影响．

１　轴向运动功能梯度 Ｅｕｌｅｒ梁模型及其稳
定性分析

考虑长度为Ｌ，横截面宽为ｂ，厚为ｈ，两端受初
始轴向应力 σ０作用的轴向运动功能梯度粘弹性

梁，其控制方程为［２］

ρｚＡ
２Ｗ
Ｔ２
＋２ｖ

２Ｗ
ＸＴ

＋ｄｖｄＴ
Ｗ
Ｘ
＋ｖ２

２Ｗ
Ｘ( )２ －

　σ０Ａ
２Ｗ
Ｘ２
＋ＥｚＩ
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Ｘ４
＋ηＩ

５Ｗ
ＴＸ４

＝０ （１）

其中，Ｗ为横向位移，Ｔ为时间，ｖ为轴向速度，Ｘ为

梁的轴向坐标，η为粘弹性系数，ＥｚＩ＝∫ＡＥｚＺ２ｄＡ，Ｉ
＝∫ＡＺ２ｄＡ，ρｚ＝∫Ａρ( )ＺｄＡ，Ｚ为厚度方向坐标．假设

功能梯度材料弹性模量 ＥＺ和密度 ρＺ沿厚度方向
按幂函数规律变化，即
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其中，－ｈ／２≤Ｚ≤ｈ／２，ｋ为梯度指数，ηＥ＝Ｅｃ／Ｅｍ，

ηρ＝Ｅｃ／Ｅｍ，下标ｃ和 ｍ分别代表梯度材料由陶瓷

和金属组成．引入量纲一变量 ｗ＝ＷＬ，ｘ＝
Ｘ
Ｌ，ｔ＝

Ｔ
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则控

制方程（１）可化为
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其中，

Ｑ１１＝１＋
ηＥ－１
ｋ＋１，

Ｑ２２＝ ηＥ－( )１ ３
ｋ＋１－

１２
ｋ＋２＋

１２
ｋ＋( )３ ＋１．

若轴向运动速度受到形如γ＝γ０＋εγ１ｓｉｎωｔ的
简谐波动，则对（３）式可应用多尺度法求解，此时
其解的一阶表达式为

ｗ（ｘ，Ｔ０，Ｔ１）＝ｗ０（ｘ，Ｔ０，Ｔ１）＋εｗ１（ｘ，Ｔ０，Ｔ１）＋…

（４）
其中，Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝!ｔ分别是快变和慢变时间尺度．

将式（４）及其微分
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代入方程（３），并分离变量ε０，ε１不同阶变量，可得
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从式（６）和式（７）可知，本文建立的数学模型
中，粘弹性系数仅对变速运动梁的稳定性产生影

响．
１．１　匀速运动时的稳定性分析

方程（６）应用复模态法可以求得亚临界区域
内轴向运动功能梯度梁横向振动频率，但对于确定

超临界区域的失稳原因，复模态法却难以胜任，因

此对超临界区域内的失稳形式分析，本文采用了微

分求积法．
选取非均匀网点共Ｎ个，则网点的坐标为

４３５
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权系数的一阶显式表达式为
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权系数二阶及二阶以上表达式为
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）

（１０）

对控制方程（６）进行离散化，可得
ｄ２ｗｉ
ｄｔ２
＋２γ０∑

Ｎ

ｊ＝１
Ａ（１）ｉｊ
ｄｗｊ
ｄｔ＋
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１１
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ｖ２ｆ∑

Ｎ

ｊ＝１
Ａ（４）ｉｊ ｗｊ＝０

　（ｉ＝３，４，…，Ｎ－２） （１１）
这里讨论两类典型的边界条件，即两端简支和

两端固支．各自进行离散化可得

ｗ１ ＝０，ｗＮ ＝０，∑
Ｎ

ｊ＝１
Ａ（２）２ｊｗｊ＝０，∑

Ｎ

ｊ＝１
Ａ（２）Ｎ－１ｊｗｊ＝０

（１２）

ｗ１ ＝０，ｗＮ ＝０，∑
Ｎ

ｊ＝１
Ａ（１）２ｊｗｊ＝０，∑

Ｎ

ｊ＝１
Ａ（１）Ｎ－１ｊｗｊ＝０

（１３）
对于简支梁将式（１１）和式（１２）化为矩阵形式为

Ｍ ｄ
２Ｗ
ｄｔ{ }２ ＋ＧｄＷｄ{ }ｔ ＋ＫＷ＝０ （１４）

其中，Ｍ、Ｇ、Ｋ分别为（Ｎ－２）×（Ｎ－２）阶的质量、
阻尼、刚度矩阵．

对于自由振动，方程（１４）的解有如下形式：
{ } { }Ｗ ＝ Ｗ ｅｉωｔ （１５）

将式（１５）代入（１４）式推得
－ω２Ｍ＋ｉω[ ] { }Ｇ＋Ｋ Ｗ ＝０ （１６）

方程（１６）有非零解的充分必要条件是系数矩阵的
行列式为零．对于边界条件为两端固支的情况，将

利用式（１１）和式（１３）同样可推得式（１６）的形式，
其中仅Ｍ，Ｇ，Ｋ有所不同．
１．２　变速运动时的参数振动及稳定性分析

利用式（７）可以分析轴向变速运动功能梯度
粘弹性梁的参数稳定性，为表示脉动频率 ω在 ωｍ
＋ωｎ附近变化，引入调谐参数σ，即

ω＝ωｍ＋ωｎ＋εσ （１７）
其中，ωｍ，ωｎ分别表示系统的第ｍ，ｎ阶固有频率．

为分析和型组合共振的响应，设（６）式的解为
ｗ０（ｘ，Ｔ０，Ｔ１）＝φｎ（ｘ）Ａｎ（Ｔ１）ｅ

ｉωｎＴ０＋

　φｍ（ｘ）Ａｍ（Ｔ１）ｅ
ｉωｍＴ０＋ｃｃ （１８）

式中，ｃｃ表示等式右端之前各项的共轭复数．
将（１７）式和（１８）式代入（７）式，可得

２ｗ１
Ｔ２０
＋２γ０

２ｗ１
ｘＴ０

＋ γ２０－
１
Ｑ( )
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＋
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　γ１
１
２（ωｍ－ωｎ）φ′ｍ＋ｉγ０φ″[ ]ｍ ＡｍｅｉσＴ１－

　 αＱ１１
ｉωｎＡｎφ″″}ｎ ｅｉωｎＴ０＋ｃｃ＋ＮＳＴ （１９）

其中，符号上的点和撇分别表示对时间Ｔ１和ｘ求导，
ＮＳＴ表示不会给解带来永年项部分．若要使得解不存
在永年项，则可解性条件要求非齐次微分方程（１９）的
非齐次部分与其伴随方程的齐次解正交，即有

Ａｍ＋
α
Ｑ１１
ｐｍｍＡｍ＋γ１ｑｎｍＡｎｅ

ｉσＴ１＝０

Ａｎ＋
α
Ｑ１１
ｐｎｎＡｎ＋γ１ｑｍｎＡｍｅ

ｉσＴ１＝０ （２０）

其系数为

ｐｋｋ ＝
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０
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２ｉωｋ∫
１

０
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０
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ｑｋｊ＝－
∫
１

０
（ωｊ－ωｋ）φ′ｊφｋｄｘ＋２ｉγ０∫

１

０
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４ｉωｋ∫
１

０
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１

０
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　　（ｋ＝ｎ，ｍ；ｊ＝ｍ，ｎ） （２１）
其中，φｊ、φｋ分别为第ｊ阶和第ｋ阶模态函数，且由方

５３５
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程（６）的模态函数所决定，与轴向速度的脉动量无关．
将（２０）式转换为自治方程，考虑其自治方程

的非零解，得稳定性判断条件

λ２＋αＱ１１
（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）λ＋

σ
２ｉ＋

α
Ｑ１１
ｐ( )ｍｍ ·

　 －σ２ｉ＋
α
Ｑ１１
ｐ( )ｎｎ －γ２１ｑｍｎｑｎｍ＝０ （２２）

其中λ是待定复数．如果 λ有正实部解，则系统不
稳定，如果λ全部为负实部，则系统稳定．经过数值
计算分析知合型共振的失稳区域为

－２（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）
γ２１Ｒｅ（ｑｍｎｑｎｍ）－

α
Ｑ( )
１１

２

ｐｍｍｐｎｎ

ｐｍｍ＋ｐ( )ｎｎ
２＋（ｐｍｍ－ｐｎｎ）槡 ２ ＜σ

　＜２（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）
γ２１Ｒｅ（ｑｍｎｑｎｍ）－

α
Ｑ( )
１１

２

ｐｍｍｐｎｎ

（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）
２＋（ｐｍｍ－ｐｎｎ）槡 ２

（２３）
进一步地，当轴向速度简谐脉动频率 ω接近

两阶固有频率之差时，就会发生差型组合参数共

振．同样用调谐参数σ来表示ω偏离ωｍ－ωｎ的程
度，则此时ω为

ω＝ωｍ－ωｎ＋εσ （２４）
类比和型组合参数共振分析过程知，式（２３）也是
系统差型组合共振稳定性边界条件，只是其系数

ｐｋｋ和ｑｋｊ不同于和型组合．
最后，当轴向速度简谐脉动频率ω接近ｎ阶固

有频率 ωｎ的２倍时，就会发生次谐波共振．此时，

调谐参数σ用来表示ω偏离２ωｎ的程度，即有

ω＝２ωｎ＋εσ （２５）
令（２３）式中ｍ＝ｎ，即得 ｎ阶次谐波共振的稳

定性边界条件为

－２ γ２１ ｑｋｋ
２－ α

Ｑ( )
１１

２

ｐｋｋ槡
２＜σ

　＜２ γ２１ ｑｋｋ
２－ α

Ｑ( )
１１

２

ｐｋｋ槡
２ （２６）

其中

ｐｋｋ ＝
ｉωｋ∫

１

０
φｋφ″″ｋｄｘ

２ｉωｋ∫
１

０
φｋφｋｄｘ＋２γ０∫

１

０
φ′ｋφｋｄｘ

ｑｋｋ ＝－
ｉγ０∫

１

０
φ″ｋφｋｄｘ

２ｉωｋ∫
１

０
φｋφｋｄｘ＋４γ０∫

１

０
φ′ｋφｋｄｘ

　　　　（ｋ＝ｎ，ｍ） （２７）

２　算例分析与讨论

为了具体描述横向振动稳定性受功能梯度指

数的影响，对轴向匀速、变速运动功能梯度粘弹性

梁分别提供了两个算例，算例中梁的参数如下：Ｅｃ
＝３９０ＧＰａ，ρｃ ＝３９６０ｋｇ／ｍ

３，Ｅｍ ＝２１０ＧＰａ，ρｍ ＝

７８００ｋｇ／ｍ３，则ηＥ＝Ｅｃ／Ｅｍ＝１．８６，ηρ＝Ｅｃ／Ｅｍ＝０．５１．
２．１　匀速运动时的稳定性

本例取δ＝１０－６，Ｎ＝１９，ｋ分别为０．０１，１，１００，
研究轴向运动功能梯度梁横向振动的前三阶复频

率随轴向运动速度的变化．虽然复模态法能够准确
地求得亚临界区域内轴向运动功能梯度梁的横向

振动频率随着各个参数的变化，但对于超临界区域

尤其是发散失稳现象及耦合颤振现象发生区，复模

态法很难确定各阶频率的具体取值．因此本文应用
微分求积法重点探讨超临界区域功能梯度指数对

失稳形式的影响．
为验证本文计算方法的有效性，表１给出了亚

临界区域内一阶频率复模态结果与微分求积结果

的对比．不难发现亚临界区域轴向运动功能梯度梁
的横向振动频率随着梯度指数的增大而减小，亦可

看出微分求积结果与复模态结果十分吻合．
表１　一阶频率微分求积结果与复模态结果的对比

Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｔｈｅ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｑｕａｄｒａｔｕｒｅａｎｄｃｏｍｐｌｅｘｍｏｄａｌｍｅｔｈｏｄｓ

ｆｏｒｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｋ γ０

Ｈｉｎｇｅｄ Ｃｌａｍｐｅｄ

Ｃｏｍｐｌｅｘ
ｍｏｄａｌ
ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ
ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｃｏｍｐｌｅｘ
ｍｏｄａｌ
ｍｅｔｈｏｄｓ

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ
ｍｅｔｈｏｄｓ

０ ８．４１０３８ ８．４１０３９ １８．０３８５ １８．０３８５
０．００１ １ ７．６８１８６ ７．６８１８８ １７．５０５３ １７．５０５３

２ ５．２３８６５ ５．２３８６７ １５．９００２ １５．９００３
０ ６．３０９２ ６．３０９２４ １３．３２８７ １３．３２８７

１ １ ５．３１６２８ ５．３１６３ １２．６０５５ １２．６０５５
２ ０ ０ １０．４１７ １０．４１７
０ ４．７６２１２ ４．７６２１１ ９．７８４８８ ９．７８４９２

１００ １ ３．３８７３３ ３．３８７３４ ８．７９５５２ ８．７９５５６
２ ０ ０ ５．７４３２５ ５．７４３２９

图１～３反映了功能梯度简支梁复频率随着ｋ、

γ０的变化情况．
从图１可见，当ｋ＝０．０１时，频率的虚部（固有

频率）在 γ０＝２．６处第一阶模态出现发散失稳，即
临界发散速度．复频率虚部的发散在实部上相应的

６３５
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图１　两端简支前三阶复频率虚部／实部随轴向速度的

变化曲线（ｋ＝０．０１）

Ｆｉｇ．１　Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｏｒｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｆｏｒＨ－ＨＦＧＭｂｅａｍ（ｋ＝０．０１）

图２　两端简支前三阶复频率虚部／实部随轴向速度

的变化曲线（ｋ＝１）

Ｆｉｇ．２　Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｏｒｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｈｅａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｆｏｒＨ－ＨＦＧＭｂｅａｍ（ｋ＝１）

图３　两端简支前三阶复频率虚部／实部随轴向速度

的变化曲线（ｋ＝１００）

Ｆｉｇ．３　Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｏｒｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｈｅａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｆｏｒＨ－ＨＦＧＭｂｅａｍ（ｋ＝１００）

表现形式为实频率从零开始向正负两个方向对称

发散，即出现正负两个值，且其绝对值先增大后减

小．图２给出了ｋ＝１的情况，当１．９＜γ０＜３．８时，
此时第一阶模态处于发散失稳状态，当３８＜γ０＜
３．９时，第一阶频率迅速增大，此时一阶频率处于
再稳定状态，当γ０＞３．９时，第一、二阶频率耦合在
一起，即此时第一、二阶频率发生耦合颤振失稳．当
ｋ＝１００时的结果如图３所示，第一阶模态在 γ０＝
１．５处即出现发散失稳，当２．９＜γ０＜４时，为第一、
二阶模态耦合颤振区域，与图１、２不同的是当γ０＝
４．４的时候将发生第二、三阶耦合颤振失稳．总之，
随着材料梯度指数和轴向运动速度的增大，轴向运

动功能梯度梁横向振动的临界速度和失稳形式表

现出较强的材料敏感性及速度依赖性．
类似地，两端固支的情形如图４～６所示．在其

他条件相同的情况下，轴向运动功能梯度固支梁的

横向振动前三阶复频率变化规律与两端简支时相

似．不同的是，两端固支的稳定区域大于简支时的
稳定区域，且各阶固有频率的发散速度均大于两端

简支时的情形，这也表明轴向运动功能梯度固支梁

比简支边界条件下更稳定．

图４　两端固支前三阶复频率虚部／实部随轴向速度

的变化曲线（ｋ＝０．０１）

Ｆｉｇ．４　Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｏｒｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｈｅａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｆｏｒＣ－ＣＦＧＭｂｅａｍ（ｋ＝０．０１）

图５　两端固支前三阶复频率虚部／实部随轴向速度

的变化曲线（ｋ＝１）

Ｆｉｇ．５　Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｏｒｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｈｅａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｆｏｒＣ－ＣＦＧＭｂｅａｍ（ｋ＝１）

图６　两端固支前三阶复频率虚部／实部随轴向速度

的变化曲线（ｋ＝１００）

Ｆｉｇ．６　Ｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｏｒｄｅｒｃｏｍｐｌｅｘｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｔｈｅａｘｉａｌｓｐｅｅｄ

ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｆｏｒＣ－ＣＦＧＭｂｅａｍ（ｋ＝１００）

２．２　变速运动时的稳定性
对于轴向运动功能梯度粘弹性梁的和型组合

共振、差型组合共振和次谐波共振的稳定性边界来

说，稳定性边界方程中的系数 ｑｊｋ，ｐｋｋ可由方程（６）
的模态函数和固有频率确定．因此，轴向运动功能

７３５
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梯度粘弹性梁参数共振的不稳定性区域为

－２（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）
γ２１Ｒｅ（ｑｍｎｑｎｍ）－

α
Ｑ( )
１１

２

ｐｍｍｐｎｎ

（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）
２＋（ｐｍｍ－ｐｎｎ）槡 ２ ＜σ

　＜２（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）
γ２１Ｒｅ（ｑｍｎｑｎｍ）－

α
Ｑ( )
１１

２

ｐｍｍｐｎｎ

（ｐｍｍ＋ｐｎｎ）
２＋（ｐｍｍ－ｐｎｎ）槡 ２

（３０）
为讨论各主要参数对轴向变速运动功能梯度

粘弹性梁的稳定性的影响，选取 α＝０．０００１，γ０＝
１．图７～９分别给出了当 ｋ＝０．０１、１、１００时，两端
简支梁第１、２阶组合共振，第１、３阶组合共振，第
２、３阶组合共振在σ－γ１平面上的失稳区域．

图７　两端简支轴向运动功能梯度梁第１和第２阶组合

共振失稳区域

Ｆｉｇ．７　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ１ｓｔａｎｄ２ｎｄｍｏｄｅｓ（Ｈ－Ｈ）

图８　两端简支轴向运动功能梯度梁第１和第３阶组合

共振失稳区域

Ｆｉｇ．８　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ１ｓｔａｎｄ３ｒｄｍｏｄｅｓ（Ｈ－Ｈ）

由图７～９可见，增大梯度指数将使得失稳区

域增大，即在给定σ时，增大梯度指数将导致失稳

脉动振幅的 γ１阀值减小，反之当给定 γ１时，增大

梯度指数将使得失稳的频率范围增大．图１０～１２

分别作出了当ｋ＝０．０１，１，１００时，两端简支梁前三

阶次谐波共振的失稳区域．前三阶次谐波共振随梯
度指数的变化表现出相似的规律，即增大梯度指

数，失稳范围变宽．对比图７～１２可知，ｋ越小，粘
弹性系数对稳定性的影响越明显．

图９　两端简支轴向运动功能梯度梁第２和第３阶组共振失稳区域

Ｆｉｇ．９　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ２ｎｄａｎｄ３ｒｄｍｏｄｅｓ（Ｈ－Ｈ）

图１０　两端简支轴向运动功能梯度梁第１阶次谐波合共振失稳区域

Ｆｉｇ．１０　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ１ｓｔｍｏｄｅ（Ｈ－Ｈ）

图１１　两端简支轴向运动功能梯度梁第２阶次谐波共振失稳区域

Ｆｉｇ．１１　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ２ｎｄｍｏｄｅ（Ｈ－Ｈ）

两端固支梁第１、２阶，１、３阶及２、３阶组合共
振随材料梯度指数变化的情况分别由图１３～１５给
出．由图１３～１５可知，随着梯度指数的增大失稳范
围变宽．此外，两端固支梁前三阶次谐波共振稳定
区域随功能梯度指数的变化如图１６～１８所示，可

８３５
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图１２　两端简支轴向运动功能梯度梁第３阶次谐波共振失稳区域

Ｆｉｇ．１２　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ３ｒｄｍｏｄｅ（Ｈ－Ｈ）

图１３　两端固支轴向运动功能梯度梁第１和第２阶组合共振失稳区域

Ｆｉｇ．１３　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ１ｓｔａｎｄ２ｎｄｍｏｄｅｓ（Ｃ－Ｃ）

图１４　两端固支轴向运动功能梯度梁第１和第３阶组合共振失稳区域

Ｆｉｇ．１４　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ１ｓｔａｎｄ３ｒｄｍｏｄｅｓ（Ｃ－Ｃ）

图１５　两端固支轴向运动功能梯度梁第２和第３阶组合共振失稳区域

Ｆｉｇ．１５　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｍｍａｔｉｏｎｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ２ｎｄａｎｄ３ｒｄｍｏｄｅｓ（Ｃ－Ｃ）

图１６　两端固支轴向运动功能梯度梁第１阶次谐波共振失稳区域

Ｆｉｇ．１６　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｂ－ｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

１ｓｔｍｏｄｅ（Ｃ－Ｃ）

图１７　两端固支轴向运动功能梯度梁第２阶次谐波共振失稳区域

Ｆｉｇ．１７　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｂ－ｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

ｔｈｅ２ｎｄｍｏｄｅ（Ｃ－Ｃ）

图１８　两端固支轴向运动功能梯度梁第３阶次谐波共振失稳区域

Ｆｉｇ．１８　Ｕｎｓｔａｂｌｅｒｅｇｉｏｎｓｆｏｒｓｕｂ－ｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｓｏｆ

３ｒｄｍｏｄｅ（Ｃ－Ｃ）

见前三阶次谐波共振随梯度指数的变化规律一致，

即随着梯度指数增大失稳范围变宽．进一步对比图
１６～１８可见，在其他参数给定的条件下，随着 ｋ的
增大，粘弹性系数对参数稳定性的影响逐渐削弱．

３　结论

针对轴向运动功能梯度粘弹性梁所存在的轴

向速度与横向振动的相互耦合，研究了其运动稳定

性问题．利用微分求积法分析了轴向匀速运动功能
梯度梁的动态特性及其失稳形式．随着轴向运动速
度的增大，功能梯度梁横向振动的前三阶复频率的

９３５
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虚部逐渐减小，当速度增大到一定值时复频率的虚

部开始出现发散失稳和耦合颤振失稳．随着材料梯
度指数的增大，轴向运动功能梯度梁的临界发散速

度和耦合速度明显减小．当材料梯度指数增大到一
定值时，材料更接近金属材料，此时随着梯度指数

的增大复频率不再显著变化．
通过多尺度法分析给出了变速运动功能梯度

粘弹性梁的六种共振失稳区域，即前三阶次谐波共

振及其相互组合共振的失稳区域．研究了梯度指数
对失稳范围的影响．结果表明，六种共振失稳区域
随着梯度指数的增大而增大，且随着梯度指数的减

小，粘弹性对参数稳定性的影响更为明显．研究结
果对理解轴向匀速及变速运动功能梯度类梁结构

的稳定性具有指导意义，并为该类构件的工程应用
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