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双稳态屈曲梁压电发电结构非线性动力学分析
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摘要　建立了磁场力作用下双稳态屈曲梁发电结构非线性动力学方程，利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散和多尺度方法分

别分析了一阶离散和二阶离散系统的非线性动力学特性．分析了系统阻尼、外激励幅值和外激励频率对该

发电结构振动特性的影响，获得了频率响应曲线；分析了系统在１∶２内共振情况下动力学行为，数值结果表

明系统存在倍周期运动和混动运动．
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引言

双稳态结构多应用于微电子机构，其研究始于

９０年代，在２１世纪初取得巨大进展．现阶段研究
的方向主要分两个，一是利用双稳态微结构自身两

个稳态的特性制作微结构开关，另一方面利用双稳

态结构响应带宽较大，结构简单耐用等特性制作能

量收集装置．本文将结合双稳态结构能够扩展系统
响应带宽的特点设计一种双稳态屈曲梁压电发电

结构并分析其非线性动力学特性．
屈曲梁是一种常见的双稳态结构，１９９７年，季

进臣［１］固定一端滑动承受轴向简谐载荷的屈曲梁

的非线性响应进行了实验．研究了基本参数和共振
两种情况，揭示了系统倍周期分岔和混沌等复杂动

力学行为．１９９８年，Ｖａｎｇｂｏ［２］基于经典细长梁，同
时考虑压力影响，给出了两边铰接梁稳态变化的理

论建模方法．１９９８年，叶敏［３］考虑一端具有干摩擦

的弹性屈曲梁在轴向激励下的非线性振动系统，

研究了系统中初始屈曲度、阻尼、频率、激励振幅等

各种物理参数对１／２亚谐共振情况下倍周期分叉
的影响．２０００年，Ｓａｉｆ［４］提出了一个简化微机械结
构双稳态系统．模型阐释了梁轴向弹性缩短，以及
梁和激振器之间非线性关系．２００７年，赵剑［５］基于

广义变分原理，借助半纯函数公式解析地给出了预

压屈曲梁双稳态跳跃过程中横向力与位移之间的

非线性关系式．２００７年，ＨｉｒｏｓｈｉＹａｂｕｎｏ［６］研究了屈
曲梁在高频激励下的响应．２００９年，Ｆｅｒｎａｎｄｅｓ［７］

等对非中部激励的双稳态屈曲梁进行了建模与实

验．发现在非中部荷载情况下，双稳态转化过程会
出现迟滞现象．

压电振动能量采集近年来引起国内外学者的

广泛关注．麻省理工学院的 Ｓｈｅｎｃｋ等［８］研究了脚

跟着地时的能量损失，将多层ＰＶＤＦ薄窄板安装在
鞋底用于提取人在行走时鞋底变形产生的能量．
Ｅｒｔｕｒｋ和Ｉｎｍａｎ［９－１０］深入研究了基于 Ｅｕｌｅｒ

!

Ｂｅｒ
ｎｏｕｌｌｉ梁的悬臂式压电俘能器，推导出了力学响应、
电压、电流以及输出功率的简单表达式．杨增涛［１１］

指出双压电晶片梁弯曲模式采集器用于吸收低频

环境振动能，板或壳体厚度模式采集器用于吸收高

频环境振动能，螺旋形俘能器和波纹板俘能器也可

用于低频情况．２０１０年，Ｒａｖｉｎｄｒａ［１２］对轴向荷载下
的双稳态俘能器进行了动力学建模与非线性分析．
２０１４年，韩研研［１３－１４］在考虑几何非线性的情况下

对双稳态压电悬臂梁进行了分析．
本文主要研究环境振动激励情况下双稳态屈

曲梁压电发电结构的非线性动力学特性．首先建立
在双侧受均布磁场力情况下双稳态压俘能器的动

力学方程，利用多尺度法和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，分析不
同外激励频率与外激励幅值下系统的非线性振动

响应．
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１　双稳态压电发电结构动力学方程

双稳态屈曲梁压电发电结构如图１所示，该模
型由层合屈曲梁、质量块、弹簧、以及提供均布磁场

力的永磁体构成．在环境振动条件下，质量振动驱
动屈曲梁变形，层合梁中压电层由于压电效应从而

产生电能．

图１　双稳态屈曲梁模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅｂｉｓｔａｂｌｅｂｕｃｋｌｅｄｂｅａｍ

根据文献［１４］可获得磁场力简化形式如下，

Ｆ＝１２μ０
Ｂ２Ｓ

式中Ｂ为磁场与导磁材料作用面处的磁感应强度，
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]２ ，
Ｈ为磁场与导磁材料作用面处的磁场强度，Ｓ为磁
场与导磁材料作用面的面积．

进一步，基于 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理，可建立环境振动
激励作用下双侧受均布磁场力作用的双稳态屈曲

梁非线性运动方程．
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其中，ｍ为层合梁质量，Ｍ为质量块质量，ｃ为阻尼
系数，ｗｄ为梁的横向位移，Ａ为外激励振幅，Ω为
外激励频率．

２　一阶离散与幅频响应分析

考虑振型函数ｗｄ＝Ｗ（ｔ）φｉ（ｘ），其中
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对方程（１）进行一阶Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散得到
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引入无量纲变换
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为方便书写下面将公式中变量的上横线省略，

得到系统的无量纲方程如下，
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引入小扰动参数ε，

ξ→εξ，Ｇ１→εＧ１，Ｇ２→εＧ２，Ｇ３→εＧ３，Ｇ４→εＧ４
得到含扰动参数的无量纲方程如下，
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考虑主参数－１／２亚谐共振，即 ω＝Ω２＋εσ，利用

多尺度法对单自由度方程进行摄动分析．设方程
（４）的渐近解为

Ｗ＝Ｗ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εＷ１（Ｔ０，Ｔ１）

ε０阶：

Ｄ２０Ｗ０＋
Ω２
４Ｗ０＝０ （５）

ε１阶：

Ｄ２０Ｗ１＋
Ω２
４Ｗ１＝－２Ｄ０Ｄ１Ｗ０－ξΩＤ０Ｗ０＋

　Ω
２

４Ｇ１ＡΩ
２Ｗ０ｓｉｎ（Ωｔ）－σΩＷ０－Ｇ２Ｗ

２
０－

　Ｇ３Ｗ
３
０－Ｇ４Ｗ０（（Ｄ０Ｗ０）

２＋Ｗ０Ｄ
２
０Ｗ０） （６）

（５）式通解如下

Ｗ０＝Ｂ（Ｔ１）ｅ
ｉΩＴ０
２ ＋Ｂ（Ｔ１）ｅ

－
ｉΩＴ０
２ （７）

１２５



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１６年第１４卷

将（７）式代入（６）式右端令共振项为零，得到
复数形式平均方程如下，
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令Ｂ（Ｔ１）＝
１
２ａ（Ｔ１）ｅ

ｉβ（Ｔ１），将其代入（８），并使

实部虚部分别得零，得到极坐标形式的平均方程：

α′＝－１２ξαΩ－
１
８ΩＧ１ＡΩ
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Ｇ３α
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（１０）
在稳态响应情况下方程（１０）式可以写成如下形
式，

１
８ΩＧ１ＡΩ

２ｃｏｓ（２β）＝－１２ξΩ （１１）

１
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Ｇ３α

２＋１１６Ｇ４Ωα
２

（１２）
将方程（１１），（１２）两式平方相加后得到幅频

响应方程，

１６ξ２＋ ８σΩ
＋６
Ω２
Ｇ３α

２－
Ｇ４
２α( )２

２

＝Ａ２Ω４Ｇ２１ （１３）

根据相关实验数据和参数，计算得到方程

（１３）中各项参数分别为ξ＝０．２４，Ｇ１＝２８９．７５，Ｇ３
＝６８４．３４，经数值模拟可得系统幅频响应曲线．图
２所示为改变粘性阻尼系数时系统幅频响应，结果
表明粘性阻尼抑制了响应振幅的增大，较大的阻尼

对应于较小的频响振幅．

图２　不同粘滞阻尼下的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．２　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｉｓｃｏｕｓｄａｍｐｉｎｇ

保持其他参数不变，改变外激励振幅，得到系

统幅频响应曲线（图３）．由此可见，激励振幅增大

会导致幅频响应振幅增大．随着调谐参数 σ的增

大，频响曲线从低振幅处跳到高振幅处．

图３　不同外激励振幅下的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．３　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｅｘｔｅｒｎａｌｅｘｃｉｔｅｄａｍｐｌｉｔｕｄｅｓ

图４所示为外激励频率 Ω对幅频响应曲线的
影响．激励频率Ω不同，频响曲线的弯曲方向也不
同．当激励频率小于１３．４的时候，系统呈现软弹簧
特性；当激励频率增大之后，系统开始呈现硬弹簧

特性．当激励频率变化时，系统会出现多值现象和
跳跃现象．随着激励频率 Ω的增大，系统软弹簧特
性的频响振幅逐渐增大，系统硬弹簧特性的频响振

幅逐渐减小．

图４　不同外激励频率下的幅频响应曲线

Ｆｉｇ．４　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｅｘｔｅｒｎａｌｅｘｃｉｔｅｄｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

３　二阶离散与摄动分析

研究屈曲梁的二阶横向振动，取振动模态为

ｗｄ＝Ｗ１φ１＋Ｗ２φ２ （１４）
利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对动力学方程（１）进行离散可
得，
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引入无量纲变量
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其中ωｒ为无阻尼、不含压电层梁的一阶共有频率．
选取１∶２内共振关系
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２
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２＋εσ２，２ω１≈ω２ （１８）
其中σ１与σ２为调谐参数．引入小扰动参数ε同时
书写方便舍去无量纲变量的上横线，得到含扰动项

的无量纲形式两自由度控制方程，
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２＋εβ９Ｗ

３
１＋

　εβ１０Ｗ
３
２＝０ （１９）

Ｗ¨２＋εβ１Ｗ
·

２ [＋ ２εβ２（Ｗ
·

１
２＋

　Ｗ１Ｗ
¨
１）＋８εβ２（Ｗ

·２
２＋Ｗ２Ｗ

¨
２ ]） Ｗ２＋

　ω２２ １－εβ１０ＡΩ
２ｓｉｎ（Ωｔ[ ]）Ｗ２－εβ１１Ｗ１＋

　εβ６Ｗ１Ｗ２＋εβ１２Ｗ
２
１＋εβ１３Ｗ

２
２＋εβ８Ｗ

２
１Ｗ２＋

　εβ１０Ｗ１Ｗ
２
２＋εβ９Ｗ

３
２＋εβ１４Ｗ

３
１＝０ （２０）

运用多尺度方法进行摄动分析，设方程（２０）
的一致渐近解为

Ｗ１＝Ｗ１０（Ｔ０，Ｔ１）＋εＷ１１（Ｔ０，Ｔ１）
Ｗ２＝Ｗ２０（Ｔ０，Ｔ１）＋εＷ２１（Ｔ０，Ｔ１） （２１）
将（２１）式代入（２０）式得到

ε０阶

Ｄ２０Ｗ１０＋Ω
２Ｗ１０＝０ （２２）

Ｄ２０Ｗ２０＋４Ω
２Ｗ２０＝０ （２３）

ε１阶

Ｄ２０Ｗ１１＋Ω
２Ｗ１１＝－２Ｄ０Ｄ１Ｗ１０ {－ １

２β２［（Ｄ０Ｗ１０）
２＋

　Ｗ１０Ｄ
２
０Ｗ１０］＋２β２ （Ｄ０Ｗ２０）

２＋Ｗ２０Ｄ
２
０Ｗ[ ] }２０ Ｗ１０＋

　β３ＡΩ
４Ｗ１０ｓｉｎ（Ωｔ）－Ｗ１０σ１－β４Ｗ２０－β５Ｗ１０Ｗ２０－

　β６Ｗ
２
１０－β７Ｗ

２
１０Ｗ２０－β８Ｗ１０Ｗ

２
２０－β９Ｗ

３
１０－β１０Ｗ

３
２０

（２４）
Ｄ２０Ｗ２１＋４Ω

２Ｗ２１＝－２Ｄ０Ｄ１Ｗ２０－β１Ｄ０Ｗ２０－

{　 ２β２［（Ｄ０Ｗ１０）
２＋Ｗ１０Ｄ

２
０Ｗ１０）］＋

　８β２［（Ｄ０Ｗ２０）
２＋Ｗ２０Ｄ

２
０Ｗ２０ }］ Ｗ２０＋

　４β１０ＡΩ
４Ｗ２０ｓｉｎ（Ωｔ）－Ｗ２０σ２＋β１１Ｗ１０－

　β６Ｗ１０Ｗ２０－β１２Ｗ
２
１０－β１３Ｗ

２
２０－β８Ｗ

２
１０Ｗ２０＋

　β１０Ｗ１０Ｗ
２
２０＋β９Ｗ

３
２０＋β１４Ｗ

３
１０ （２５）

由方程（２２）和（２３）可得到通解如下
Ｗ１０＝Ａ１（Ｔ１）ｅ

ｉΩＴ０＋Ａ１（Ｔ１）ｅ
－ｉΩＴ０ （２６）

Ｗ２０＝Ａ２（Ｔ１）ｅ
２ｉΩＴ０＋Ａ２（Ｔ１）ｅ

－２ｉΩＴ０ （２７）
将（２６）式和（２７）式代入方程（２４），（２５），令

长期项得零得到复数形式的方程

２ｉΩＡ′１＋β１ｉΩＡ１－β２Ａ
２
１Ａ１Ω

２＋Ａ１σ１＋

　β５Ａ１Ａ２＋２β８Ａ１Ａ２Ａ２＋３β９Ａ
２
１Ａ１＝０ （２８）

４ｉΩＡ′２＋２β１ｉΩＡ２－６４β２Ａ
２
２Ａ２Ω

２＋Ａ２σ２＋

　β１２Ａ
２
１＋２β８Ａ１Ａ１Ａ２＋４８β９Ａ

２
２Ａ２＝０ （２９）

在直角坐标系下，令

Ａ１（Ｔ１）＝
１
２ ｘ１（Ｔ１）＋ｉｘ２（Ｔ１[ ]） （３０）

Ａ２（Ｔ１）＝
１
２ ｘ３（Ｔ１）＋ｉｘ４（Ｔ１[ ]） （３１）

将（３０）和（３１）式代入（２８），（２９）式中，分离
实部与虚部，得到直角坐标系下的平均方程如下，

ｘ１＝－
１
２β１ｘ１＋

１
８β２Ω（ｘ

３
２＋ｘ

２
１ｘ２）－

σ１
２Ω
ｘ２－

　
β５
４Ω
（ｘ１ｘ４－ｘ２ｘ３）－

β８
４Ω
（ｘ２ｘ

２
３＋ｘ２ｘ

２
４）－

　
３β９
８Ω
（ｘ２１ｘ２＋ｘ

３
２） （３２）

ｘ２＝－
１
２β１ｘ２＋

１
８β２Ω（ｘ

３
１＋ｘ

２
１ｘ２）－

σ１
２Ω
ｘ１＋

　
β５
４Ω
（ｘ１ｘ３＋ｘ２ｘ４）＋

β８
４Ω
（ｘ１ｘ

２
３＋ｘ１ｘ

２
４）＋

　
３β９
８Ω
（ｘ２２ｘ１＋ｘ

３
１） （３３）

３２５
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ｘ３＝－
１
２β１ｘ３＋４β２Ω（ｘ

３
４＋ｘ

２
３ｘ４）－

σ２
４Ω
ｘ４－

　
β１２
４Ω
ｘ１ｘ２－

β８
４Ω
（ｘ４ｘ

２
１＋ｘ４ｘ

２
２）－
３β９
８Ω
（ｘ２３ｘ４＋ｘ

３
４）

（３４）

ｘ４＝－
１
２β１ｘ４＋４β２Ω（ｘ

３
３＋ｘ

２
４ｘ３）－

σ２
４Ω
ｘ３＋

　
β１２
８Ω
（ｘ２１－ｘ

２
２）＋

β８
８Ω
（ｘ３ｘ

２
１＋ｘ３ｘ

２
２）＋

　
３β９
８Ω
（ｘ２４ｘ３＋ｘ

３
３） （３５）

４　数值模拟

利用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对所得到的平均方程
进行模拟，通过相图和波形图可以反映系统的非线

性动力学行为．系统所选参数和初值分别为

β１＝１．１×１０
－３，β２＝０．０４，β５＝６１．３７，

β８＝１．７×１０
３，β９＝２１７．４３，β１２＝－２．６，

（ｘ１０，ｘ２０，ｘ３０，ｘ４０）＝（０．０１，０．０２，０．０１，０．００５）．
当改变外激励频率时，系统分别出现单倍周期，

多倍周期，混沌现象．图５～７分别表示外激励频率
为１．４、５．６和７．１是系统的波形图和相图，系统分别
产生单倍周期运动，多倍周期运动和混沌运动．

图５　单倍周期运动

Ｆｉｇ．５　Ｓｉｎｇｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

图６　多倍周期运动

Ｆｉｇ．６　Ｍｕｌｔｉｐｌｅｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎ

由图７可见，当外激励频率达到７．１时系统出

现混沌现象．

图７　混沌运动

Ｆｉｇ．７　Ｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎ

５　结论

本文在考虑几何非线性的情况下，建立了固定

边界条件下的双稳态屈曲梁压电俘能器的动力学

控制方程．分析了不同外激励频率与外激励幅值下
该结构的振动特性，获得频率响应曲线．发现减小
系统阻尼增大外激励振幅可拓宽频率带宽．综合应
用多尺度法和 Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散方法对系统在１：２内
共振情况下的动力学响应进行了分析．数值模拟
后，发现在外激励作用下系统出现单倍周期，多倍

周期与混沌运动．
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