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摘要　高斯最小拘束原理是一种典型的微分变分原理，以加速度为变量，通过寻求拘束函数极值的变分方法

直接得出系统的运动规律．目前，国内常用的求解高斯拘束函数的方法为拉格朗日乘子法，通过引入拉格朗日

乘子将高斯拘束函数的条件极值问题转化为带有拉格朗日乘子的无条件极值问题，这种求解方法会增加未知

变量的个数．为减少变量个数，进一步提高运算效率，文章首先对高斯拘束函数进行简单变形，引入加速度形

式的约束方程将高斯拘束函数化为最小二乘形式，直接运用最小二乘法导出使高斯拘束函数取极小值时系统

真实加速度的表达式．最后通过对曲柄滑块机构正动力学问题的分析和计算，验证了该方法的有效性．
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引言

多体系统动力学广泛应用于航天、机械、兵器、

车辆等领域，为分析多体系统的运动性能及优化设

计提供了有力的理论支撑．多体系统动力学的研究
包括系统动力学模型的建立和提高模型求解的速

度、稳定性和精度等内容．栗鹏和姚文丽［１］以共线

三球链的碰撞动力学为例，建立其碰撞的 Ｈｅｒｔｚ模
型并进一步研究了求解的数值算法．目前，常用的
解决多体系统动力学问题的方法有：牛顿－欧拉方
法、罗伯逊维登伯格方法、拉格朗日方法和高斯最
小拘束原理等．高斯最小拘束原理属于微分变分原
理，变分的力学原理是将系统的真实运动与可能发

生的运动进行区分并加以比较．高斯最小拘束函数
以系统的加速度为变量，在满足约束方程的系统所

有可能加速度中，真实加速度使拘束函数取极小

值［２］．运用高斯最小拘束原理可以直接得出系统的
运动规律．近年来，陈小平、冯祖仁等［３］将高斯最小

拘束原理应用于端杆加速度受约束的机器人动力

学分析和建模中，得出机器人关节加速度的线性递

推公式．史跃东和王德石［４］运用高斯最小拘束原理

建立了火炮系统的动力学模型，进行了火炮射击过

程的数值仿真和振动分析，并确定了影响炮口振动

的主要因素以及火炮系统的固有振动频率．董龙雷、

闫桂荣等［５］结合有限段法和高斯最小拘束原理对一

类刚柔混合系统进行描述，比较完整的反映了系统

的运动学特征．姚文丽和戴葆青［６］从相对质点形式

的变分形式推导出广义坐标形式的高斯最小拘束原

理，并给出了非理想约束、单边约束及刚体碰撞情形

下的高斯最小拘束函数表达式．刘延柱、薛纭［７］建立

了基于高斯原理的 Ｃｏｓｓｅｒａｔ弹性杆的分析力学模
型，导出了拘束函数的普遍形式，将弹性杆的相应约

束对可能运动施加限制，避免弹性杆空间自相侵占

情况的发生．Ｋａｌａｂａ［８］运用拉格朗日方程的一般形
式推出高斯最小拘束函数表达式，并导出满足约束

条件的系统加速度表达式．Ｈｅｒｍａｎ和Ｏｕｓｓａｍａ［９］将
高斯最小拘束原理应用于冗余系统中，导出冗余机

器人的动力学方程．Ｆａｎ和Ｋａｌａｂａ［１０］将高斯最小拘
束原理运用到非理想约束系统中，分析非理想约束

力，如摩擦力，对系统运动精度的影响．
目前，论文中常用的求解高斯拘束函数的拉格

朗日乘子法，需引入ｈ个拉格朗日乘子λｉ（ｉ＝１，２，
…，ｈ），其中ｈ为约束方程的个数，虽然此方法可以
将高斯拘束函数的条件极值问题转化为无条件极

值问题，但是相应的增加了 ｈ个未知变量，降低了
计算效率，为避免引入多余的未知变量，文章试图

寻求一种新的求解高斯拘束函数的方法．
通过简单的变形运算，将求高斯拘束函数最小
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值问题变形为最小二乘问题．根据系统的真实加速
度满足约束方程且使拘束函数取极小值，运用最小

二乘法导出系统真实加速度的表达式，对系统的真

实加速度进行积分运算便可得到系统的真实运动

规律．最后运用推导出的系统真实加速度的显示表
达式，对曲柄滑块机构进行动力学分析及计算，得

到其运动规律，验证该求解方法的有效性．

１　高斯最小拘束函数

高斯最小拘束函数以加速度为变量，在任意时

刻ｔ，系统的真实运动与符合系统约束的所有可能
发生的运动相比较，系统的真实加速度使其拘束函

数取极小值．
高斯最小拘束函数Ｇ的表达式为［８］

Ｇ＝１２（Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ）
ＴＭ－１（Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ） （１）

式（１）中广义质量矩阵 Ｍ为 ｎ×ｎ阶的实对称矩
阵，̈ｑ为 ｎ×１维的广义加速度，广义力 Ｑ为 ｎ×１
维列向量，ｆ为ｎ×１维列向量．将式（１）改写为

Ｇ＝１２( )Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ ＴＭ－１( )Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ ＝

　１２( )Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ (Ｔ Ｍ－１)２

Ｔ

Ｍ
－１
２ ( )Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ ＝

　 (１２ Ｍ
－１
２ ( ) )Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ

Ｔ

Ｍ
－１
２ ( )Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ ＝

　 {１２ Ｍ
－１
２ ( )Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ }２２ （２）

式（２）为高斯最小拘束函数的另一种表达形式．式
（１）和（２）考虑了系统所受理想约束的条件．当 Ｑｃ

为非理想广义约束力时，可将非理想约束力视为系

统主动力的一部分，此时高斯最小拘束函数为

Ｇ＝ {１２ Ｍ
－１
２（Ｍｑ̈＋ｆ－Ｑ－Ｑｃ） }２２ （３）

２　系统的约束方程

运用高斯最小拘束原理求解多体系统的运动

规律，其系统的约束方程可以是完整的也可以是非

完整的．设系统受到 ｄ个完整约束、ｇ个非完整约
束，其形式可写为

ｆｉ ｑ，( )ｔ＝０　　ｉ＝１，２，…，ｄ （４）
φｊ ｑ，ｑ，( )ｔ＝０　ｊ＝１，２，…，ｇ （５）

将式（４）对时间求两次微分和式（５）对时间求一次
微分，所得结果可写为矩阵形式

Ｊ̈ｑ( )ｔ＝ｇｑ( )ｔ，ｑ( )ｔ，{ }ｔ （６）
其中 Ｊ为约束方程的 ( )ｄ＋ｇ ×ｎ阶约束雅克比矩

阵，ｇｑ( )ｔ，ｑ( )ｔ，{ }ｔ为( )ｄ＋ｇ维列向量．

３　求解高斯最小拘束函数中加速度

高斯最小拘束函数的加速度 ｑ̈取值需满足式
（６）且使式（２）或（３）取极小值．式（６）中的 ｑ( )ｔ，
ｑ( )ｔ在任意时刻均为确定的量，引入伪逆矩阵 Ｊ－，
Ｊ－为 ( )ｎ× ｄ＋ｇ阶矩阵，式（６）可求解得到［１１］

ｑ̈( )ｔ＝Ｊ－ｇｑ( )ｔ，ｑ( )ｔ，{ }ｔ＋ Ｉ－Ｊ－( )Ｊｈ （７）
其中，ｈ为任意 ｎ维列向量，Ｉ为 ｎ阶单位矩阵，令
ｇ＝ｇｑ（ｔ），ｑ( )ｔ，{ }ｔ，则式（７）可简化为

ｑ̈( )ｔ＝Ｊ－ｇ＋ Ｉ－Ｊ－( )Ｊｈ （８）
将式（８）代入式（２）或（３）得到关于变量 ｈ的最小
二乘问题

Ｇ＝１２ Ａｈ－ｂ
２

２
（９）

其中

Ａ＝Ｍ
１
２ Ｉ－Ｊ－( )Ｊ （１０）

{ｂ＝－ Ｍ
－１
２Ｊ－ｇ＋Ｍ

－１
２（ｆ－Ｑ }） （１１）

求拘束函数式（９）的最小值［１２］，则有

Ａｈ＝ｂ （１２）
其中 Ａ、ｂ在任意时刻为确定的量．利用伪逆方法
可解得

ｈ＝Ａ－ｂ＋ Ｉ－Ａ－( )Ａｗ （１３）
其中ｗ为任意ｎ维列向量．

将式（１３）代入式（８）得到满足式（６），（９）的
真实加速度表达式为

ｑ̈＝Ｊ－ｇ＋ Ｉ－Ｊ－( )Ｊ Ａ－ｂ＋ Ｉ－Ａ－( ){ }Ａｗ ＝
　Ｊ－ｇ＋ Ｉ－Ｊ－( )ＪＡ－ｂ＋ Ｉ－Ｊ－( )Ｊｗ－
　 Ｉ－Ｊ－( )ＪＡ－Ａｗ （１４）

为消去式（１４）中未知向量ｗ，对式（１０）求逆得到

Ａ－＝ Ｉ－Ｊ－( )Ｊ－Ｍ
－１
２ （１５）

将式（１５）代入式（１４）整理得
ｑ̈＝Ｊ－ｇ－Ｉ－Ｊ－( )Ｊ Ｉ－Ｊ－( )Ｊ－ Ｊ－ｇ＋Ｍ－１( ){ }ｆ－Ｑ

（１６）

４　仿真算例

以曲柄滑块机构为例，如图（１）所示．图中 ｏ１，

ｏ２和ｏ３分别为曲柄、连杆和滑块的质心，曲柄、连
杆和滑块的连体坐标系建立在其质心处，惯性坐标

系建立在点ｏ处，曲柄和连杆的连体坐标系和惯性
坐标系之间的夹角分别为 θ１，θ２．系统的广义坐标
为：ｑ＝［ｘ１，ｙ１，θ１，ｘ２，ｙ２，θ２，ｘ３］

Ｔ．曲柄在转动副 ｏ
处施加有转矩τ＝－０．５Ｎ·ｍ．滑块末端连接有弹

７９４
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簧阻尼器，刚度系数为 ｋ＝５Ｎ／ｍ，阻尼系数为 ｃ＝
１Ｎ·ｓ／ｍ．当θ１＝θ２＝０时，弹簧处于平衡位置．设
ｍ１，ｍ２和ｍ３分别为曲柄、连杆和滑块的质量，ｍ１
＝０．３７ｋｇ，ｍ２＝０．７７ｋｇ，ｍ３＝０．１ｋｇ；ｌ１和 ｌ２分别为
曲柄和连杆的长度，ｌ１＝０．１５ｍ，ｌ２＝０．５６ｍ；ｇ为重
力加速度．

图１　曲滑块机构

Ｆｉｇ．１　Ｃｒａｎｋｓｌｉｄｅｒｍｅｃｈａｎｉｓｍ

曲柄滑块机构的广义质量矩阵Ｍ，广义力向量
Ｑ分别为

Ｍ＝

ｍ１
ｍ１

Ｉ１
ｍ２

ｍ２
Ｉ２
ｍ























３ ７×７

（１７）

ｆｑ，ｑ，( )ｔ＝[ ]０ ０ ０ ０ ０ ０ ０Ｔ （１８）
Ｑ＝ ０ －ｍ１ｇ τ ０ －ｍ２ｇ[ ０

　ｋ（ｌ１＋ｌ２－ｘ３）－ｃｘ]３ Ｔ
（１９）

ｑ̈＝［̈ｘ１，̈ｙ１，̈θ１，̈ｘ２，̈ｙｙ２，̈θ２，̈ｘ３］
Ｔ （２０）

系统的约束方程为

φ＝

ｘ１－
ｌ１
２ｃｏｓθ１＝０

ｙ１－
ｌ１
２ｓｉｎθ１＝０

ｌ１ｃｏｓθ１－ｘ２＋
ｌ２
２ｃｏｓθ２＝０

ｌ１ｓｉｎθ１－ｙ２＋
ｌ２
２ｓｉｎθ２＝０

ｘ２＋
ｌ２
２ｃｏｓθ２－ｘ３＝０

ｙ２＋
ｌ２
２ｓｉｎθ２＝





















 ０

约束方程的雅可比矩阵Ｊ及ｇｑ( )ｔ，ｑ( )ｔ，{ }ｔ分
别为

Ｊ＝

１０
ｌ１
２ｓｉｎθ１ ０ ０ ０ ０

０１ －
ｌ１
２ｃｏｓθ１ ０ ０ ０ ０

００ －ｌ１ｓｉｎθ１ －１ ０ －
ｌ２
２ｓｉｎθ２ ０

００ ｌ１ｃｏｓθ１ ０ －１
ｌ２
２ｃｏｓθ２ ０

００ ０ １ ０ －
ｌ２
２ｓｉｎθ２ －１

００ ０ ０ １
ｌ２
２ｓｉｎθ２

































０

ｇｑ( )ｔ，ｑ( )ｔ，{ }ｔ＝

－
ｌ１
２ｃｏｓθ１

θ２１

－
ｌ１
２ｓｉｎθ１

θ２１

ｌ１ｃｏｓθ１θ
２
１＋
ｌ２
２ｃｏｓθ２

θ２２

ｌ１ｓｉｎθ１θ
２
１＋
ｌ２
２ｓｉｎθ２

θ２２

ｌ２
２ｃｏｓθ２

θ２２

ｌ２
２ｓｉｎθ２

θ



































２
２

（２３）
设系统的初始条件分别为

ｑ＝［０．０７５　０　０　０．４３　０　０　０．７１］Ｔ

ｑ＝［０　０　０　０　０　０　０］{ Ｔ ，

将式（１７）、（１８）、（１９）、（２０）代入式（３），得到曲柄
滑块机构的拘束函数表达式．引入约束方程 φ，通
过式（１６）求解得出曲柄滑块机构的位移和速度变
化规律图．

图１～５分别为曲柄质心在 Ｘ，Ｙ方向上的位
移、速度变化曲线．图６～７为曲柄转角与曲柄转动
角速度的变化曲线．图８～９为滑块质心在 Ｘ方向
的位移、速度变化曲线．曲柄滑块机构中存在阻尼
为耗散机构，滑块的运动幅度和速度会随时间逐渐

减小，机构最终在一平衡状态停止运动．

图２　曲柄质心Ｘ轴方向位移

Ｆｉｇ．２　ＤｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃｒａｎｋｓｈａｆｔｉｎＸａｘｉｓｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

８９４
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图３　曲柄质心Ｘ轴方向速度

Ｆｉｇ．３　ＶｅｌｏｃｉｔｙｏｆＣｒａｎｋｃｅｎｔｅｒｉｎＸｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图４　曲柄质心Ｙ轴方向位移

Ｆｉｇ．４　ＤｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｃｒａｎｋＣｅｎｔｅｒｉｎＹｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图５　柄质心Ｙ轴方向速度

Ｆｉｇ．５　ＶｅｌｏｃｉｔｙｏｆＣｒａｎｋｃｅｎｔｅｒｉｎＹｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图６　曲柄转角随时间的变化规律

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｃｒａｎｋａｎｇｌｅ

图７　曲柄转动角速度

Ｆｉｇ．７　ＡｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆＣｒａｎｋ
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５　小结

高斯最小拘束原理不直接描述系统的机械运

动规律，而是把真实发生的运动与可能发生的运动

加以比较，在相同条件下所发生的很多的可能运动

中指出真实运动所应满足的极值条件，用高斯最小

拘束原理求解多体系统动力学问题，主要优点是可

以利用各种有效的数学规划方法寻求高斯拘束函

数的极值，且不论是树形的还是非树形的系统，都

可以用同样的方法处理．文章利用最小二乘法对高
斯拘束函数进行求解，直接得到了系统真实运动的

加速度表达式，且不需要引入其它辅助变量．从曲
柄滑块机构的仿真结果可以看出，系统的数学模型

推导简单，形式统一，而且能够得到多体系统运动

规律的精确解，计算效率高，方法简单，易于程式

化．本文提供了一种统一而有效的多体系统动力学
分析与计算方法．
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