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神经元模型中混合模式振荡动力学研究进展
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摘要　混合模式振荡（ｍｉｘｅｄｍｏｄｅｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ以下简称 ＭＭＯｓ）是产生于动力系统中的一种复杂的振荡模

式，它在自然界中是普遍存在的．混合模式振荡由一系列的小振幅的振荡和大振幅的振荡共同组成，两种模

式的振荡交替出现．文章介绍了在神经元系统中混合模式振荡的研究情况和研究方法，主要分析几何奇异

摄动理论在动力系统中混合模式振荡的产生机理的作用，并且介绍前包钦格复合体、内嗅皮层的星状细胞

和垂体细胞神经元及腺体细胞的混合模式振荡的动力学研究，简单说明其他神经元模型的混合模式振荡的

研究情况．为以后的其他领域的混合模式振荡的研究提供了方法．

关键词　神经元模型，　混合振荡模式，　几何奇异摄动理论，　鸭解，　张弛振荡
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引言

混 合 模 式 振 荡 （ｍｉｘｅｄｍｏｄｅ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓ，
ＭＭＯｓ）是产生于动力系统中的一种复杂的振荡模
式，它在自然界中是普遍存在的．混合模式振荡由
一系列的小振幅的振荡和大振幅的振荡共同组成，

两种模式的振荡交替出现．混合模式振荡１００年前
在化学反应中被第一次观察到 ［１］，直到在２０世纪
７０年代，ＢｅｌｏｕｚｏｖＺｈａｂｏｔｉｎｓｋｙ化学反应中的混合模
式振荡才被仔细的研究［２－７］．除此之外，科学家在
许多领域也发现了混合模式振荡，例如表面化学反

应［８，９］、电化学系统［１０－１２］、神经元系统［１３－１６］、钙系

统［１７－１８］、心电动力系统［１９］、激光系统［２０］和电子电

路系统［２１］等．
一些神经元模型也被用来研究混合模式振荡

现象，例如ＨｏｄｇｋｉｎＨｕｘｌｅｙ模型［２２－２４］、垂体细胞模

型［２５－２７］、多巴胺神经元模型［２８－２９］、中间神经元模

型［３０－３１］和一些神经网络，如前包钦格复合体［３２］

等．这些模型主要聚焦于研究离子通道在混合振
荡中的作用以及混合模式振荡产生的动力学机理．

混合模式振荡的功能一直是一个很重要的问

题．阈下（膜电位）振荡的功能被认为是一个定时
装置［３３］，在空间认知中起着重要的作用［３４］．基于

动作电位是神经元的基本信号的机理混合模式振

荡中插入阈下振荡也许能对创造一个更有利于神

经元之间信息交流的时间尺度有帮助．
通常如果混合模式振荡由ｓ个小振幅振荡和Ｌ

个大振幅振荡组成，用符号 Ｌｓ来描述这种振荡模
式［３５－３６］．混合模式振荡模式可以是规则的，也可
以是不规则的．规则的混合模式振荡是周期的，所
以符号Ｌｓ可以表示整个振荡的状态．如果混合模
式振荡是不规则的，则可以用序列 Ｌ１

ｓ１－Ｌ２
ｓ２… －

ＬＮ
ｓＮ（Ｎ是某一整数）来表示．而且不规则的混合模

式振荡也可能是随机的或者混沌的．
如果出现了 Ｌ０（Ｌ＞１）形式的振荡模式，即在

两个或者更多的峰之间并没有小振幅的阈下振荡，

习惯上称这种情况为簇发放形式［３７－４０］．间内和尖
峰的频率可能是在相同的频率范围内，或不取决于

神经元的类型及其他参数值．
动力系统理论用于研究微分方程解的定性性

质．动力系统理论通过研究了平衡点和周期轨道的
分岔，描述这些限制取决于系统参数设置．但是混
合模式振荡的问题，超越那些标准／经典的一般动
力系统理论．具体来说，人们试图剖析小振幅振荡
和大振幅振荡的时间范围，识别这些几何对象在系

统的状态空间，并确定状态之间如何转换．
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早期的关于模型混合模式振荡的研究主要局

限在在对混合模式振荡的进行分类，并且通过参数

的变化观察振荡模式的变化情况．Ｈｕｄｓｏｎ等［４１］通

过实验观察 ＢｅｌｏｕｓｏｖＺｈａｂｏｔｉｎｓｋｙ振荡反应（简称
ＢＺ反应）中的混合模式振荡．Ｂａｋｅ等［４２］发现在

ｐＨ化学反应中，随着流率的改变，系统从周期区域
进入混沌区域时会产生混合模式振荡．Ｂａｂａ和
Ｋｒｉｓｈｅｒ［４３］对原生具有全局耦合的电化学模型进行
研究，通过数值计算得到了由其导出的齐次系统产

生的混合模式振荡．Ｈｉｇｕｅｒａ等［４４］研究发生在椭圆

容器流体表面的法拉第波的单模式扩张模型，这个

模型是一个奇异摄动问题，他们利用数值计算得到

了表面波中的周期和非周期的混合模式振荡．
Ｂａｒｋｌｅｙ［４５］最早跳出这个局限，他评估多时间

尺度模型对混合模式振荡产生的能力．Ｂａｒｋｌｅｙ［４６］

又对从化学实验中产生的混合模式振荡与刻画该

化学反应的七维数学模型中产生的混合模式振荡

做了比较，该模型中有 ３维的多时间尺度模型．
Ｂａｒｋｌｅｙ研究的混合模式振荡某些方面类似于一个
鞍焦平衡点的同宿轨道．特别的，小振幅振荡的产
生是由于轨线沿着不稳定流形远离平衡点．这种
类型的同宿轨曾被Ｌ．Ｓｈｉｌｎｉｋｏｖ［４７］研究．但Ｂａｒｋｌｅｙ
指出，混合模式振荡的出现并继续存在在开放区域

的系统参数，而不是沿着参数空间余一维子流形．
但是他不能给出一个具有这些特征的三维模型．
Ｒｕｂｉｎ等［４８］研究了修正的三维经典 ＨｏｄｇｋｉｎＨｕｘ
ｌｅｙ神经元模型的混合模式振荡，并研究了大小振
幅的数目的变化，接着利用几何奇异摄动理论研究

了混合振荡的产生的机理，并指出模型生成混合模

式振荡的关键的系统参数．
Ｋｒｕｐａ等［４９］分析哺乳动物脑干中多巴胺神经

元双舱室模型的混合模式振荡产生的机理并指出

混合模式振荡与鸭结构的关系．Ｄｅｓｒｏｃｈｅｓ等［５０］发

展了计算方法来研究自耦合的 ＦｉｔｚＨｕｇｈＮａｇｕｍｏ
（ＦＨＮ）模型混合模式振荡产生的机理，该方法能精
确地找出一些系统中的鸭解和混合模式振荡．

１　几何奇异摄动理论

１．１　Ｆｅｎｉｃｈｅｌ定理
混合模式振荡多产生于有着不同时间尺度的

动力系统．此类系统的不同状态变量的变化速率有
着较大的不同，在动力学中将此类动力系统视为奇

异摄动问题．它本身是一个快慢动力系统．几何奇
异摄动理论（ＧｅｏｍｅｔｒｉｃＳｉｎｇｕｌａｒＰｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ
简记为 ＧＳＰＴ）采用几何的观点，从不变流形、奇异
点的规范型等角度对此类系统进行分析研

究［５１－５５］，其奠基工作称为 Ｆｅｎｉｃｈｅｌ理论［５２］．此外，

一些学者还利用例如匹配展开的渐进方法进行分

析［５６－５７］，还有法国斯特拉斯堡的一些数学家采用

非标准分析对快慢动力系统有着一些重要的发
现［５８－５９］．本文主要介绍几何奇异摄动的相关概念

和观点．考虑系统：

εｄｘｄｔ＝ｆ（ｘ，ｙ，ε）

ｄｙ
ｄｔ＝ｇ（ｘ，ｙ，ε

{ ）

（１）

其中，ｘ∈Ｒｍ，ｙ∈Ｒｎ是状态空间变量，ε是一个远

远小于１的正小参数，表示不同时间尺度的比例．

函数ｆ：Ｒｍ×Ｒｎ×Ｒ→Ｒｍ与 ｇ：Ｒｍ×Ｒｎ×Ｒ→Ｒｎ是

无穷次可微的两个函数．习惯上，变量 ｘ称为快变
量，变量 ｙ称为慢变量．如果做变换 τ＝εｔ，则系统
（１）可变为：

ｄｘ
ｄτ
＝ｆ（ｘ，ｙ，ε）

ｄｙ
ｄτ
＝εｇ（ｘ，ｙ，ε{ ）

（２）

在（２）中令ε→０得

ｄｘ
ｄτ
＝ｆ（ｘ，ｙ，０）

ｄｙ
ｄτ
＝{ ０

（３）

此系统称为快子系统，也称为层问题（ｌａｙｅｒｐｒｏｂ
ｌｅｍ），表示快变量的变化过程．显然在（３）中慢变
量是一个常数，因此快子系统的解在相空间（ｘ，ｙ）
中的轨线是一条直线，称为快纤维（ｆａｓｔｌｉｂｅｒ）．同
样的，在系统（１）中令 ε→０得到慢子系统，也称为
约化问题（ｒｅｄｕｃｅｐｒｏｂｌｅｍ）：

０＝ｆ（ｘ，ｙ，０）
ｄｙ
ｄｔ＝ｇ（ｘ，ｙ，０

{ ）
（４）

系统（４）是一个微分代数方程组．它反应了慢变量
的变化过程．几何奇异摄动理论的一个目标就是用
（３）和（４）的解来刻画整个带有摄动的奇异问题的
解的性质．而且可以看出（４）中的代数方程对应的
（超）曲面为：

２８４
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Ｓ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｒｍ×Ｒｎ：ｆ（ｘ，ｙ，０）＝０｝

称为临界流形（或退化流形）．显然 Ｓ中的点是系
统（３）中第一个方程的平衡点．

定义１．１　如果在 Ｍ上 Ｊａｃｏｂｉ矩阵 Ｄｘｆ（ｘ，ｙ，
０）的特征值的实部不等于０，称流形 ＭＳ是法向

双曲的．进一步，如果矩阵 Ｄｘｆ（ｘ，ｙ，０）在 Ｍ上所
有特征值实部小于０，就称 Ｍ为吸引的；如果矩阵

Ｄｘｆ（ｘ，ｙ，０）在Ｍ上所有特征值实部大于０，就称Ｍ

为排斥的；如果法向双曲流形 Ｍ既不是吸引的，也
不是排斥的，就称Ｍ是鞍型的．

对于法向双曲的流形Ｍ，有如下的定理：
定理１．１　（Ｆｅｎｉｃｈｅｌ定理）［５２，６０］设ＭＳ是一

个紧的法向双曲的子流形（可能有界），ｆ，ｇ∈Ｃｒ，ｒ

＜∞．则对充分小的ε＞０下列结论成立：

（１）存在一个局部不变流形 Ｍε微分同胚于

Ｍ．局部不变的意思是Ｍε具有轨线进入或离开所
穿过的边界．

（２）Ｍε距Ｍ有一个Ｏ（ε）的Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ距离．
（３）当ε→０时，上的流收敛于慢流．
（４）Ｍε是Ｃ

ｒ光滑的，０＜ｒ＜∞．

（５）Ｍε是法向双曲的，并且对快变量 ｘ与 Ｍ
有相同稳定性质（吸引、排斥或者鞍型）．

Ｍε也称为 Ｆｅｎｉｃｈｅｌ流形，它是一类慢流形．
Ｆｅｎｉｃｈｅｌ定理保证了对充分小的参数ε＞０，如果约
化问题的临界流形是法向双曲的，那么带有扰动的

摄动问题（１．１）与相应的约化问题有相同性质的
临界流形，而且对快变量有相同地稳定性．进一步，

Ｍε可以表示成一个函数图像，当法向双曲的条件

被满足时，雅克比矩阵 Ｄｘｆ（ｘ，ｙ，０）在 Ｍ上的任意
点处皆是可逆的，由隐函数定理可知 Ｍ可以表示
成关于ｙ的一个显函数，利用渐近展开法这个函数
可以近似求出，这样问题（１．１）就可以限制在
Ｆｅｎｉｃｈｅｌ流形上化为正则的摄动问题．

１．２　折点
混合模式振荡对应的多时间尺度的问题虽然

是奇异摄动问题，但是有一些点不满足上述的法向

双曲的条件，称之为折点（ｆｏｌｄｐｏｉｎｔ）．正是这些点
的存在，才有了张弛振荡、鸭现象和混合模式振荡

等复杂的现象产生．下面我们对这样的折点进行分
类．为了简单起见我们取ｍ＝１，ｎ＝２，系统可以写
为：

εｄｘｄｔ＝ｆ（ｘ，ｙ，ε）

ｄｙ１
ｄｔ＝ｇ１（ｘ，ｙ，ε）

ｄｙ２
ｄｔ＝ｇ２（ｘ，ｙ，ε











 ）

（５）

相应的临界流形为：

Ｓ＝｛（ｘ，ｙ１，ｙ２）∈Ｒ
３：ｆ（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＝０｝ （６）

此时临界流形是三维空间中的一张曲面．相应的 Ｓ
上的折点组成的集合是Ｓ对应的曲面上的一条（或
几条）曲线，有如下的定义：

定义１．２　临界流形Ｓ称为是（局部）有折的，
如果存在一个集合Ｆ有如下的形式：

Ｆ＝｛（ｘ，ｙ１，ｙ２）∈Ｒ
３：ｆ（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＝０

ｆ
ｘ
（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＝０，

２ｆ
ｘ２
（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）≠０

ｒａｎｋ（ｆｙ１（ｘ，ｙ１，ｙ２，０），ｆｙ２（ｘ，ｙ１，ｙ２，０））＝２｝

（７）
其中Ｆ中的点称为系统（５）的折点．更高维的情况
可以参看文献［６１］．

正如在１．２节中的分析，通过几何奇异摄动理
论的思想，系统（６）也可以通过相应的快子系统和
慢子系统来进行研究．注意到快子系统的解在相空
间中是一条直线，那么注意力就集中在慢子系统上

来进行研究．（６）相应的慢子系统为：
０＝ｆ（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）

ｄｙ１
ｄｔ＝ｇ１（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）

ｄｙ２
ｄｔ＝ｇ２（ｘ，ｙ１，ｙ２，０











 ）

（８）

在（８）的第一个方程两端进行微分，并将（８）的后
两个方程代入移项可得：

ｆ
ｘ
ｄｘ
ｄｔ＝

ｆ
ｙ１
ｇ１（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＋

ｆ
ｙ２
ｇ２（ｘ，ｙ１，ｙ２，０( )）

ｄｙ１
ｄｔ＝ｇ１（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）

ｄｙ２
ｄｔ＝ｇ２（ｘ，ｙ１，ｙ２，０











 ）

（９）

由于在折点处
ｆ
ｘ
（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＝０，因此需要对（９）

通过时间尺度变换ｄｔ＝－ｆ
ｘ
ｄτ进行去奇异化得到

方程组：

３８４
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ｄｘ
ｄτ
＝ｆ
ｙ１
ｇ１（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＋

ｆ
ｙ２
ｇ２（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）

ｄｙ１
ｄτ
＝ｆ
ｘ
ｇ１（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）

ｄｙ２
ｄτ
＝ｆ
ｘ
ｇ２（ｘ，ｙ１，ｙ２，０











 ）

（１０）
系统（１０）与系统（９）在相平面上有相同的轨线，只
是方向相反．满足条件

ｆ
ｘ
（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＝０，且

ｆ
ｙ１
ｇ１（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）＋

ｆ
ｙ２
ｇ２（ｘ，ｙ１，ｙ２，０）

的点ｐ（ｘ，ｙ１，ｙ２）成为折奇异点．并且有如下的定
义：

定义１．３　设λ１，λ２是限制在临界流形Ｓ上的
雅克比矩阵在点ｐ的特征值，

（１）若 λ１，λ２是实数，且 λ１λ２＜０，则称 ｐ是
折鞍点（ｆｏｌｄｓａｄｄｌｅ）；

（２）若 λ１，λ２是实数，且 λ１λ２＞０，则称 ｐ是
折结点（ｆｏｌｄｎｏｔｅ）；

（３）若λ１，λ２是虚数，且 λ１λ２＞０，Ｉｍ（λ１，２）≠
０，则称ｐ是折焦点（ｆｏｌｄｆｏｃｕｓ）．

注：如果有两个特征值相等且同为实数，则称

为退化的折结点，如果两个特征值为实数且只有一

个等于零，则会产生折鞍结点分岔现象．系统在这
些折点处会产生奇异鸭解，混合模式振荡等现象．
１．３　张弛振荡与鸭解

张弛振荡是发生在多时间尺度的动力系统中

的一种周期轨线，它的特征是这个周期轨线由快慢

两部分相互重复连接组成．比较典型的张弛振荡是
在ＶａｎｄｅｒＰｏｌ方程中［６２］．产生张弛振荡的动力系
统因为有多个时间尺度，因此可以用几何奇异摄动

理论对其进行研究．下面用二维 ＦｉｔｚＨｕｇｈＮａｇｕｍｏ
型神经元模型［３６］来说明张弛振荡的产生过程．考
虑如下的方程组：

ｄｖ
ｄｔ＝－２ｖ

３＋３ｖ２－ｗ＋Ｉ

ｄｗ
ｄｔ＝ε（γｖ－λ－ｗ

{ ）

（１１）

其中，ｖ表示类电压变量（类似于 ＨＨ方程中的膜
电位），ｗ表示恢复变量（类似于ＨＨ方程中门控变
量），Ｉ是外界刺激，ε，γ和λ是常数且０＜ε１．图
１展示了 ＦｉｔｚＨｕｇｈＮａｇｕｍｏ模型中的张弛振荡，从
图１可以清楚的看出，随着参数 ε→０，模型的周期

轨线逐步向临界流形和快纤维组成的闭合轨线逼

近，期极限状态下的周期轨线即为张弛振荡．
按照在１．１节的分析，首先将 ＦｉｔｚＨｕｇｈＮａｇｕ

ｍｏ模型分成层问题和约化问题．约化问题的解位
于临界流形上，即图１中的 ＡＢ段和 ＣＤ段．层问
题的解（快纤维）对应于周期轨中时间快尺度的问

题，即为图１中ＢＣ段和ＤＡ段．Ｂ和 Ｄ为折点，也
称为跳跃点．整个张弛振荡的产生过程是这样的，
首先系统沿着临界流形的吸引部分从Ａ到Ｂ，在Ｂ
点产生跳跃沿快纤维到达Ｃ点，然后再次沿着吸引
部分从Ｃ点走到Ｄ点，由于Ｄ也是一个跳跃点，因
此在Ｄ点出再次沿快纤维到达 Ａ点，形成张弛振
荡．因此张弛振荡的产生可用快慢两个子系统进行
分析，在折点处的分析可以借助于近年来发展的

ｂｌｏｗｕｐ技术．由于折点处法向双曲的性质已经被
破坏，前面的理论很难对折流形处的奇异点进行分

析．Ｂｌｏｗｕｐ技术的思想是通过一组巧妙的坐标变
换，将折上的奇异点变换成一个球面，通过引入合

适的坐标卡，使ｂｌｏｗｕｐ后的向量场有更容易研究
的性质，具体的做法可以参看文献［６３－６５］．

图１　ε＝０．００１，γ＝４，λ＝０．０２时，ＦｉｔｚＨｕｇｈＮａｇｕｍｏ模型的解

在（ｖ，ｗ）平面的相图和时间历程

Ｆｉｇ．１　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａｎｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒ

ＦｉｔｚＨｕｇｈＮａｇｕｍｏｍｏｄｅｌｉｎｖｗｐｌａｎｗｈｅｎ

ε＝０．００１，γ＝４，λ＝０．０２
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图２　系统（１１）的鸭解在参数Ｉ（外界刺激）的改变下的变化图

（ａ）Ｉ＝－０．２２１７５２，（ｂ）Ｉ＝－０．２２１７６，（ｃ）Ｉ＝－０．２２１７５１９２，（ｄ）Ｉ＝０．２１

Ｆｉｇ．２　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｃａｎａｒｄｐａｒａｍｅｔｅｒＩ（ｅｘｔｅｒｎａｌｓｔｉｍｕｌｉ）

（ａ）Ｉ＝－０．２２１７５２，（ｂ）Ｉ＝－０．２２１７６，（ｃ）Ｉ＝－０．２２１７５１９２，（ｄ）Ｉ＝０．２１

鸭解（ｃａｎａｒｄ）指的是同时包含吸引部分和排
斥部分的奇异摄动系统的解．一维的孤立鸭解也称
为鸭环．在奇异摄动系统中，鸭解沿着慢流形的吸
引部分穿过折点（或折点附近），然后继续沿着慢

流形的排斥部分形成周期解．由于在二维系统中这
些周期解对应的轨线在相空间中形状类似于

“鸭”，因此称这类解为鸭解．根据相空间周期轨线
的形状可进一步分为有头鸭和无头鸭两种情况．

鸭解的一个普遍特征是周期解的振幅随着控

制参数的微小改变而产生巨大变化．超临界 Ｈｏｐｆ
分支出的小周期轨随着控制参数的改变迅速的变

成大的松弛环，这种 Ｈｏｐｆ分岔附近的周期轨振幅
快速增大的现象称为鸭爆破（ｃａｎａｒｄｅｘｐｌｏｒｅ）．鸭
解就位于小的 Ｈｏｐｆ环与大的松弛环之间．由于鸭
爆破现象的存在，因此鸭解很难被观察到，因此很

多学者致力于从理论上证明奇异摄动系统中鸭解

的存在性．几何奇异摄动理论的观点认为鸭解的存
在性决定于摄动系统的慢流形的吸引部分（记为

Ｓａ，ε）与排斥部分（记为Ｓｒ，ε）是否在折点附近相交．
按照Ｗｅｃｈｓｅｌｂｅｒｇｅｒ［６１］等的观点，在慢流形上，

有限时间内从吸引部分Ｓａ穿过折点到排斥部分Ｓｒ
形成的鸭解称为奇异鸭解；带摄动的系统在慢流形

附近从吸引部分Ｓａ，ε穿过折点到排斥部分Ｓｒ，ε形成
的鸭解称为最大鸭解．

结合１．２折点的分类，可以进一步分析奇异鸭
解的类型．折焦点处不会产生奇异鸭解．折焦点处
的流的方向只有沿着折的时候才会发生改变，所有

开始于折焦点附近的解会在有限的正向或反向时

间内到达折点组成的集合，并在此处发生爆破．对
于折鞍点的情形，折鞍点处存在中心稳定流形 Ｗｃｓ
和中心不稳定流形 Ｗｃｕ，他们产生出唯一的快纤维

分别记为Ｗｓ和Ｗｕ，快纤维Ｗｓ和Ｗｕ分别在折点处
与对应的稳定与不稳定特征向量相切．而对于慢子
系统的约化流可以通过改变去奇异化慢子系统在

慢流形排斥部分的方向得到．快纤维和慢子系统的
约化流就可以拼凑成系统的鸭轨线．开始于稳定快
纤维Ｗｓ的约化流的轨线在有限时间到达折奇异点
处并穿过折点与不稳定分支 Ｗｃｕ相交．这种类型的
奇异鸭解称为折鞍点型（ｆｏｌｄｓａｄｄｌｅｔｙｐｅ）．开始于
Ｓａ的其他的约化流的轨线或者在有限时间内到达
折点发生爆破，或者根本到达不了折点．而开始于
不稳定快纤维 Ｗｕ的轨线会相反的穿过折点从 Ｓｒ
到达Ｓａ，这样的鸭解也称为伪鸭解．对于折结点的情
形，如果两个特征值都是负的，此时系统只有稳定的

中心流形Ｗｃｓ，定义Ｗｓｓ为唯一快纤维的子集相应于
强稳定特征向量沿着折张成的空间，而慢子流形的

约化流仍通过去奇异系统来得到．集合Ｗｓｓ与折点组
成的集合Ｆ在Ｓａ上围成的区域称为奇异漏斗（ｓｉｎ
ｇｕｌａｒｆｕｎｎｅｌ），奇异漏斗中的每一条轨线都是一个奇
异鸭解．开始于Ｗｓｓ上的轨线在有限时间内到达奇异
点集但是相交正切于相应折结奇异点的强稳定特征

向量．开始于Ｓａ上的其他轨线到达折点集在有限的
时间内并在有限时间内爆破．对于奇异摄动的最大
鸭解的存在性也有如下的定理：

定理１．２［６１］　对于奇异摄动系统（１．１）当 ε

充分小时，定义μ＝
λ１
λ２
，下列结论成立．

（１）折焦点处没有最大鸭解产生；
（２）在折鞍点处，奇异鸭解的（ｎ－１）维集合

Ｗｃｓ扰动到最大鸭解的（ｎ－１）维集合；
（３）在折结点处，当０＜μ＜１时，（ｎ－１）维奇

异鸭解（也称为强鸭解）的集合 Ｗｓｓ扰动到（ｎ－１）
维的最大强鸭解（也称为首要强鸭解）；

（４）在折结点处，若 μ－１Ｎ，则奇异弱鸭解的
（ｎ－１）维集合扰动到（ｎ－１）维的最大弱鸭解（也
称为首要弱鸭解）；

（５）在折结点处，设ｋ是一个正整数，且满足２ｋ
＋１＜μ－１＜２ｋ＋３并且μ－１≠２ｋ＋２则除了首要鸭解
外，还存在其他的ｋ个最大鸭解，称为次要鸭解．

２　快慢动力系统中混合模式振荡的产生机理

混合模式振荡的生成需要各种机制的协调作

用：（ｉ）阈下振荡的生成机制，（ｉｉ）峰发放机制，包
括峰的发生和峰发放形成的动力学描述，以及（ｉｉｉ）
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从峰发放状态到亚阈值状态的恢复机制．
能产生固有振荡的最小模型是一些二维的神经

元模型，包含了两个动力学变量：电压ｖ和恢复变量
ｗ［６６］．这些模型可能产生亚阈值振荡或者峰发放，
但是不能产生混合模式振荡．混合模式振荡需要额
外的描述这两个状态之间动力学的变化的机理．这
个机理可能由外部输入产生（对于非自治系统），例

如在某种情况下慢流形穿过Ｈｏｐｆ分岔和产生于强
迫振荡性的模式［６７］，或者来自于一个额外的自变量

的变化（自治系统）产生的三维“鸭现象”［６８］．
能够产生混合模式振荡的最小的模型是一个包

含了多重时间尺度的三维的非线性方程组［３６］．研究
它可以得到很多基本的动力学性质．混合模式振荡
的产生原理关键依赖于从亚阈值振荡到峰发放的变

化机理．一些机理已经在被研究发现，此外关于“鸭
解”现象与混合模式振荡的关系也被很多学者所研

究［６５，６８－７１］．这些结果在文献［６０］中被总结出来．
利用几何奇异摄动理论的相关结果，在三维快

慢动力系统中产生混合模式振荡的原因主要有折

结点附近的最大鸭解的旋转和奇异 Ｈｏｐｆ分岔的产
生，下面逐一进行讨论．
２．１　折结点导致的混合模式振荡

在１．３节中指明对于折结点附近会形成奇异
漏斗，而在此处首要强鸭解会围绕首要弱鸭解产生

旋转．此现象从几何的角度可以解释，强鸭解可以
视为Ｓａ，ε与Ｓｒ，ε相对位置改变的轨迹．开始于Ｓａ，ε的
轨线在走向同侧强鸭解时候受到了 Ｓｒ，ε的限制，从
而再次回到了 Ｓａ，ε，这样就形成了一次旋转．而弱
鸭解可以看做是旋转中心．而开始于 Ｓａ，ε的轨线到
达强鸭解另一端的时候，被 Ｓｒ，ε阻止并沿着快纤维
的方向再次回到Ｓａ，ε．进入奇异漏斗的轨线被困入
其中一段时间，然后跳出这个折附近沿着快纤维，然

后全局回归机理保证了轨线会再一次回到Ｓａ，ε的漏
斗中．不断重复这个过程，混合模式振荡便产生了．
轨线进入漏斗以后，在折结奇异点附近产生小振幅

振荡，然后轨线跳跃到快纤维离开漏斗，再根据全局

回归机理［７２］轨线，再次返回漏斗形成周期的大振幅

振荡，于是１ｓ模式的混合模式振荡便形成了．
２．２　奇异Ｈｏｐｆ分岔导致的混合模式振荡

混合模式振荡除了可以有折结点产生，许多研

究结果发现混合模式振荡与奇异 Ｈｏｐｆ分岔也有关
系．奇异Ｈｏｐｆ分岔是摄动系统的Ｈｏｐｆ分岔在 ε趋
于０时得到的．在快慢系统中，系统的平衡点可能

在临界流形上的折的附近．如果在参数与相空间系
统在距离折Ｏ（ε）处经历了的Ｈｏｐｆ分岔，就习惯上
称为奇异Ｈｏｐｆ分岔［７０，７３－７５］．这种Ｈｏｐｆ分岔的特征

值的虚部有着 Ｏ（ ε－槡
１）的量级，这个量级介于快

时间尺度与慢时间尺度之间．在 Ｈｏｐｆ分岔附近，鸭
周期轨的振幅会快速的增大，这种现象即为上文提

到的鸭爆炸．奇异 Ｈｏｐｆ分岔存在与鸭爆破有紧密
的联系．奇异 Ｈｏｐｆ分岔使得在平衡点附近产生小
振幅的振荡，然后随着周期解振幅的突然增大使轨

线沿着快纤维方向继续，然后由于全局回归机理形

成大振幅振荡，所以也形成了１ｓ的混合模式振荡．
Ｇｕｃｋｅｎｈｅｉｍｅ对具有两个慢变量的摄动系统中的奇
异Ｈｏｐｆ分岔进行研究，并研究了它与混合模式振
荡的联系 ［７０，７６］．图３给出了一个典型的三维系统：

图３　由奇异Ｈｏｐｆ点导致的混合振荡现象的示意图

Ｆｉｇ．３　ＳｋｅｔｃｈｏｆｍｉｘｅｄｍｏｄｅｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎｓｃａｕｓｅｄｂｙｓｉｎｇｕｌａｒＨｏｐｆｐｏｉｎｔ
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εｘ＝ｙ－ｘ２－ｘ３

ｙ＝ｚ－ｘ
ｚ＝－ν

{
－ａｘ－ｂｙ－ｃｚ

（１２）

在式（１２）中参数值取ε＝０．０１，ν＝０．００７，ａ＝－０．４，ｂ＝
－０．４和ｃ＝１．１５时由奇异Ｈｏｐｆ分岔导致的混合模
式振荡．在折点附近的奇异 Ｈｏｐｆ分岔使轨线沿小
的极限环运动形成小振幅振荡，然后振幅迅速增大

形成大振幅振荡，于是混合模式的振荡便形成了．
更高维的模型会产生更复杂的混合模式振荡现

象．在基于电导的神经元模型中，由于离子通道对亚
阈值振荡和峰发放状态有很大的影响，所以高维的

模型很难分析混合模式振荡的产生机理，但这些模

型的基本原理也可以化简成低维的模型来研究．

３　神经元模型中的混合模式振荡

３．１　
!

嗅皮层的星状细胞

内嗅皮层（ｅｎｔｏｒｈｉｎａｌｃｏｒｔｅｘ，ＥＣ）是海马结构
的输入与输出结构，在大脑新皮质与海马之间起双

向的信息传递作用，按空间结构可分为外侧内嗅皮

层（ＬＥＣ）和内侧内嗅皮层（ＭＥＣ）［７７］．内侧内嗅皮
层共分为６层，其中第Ⅰ和第Ⅳ层为非细胞层，Ⅴ
层和Ⅵ为其深层，Ⅱ层和Ⅲ层为其浅层．ＥＣ的浅
层神经元主要是接受大脑皮层（包括联合皮质、嗅

周皮质以及海马旁回皮质）的传入，将这些认知和

高度处理的感觉信息传递至海马结构．深层主要接
受海马ＣＡＩ和下托的输入，将其传回至新皮层，从
而形成海马ＥＣ新皮层的情景记忆环路［７８］．在内
嗅皮层浅层中，锥体神经元（ＰｙｒａｍｉｄａｌＮｅｕｒｏｎ）和
星型神经元（ＳｔｅｌｌａｔｅＮｅｕｒｏｎ）是两类主要的投射神
经元．因此，研究这两类细胞的基本电生理特性有
助于揭示海马依赖性学习和记忆的机制．其节律
振荡在θ（４～１２赫兹）和γ（３０～１００赫兹）频段形
成．内在的阈下（膜电位）振荡，θ和 γ频率的混合
模式振荡已在各种类型的神经元被观察到［７９－８２］．
!

嗅皮层第Ⅱ层星状细胞的混合模式振荡被广泛
的研究［８３－８５］．

生理实验和数学模型的计算都表明，
!

嗅皮层

第Ⅱ层的星型细胞能在 －５５ｍＶ附近产生阈下振
荡．当收到外界超极化的直流刺激时，在阈下振荡
以后也会有张弛振荡，也就是大振幅振荡产生．阈
下振荡和张弛振荡交替出现，即产生混合模式振

荡．混合模式振荡的产生与“鸭解”现象有关，对哺

乳动物的记忆和空间感知有重要的作用．
３．２　前包钦格复合体

呼吸节律的产生部位和机制一直是神经生物

学研究领域中的重要课题．近年来的研究表明，延
髓头端一个被称为前包钦格复合体（ｐｒｅＢｔｚｉｎｇｅｒ
ｃｏｍｐｌｅｘ，ＰＢＣ）的区域是哺乳类动物呼吸节律起
源的关键部位．该区域位于疑核头端腹外侧，外侧
网状核背内侧；在头尾方向上位于包钦格复合体

与吻端腹侧呼吸组 （Ｒｏｓｔｒａｌｖｅｎｔｒａｌｒｅｓｐｉｒａｔｏｒｙ
ｇｒｏｕｐ）之间．进一步研究发现，在厚度仅为３５０μｍ
、包含ＰＢＣ的脑片上即可记录到舌下神经根（ＸＩＩ）
的节律性放电；在 ＰＢＣ内微量注射高 Ｋ＋溶液后
ＸＸ放电节律加快；注射兴奋性氨基酸受体拮抗剂
ＣＮＱＸ则引起其放电节律减慢甚至消失．这些结果
提示，ＰＢＣ即是新生哺乳类动物呼吸节律起源的关
键部位．此后的许多研究表明，ＰＢＣ也存在于成年
整体大鼠、猫及狗的延髓．大量研究表明，ＰＢＣ是延
髓呼吸中枢内在结构和功能方面具有相对特异性

的部位，它在呼吸节律产生中起着关键作用；ＰＢＣ
参与呼吸节律形成的机制尚待进一步探讨．但利用
Ｐｏｉｎｃａｒé映射可以判定在 ＰＢＣ中的确能产生混合
模式振荡［３２］．
３．３　垂体细胞

混合模式振荡不但在神经元中被发现，在内分

泌细胞如垂体细胞，胰腺β细胞中也被发现．垂体
是位于丘脑下部的腹侧的卵圆形小体，也是身体

内极为复杂的内分泌腺，所产生的激素不但与身体

的生长有关，且可影响内分泌腺的活动．用近代的
免疫荧光、组织化学等方法，结合电镜观察证明腺

垂体由六种腺细胞组成．通过对垂体中分泌生长
素、催乳素和促性腺激素的细胞进行膜片钳实验，

并记录它们对应动作电位的时间历程，在其中也可

以发现混合模式振荡的产生．
除此之外越来越多的混合模式振荡发现于神

经元模型之中，例如 ＨｏｄｇｋｉｎＨｕｘｌｅｙ模型、ＦＨＮ模
型，多巴胺模型、ＬＰ神经元模型与中间神经元模型
等．这些模型中混合模式振荡产生的机理也被广泛
的研究．

４　总结

混合模式振荡作为一种复杂的动力学现象越

来越多的引起了人们的关注．在神经元模型中由

７８４
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于混合模式振荡的生理意义一步步被揭开，也是其

成为神经科学研究的一个热点．但是神经元自身的
复杂性决定了刻画神经元的数学模型往往是高度

非线性的高维动力系统．前文也提到高维的动力系
统很难直接研究混合模式振荡产生的机理，所以高

维模型就面临着降维的问题．常见的高维非线性系
统的降维方法，有基于中心流形理论的降维方法、

ＬｙａｐｕｎｏｖＳｃｈｍｉｄｔ（ＬＳ）方法、非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法
和ＰＯＤ方法快慢动力系统的降维等［８６］．这些经典
的局部降维理论即使对较低维系统，中心流形的求

解和其它约化方法的计算也是十分困难．对于高维
系统更是难以应用．文本介绍的奇异摄动理论主要
应用于快慢动力系统．由于快慢动力系统动力学行
为会发生在不同的时间尺度上，慢时间尺度上的变

化描述系统的主要特征，而快时间尺度上的变化描

述瞬态过程或者周期振荡．对于这类动力系统，可
以通过消去快时间尺度上的维数来达到降维的目

的，进一步研究混合模式振荡的产生机理，从而揭

示神经元的生理活动．
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