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用能量法分析体外预压力对简支梁动力性能的

二阶效应

方德平　钟明镜
（华侨大学土木工程学院，厦门　３６１０２１）

摘要　精细地考虑了体外筋变形中的二阶项，用能量法推导了体外预应力梁的自振频率，阐明了体外预压

力对梁自振频率的效应．计算结果表明：体外预压力压缩软化效应的影响系数，主要取决于转向座的数量．

无转向座时，体外筋偏心距损失为最大，影响系数为１，体外预压力的效应与外轴力的效应相同．随着转向座

数量的增加，偏心距损失减小，体外筋接近于无粘结筋，影响系数降低至接近于０，即接近于无粘结筋预压力

的零效应．当梁转向座的数量≥２时，由于影响系数显著地小于１，可以忽略体外预压力的压缩软化效应．随着

体外筋面积和偏心距的增加，梁的第１自振频率增大．不过，体外筋对其他阶自振频率的影响很小，可以忽略．
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引言

众所周知，体系外的物体对梁施加的外轴力 Ｎ
产生了压缩软化效应，降低了梁的自振频率．普通
简支梁的自振频率：
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式中，ＥＩ为梁的抗弯刚度，ｍ为梁单位长度质量，ｌ
为梁的跨度．体外预应力梁动力性能研究中一个有
争议的问题是：体外筋对梁的预压力 Ｐ０ｔ是否影响
梁的自振频率？压力产生压缩软化效应，所以本文

用预压力这一术语．换一句话说，预压力的压缩软
化效应与外轴力的效应是否相同？

Ｓａｉｉｄｉ［１］用式（１）计算预应力混凝土桥梁的自
振频率，即认为预压力的效应等同于外轴力的效

应．随即有３篇论文对 Ｓａｉｉｄｉ的论文进行了讨论．
Ｄａｌｌａｓｔａ［２］指出Ｓａｉｉｄｉ的计算方法不正确，认为预压
力的效应可以忽略．Ｄｅａｋ［３］指出预压力不减少梁的
自振频率，不过没有给出任何理论分析．Ｊａｉｎ［４］认
为，预应力筋，作为结构系统的一个组成部分，产生

的预压力不能被处理为外轴力，预压力不产生压缩

软化效应，不影响梁的自振频率．Ｊａｉｓｗａｌ［５］用有限
元法计算了预应力梁的第１自振频率，指出预压力
对梁的第１自振频率的影响取决于预应力筋与梁
的粘结与否．对于有粘结筋，预压力对梁第１自振
频率无明显影响．对于无粘结筋，预压力和偏心距
对梁第１自振频率有明显影响．不过，Ｊａｉｓｗａｌ［５］的
结论只是基于有限元的计算结果，没有进行解析分

析．Ｋａｎａｋａ［６］把预压力当作外轴力，用ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ
法分析，指出预压力降低了梁的低阶自振频率．
Ｃｈａｎ［７］指出，由于压缩软化效应，随着预压力的增
加，预应力梁的自振频率降低．Ｄａｌｌａｓｔａ［８］应用梁的
小位移运动学关系，分析了无粘结预应力梁，给出

梁的振动微分方程，并指出随着预压力的增加，梁

的自振频率降低．Ｋｅｒｒ［９］对预应力梁的动力响应作
了试验和理论分析，发现：当预应力筋布置在梁轴

线上，预应力筋的预应力大小不影响梁的动力响

应．不过，Ｋｅｒｒ只采用线性理论模型计算预应力梁
的动力响应，且预应力筋与梁轴线重合．Ｗａｎｇ［１０］考
虑了预压力产生的附加势能，得出结论：预压力降

低梁的低阶自振频率．Ｈａｍｅｄ［１１］基于哈密尔顿原
理，应用虚功的变分方程，严格推导出预应力梁的
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运动方程，该运动方程适用于各种形状的预应力

筋．Ｈａｍｅｄ［１１］严格证明了有粘结梁或无粘结梁中
预压力的大小不影响预应力梁的自振频率．

除了体内有粘结和无粘结两种预应力体系，还

有体外预应力体系．当无粘结预应力梁和体外预应
力梁具有相同的预应力筋线形，与无粘结筋相比

较，体外筋存在偏心距损失，体外筋的应力增量小

于无粘结筋的应力增量，这导致了体外预应力梁的

刚度小于无粘结预应力梁的刚度，自然地，体外预

应力梁的自振频率应低于无粘结预应力梁的频率．
这样看来，Ｈａｍｅｄ［１１］的结论不适用于体外预应力
梁．不过，文献［１２－１３］在体外预应力梁的动力微
分方程中，把体外筋预压力对自振频率的效应等同

于外轴力的效应．体外预应力梁中的偏心距损失与
转向座的数量和位置相关，随着转向座数量的增

加，体外筋趋向于无粘结筋．根据 Ｈａｍｅｄ［１１］的结
论，体外筋预压力对自振频率的效应降低，并趋向

于零，所以体外筋预压力的效应等同于外轴力的效

应，这一观点有待进一步商榷．文献［１４］用能量法
分析了体外预应力梁动力特性，也指出：体外预压

力能减小梁的自振频率，而体内预压力（有粘结或

无粘结）对梁的自振频率没有影响．不过从文献
［１４］式（１０）可以看出：对于简单的直线型体外筋，

ψ＝（ｉπ）２／４ｌ，与转向座的数量和位置无关，所以这
一观点并没有得到解析解的支持．一些实验表
明［１５］：随着体外筋预压力的增加，梁中的微裂缝闭

合，体外预应力梁的刚度和自振频率反而增加，于

解析解式（１）的结论完全相反．同时，体外预压力
的效应并不显著，通过实验研究体外预压力的效应

不易得出一致的结论．因此，体外预压力效应的理
论分析就显得尤为重要．据笔者所知，尚未有文献
对这一效应进行合适的理论分析．本文精细地考虑
了体外筋变形中的二阶项，引入体外预压力压缩软

化效应的影响系数．这一影响系数表明：转向座数
量从零增加到较多的数目，体外筋接近于无粘结

筋，体外预压力的效应从外轴力的效应减少至接近

于零，这符合Ｈａｍｅｄ［１１］的结论，即无粘结筋的预压
力不产生压缩软化效应．

１　考虑二阶效应的能量法

本文采用能量法［１６］．假设１：图１体外预应力

简支梁第 ｉ振型的振动方程 ｙｉ＝Ａｉｓｉｎｉπ( )ｘ／ｌｓｉｎ
（ωｉｔ＋φｉ），ｉ＝１，２，３…，与普通简支梁的解析解相
同．假设２：施加体外预应力后，梁为直线．假设３：
略去梁的轴向变形，略去体外筋的质量．

当梁的振动速度 ｙｉ为最大时，或 ｙｉ＝０时，梁
的应变能：

Ｕｂ０ ＝
１
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０
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ｔ
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梁的动能：
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ｍｔ为体外筋单位力的弯矩图，如图 ２所示，

Ｐ０ｔｍｔ为体外筋初始预拉力的弯矩，ｍｉｊ＝ｃｏｓθｉｅｊ，体
外筋的角度θｉ和偏心距 ｅｊ，如图１所示．体外筋的
应变能：

Ｕｔ０＝
（Ｐ０ｔ）

２ｌｔ
２ＥｔＡｔ

（４）

ＥｔＡｔ，ｌｔ分别为体外筋的抗拉刚度、长度．

图１　体外预应力简支梁
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图２　体外筋单位力的弯矩图
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当ｙｉ为最大时，或 ｙｉ＝０时，梁的弯矩：Ｍｂ１＝

－ＥＩｙ″ｉ－Ｐ
０
ｔｍｔ．梁的应变能：
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在计算体外筋的变形前，先分析图３中线段 ＯＡ的
变形．线段 ＯＡ在 ｘ和 ｙ轴方向上的变形为 δｘ和

δｙ．考虑二阶微分，线段ＯＡ的变形为：

４６４
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ＯＡ－ＯＡ＝ｓｉｎθδｙ＋ｃｏｓθδｘ＋（ｓｉｎθ）
２

２ｌＡ
（δｘ）２＋

　（ｃｏｓθ）
２

２ｌＡ
（δｙ）２－ｓｉｎθｃｏｓθｌＡ

δｘδｙ （６）

θ和ｌＡ为线段ＯＡ的夹角和长度．在分析体外筋预
压力的压缩软化效应中，二阶项是必不可少的．文
献［１４］不考虑这个二阶项，所以本文的分析方法
比文献［１４］更深入、更精确．在体外筋和梁之间有
ｎ个接触点，第１和最后接触点在梁的两端，其他
接触点位于转向座．体外筋的第 ｊ线段，振动前，第
ｊ和（ｊ＋１）接触点的坐标为（ｘｊ，ｅｊ）和（ｘｊ＋１，ｅｊ＋１）．
考虑梁轴线弯曲产生的 ｘ轴的投影缩短，当 ｙｉ＝０
时，第ｊ和（ｊ＋１）接触点的坐标（ｘｊ，ｙｊ）和（ｘｊ＋１，
ｙｊ＋１）：

图３　线段ＯＡ的变形

Ｆｉｇ．３　ＤｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆＬｉｎｅＯＡ

图４　体外筋线段的变形
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ｙｊ＋１＝ｅｊ＋１＋ｙｉ（ｘｊ＋１）

第ｊ线段ｘ和ｙ轴方向上的变形δｘｊ和δｙｊ：

δｘｊ＝（ｘｊ＋１－ｘｊ）－（ｘｊ＋１－ｘｊ）＝ｂｊＡ
２
ｉ＋ｃｊＡｉ，

δｙｊ＝（ｙｊ＋１－ｙｊ）－（ｅｊ＋１－ｅｊ）＝ｄｊＡｉ，
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把δｘｊ和δｙｊ代入式（６），略去含 Ａ
３
ｉ和 Ａ

４
ｉ项的高阶

无穷小（振幅Ａｉ可以是无穷小量），得出体外筋第ｊ
线段的变形：

Δｌｊ＝αｊＡｉ＋βｊＡ
２
ｉ （７）

αｊ＝ｄｊｓｉｎθｊ＋ｃｊｃｏｓθｊ，βｊ＝ｂｊｃｏｓθｊ＋ｃ
２
ｊ
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２

２ｌｊ
＋

ｄ２ｊ
（ｃｏｓθｊ）

２

２ｌｊ
－ｃｊｄｊ

ｓｉｎθｊｃｏｓθｊ
ｌｊ

，ｌｊ和θｊ为体外筋第 ｊ线

段的长度和夹角．体外筋的总变形为：

Δｌｔ＝Ａｉψｉ＋Ａ
２
ｉζｉ （８）

ψｉ＝∑
ｎ－１

ｊ＝１
αｊ，ζｉ＝∑

ｎ－１

ｊ＝１
βｊ，Ａｉψｉ是第ｉ振型产生的第１

阶变形，而Ａｉψｉ＝－∫
ｌ

０
ｍｔｙ″ｉｄｘ；Ａ

２
ｉζｉ是第２阶变形．

在分析体外筋预压力的压缩软化效应中，第２阶变
形是必不可少的．体外筋的轴力：

Ｐｔ１＝Ｐ
０
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２
ｉζｉ）／ｌｔ （９）

体外筋的应变能 Ｕｔ１＝
Ｐ２ｔ１ｌｔ
２ＥｔＡｔ

．略去含 Ａ３ｉ和 Ａ
４
ｉ项的

高阶无穷小，得出：
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把应变能和动能代入能量法方程：Ｋｂ０＋Ｕｔ０＋Ｕｂ０＝

Ｕｔ１＋Ｕｂ１，消除 Ｕｂ１中的∫
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求出自振频率：

ωｉ＝
ｉπ
ｌ
１
ｍ ＥＩ
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２

－ＣｐｉＰ
０
ｔ＋
２ψ２ｉＥｔＡｔｌ
（ｉπ）２ｌ[ ]槡 ｔ

，

　　ｉ＝１，２，３，… （１２）
体外预压力的影响系数Ｃｐｉ＝－４ｌζｉ／（ｉπ）

２．可
以看出：体外预压力影响梁的自振频率，其影响系

数Ｃｐｉ取决于转向座的数量和位置．表１为 Ｃｐｉ与接
触点数量 ｎ的关系．表１中，转向座沿梁长度等距

５６４
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离分布，对称的体外筋线形，梁长 ｌ＝１６ｍ，两端处
的偏心距 ｅ１＝ｅｎ＝０．２ｍ．对于抛物线体外筋，转向
座处的接触点均位于抛物线上（图１），抛物线在跨
中的最大偏心距为１ｍ．从表１可以看出：当只有２
个接触点，即无转向座时，体外筋偏心距损失为最

大，此时不分直线形或抛物线形，影响系数均为１．
比较式（１）和（１２）可知，体外预压力的压缩软化效
应与外轴力的效应相同．随着接触点数量的增加，
偏心距损失减小，影响系数降低．总体而言，随着振
型阶数的增加，振型中每半波正弦曲线内的接触点

数量减少，导致影响系数增大．如同在第１振型中，
接触点数量减少，影响系数增大．抛物线形和直线
形的影响系数相近，影响系数主要取决于接触点数

量ｎ．当ｎ从２增加到比较大的数值时，体外筋接
近于无粘结筋，影响系数从１降低至接近于０．这
符合Ｈａｍｅｄ［１１］的结论，即无粘结筋的预压力不产

生压缩软化效应，不影响梁的自振频率．
表１　影响系数Ｃｐｉ与接触点数量ｎ之间的关系

Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

Ｃｐｉａｎｄｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔｓｎ

ｎ
Ｓｔｒａｉｇｈｔｔｅｎｄｏｎ Ｐａｒａｂｏｌｉｃｔｅｎｄｏｎ

Ｃｐ１ Ｃｐ２ Ｃｐ３ Ｃｐ４ Ｃｐ１ Ｃｐ２ Ｃｐ３ Ｃｐ４
２ １ １ １ １ １ １ １ １
３ ０．１８９ １ ０．９１ １ ０．２０３０．９９５０．９０４０．９９５
４ ０．０８８０．３１６ １ ０．８２９ ０．０９ ０．３３８０．９９１０．８１２
５ ０．０５ ０．１８９０．３８５ １ ０．０４９０．１９１０．４１１０．９９２
７ ０．０２３０．０８８０．１８９０．３１６ ０．０２ ０．０８４０．１８９０．３２２
９ ０．０１３ ０．０５ ０．１１ ０．１８９０．００９０．０４５０．１０６０．１８７
１１ ０．００８０．０３２０．０７２０．１２５０．００４０．０２６０．０６６ ０．１２

２　算例分析

图１体外预应力简支梁的单位长度质量 ｍ＝
６ｔ／ｍ，梁长 ｌ＝１６ｍ，横截面为矩形，高 ０．８ｍ，宽
０．４ｍ，弹性模量 Ｅ＝３２．５ＧＰａ，转向座沿梁长度等

距离分布；体外筋弹性模量 Ｅｔ＝２００ＧＰａ，有效预应

力σ０ｔ＝１０００ＭＰａ，对称体外筋线形，ｅ１＝０．２ｍ．表２
列出体外预应力梁的第１、２、３阶自振频率，梁１～
８中有两种体外筋面积Ａｔ＝１６６８，２５０２ｍｍ

２，两种偏

心距ｅ２＝０．８，１．１ｍ和两种线形，梁１，３，５，７的梯

形线形（２个转向座，偏心距为 ｅ２），梁２，４，６，８的

抛物线形（ｅ２＜ｅ３，３个转向座，见图１）．ω①为本文
式（１２）的计算结果，ω②为文献［１４］式（１０）的计
算结果．表３为无预压力梁的第 １、２、３阶自振频

率，其中０号梁无体外筋．比较表２和表３，可以看
出：

表２　体外预应力梁的第１、２、３阶自振频率

Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅ１ｓｔ，２ｎｄａｎｄ３ｒｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｏｆｅｘｔｅｒｎａｌｌｙｐｒｅｓｔｒｅｓｓｅｄｂｅａｍｓ

Ｂｅａｍ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ｅ２（ｍ） ０．８ ０．８ １．１ １．１ ０．８ ０．８ １．１ １．１
ｅ３（ｍ） １．０ １．４ １．０ １．４
Ａｔ（ｍｍ２） １６６８ １６６８ １６６８ １６６８ ２５０２ ２５０２ ２５０２ ２５０２
ω１①（ｒａｄ／ｓ）１２．９８１３．４５１３．９６１４．８０１３．５７１４．２３１４．９６１６．１１
ω１②（ｒａｄ／ｓ）１２．６１１３．０６１３．６１１４．４５１３．０３１３．６９１４．４７１５．６４
ω２①（ｒａｄ／ｓ）４６．７４４６．８０４６．７３４６．８０４６．６６４６．７６４６．６５４６．７６
ω２②（ｒａｄ／ｓ）４６．４３４６．４３４６．４３４６．４３４６．２０４６．２０４６．２０４６．２０
ω３①（ｒａｄ／ｓ）１０５．１１０５．５１０５．１１０５．４１０５．０１０５．４１０５．０１０５．４
ω３②（ｒａｄ／ｓ）１０５．１１０５．２１０５．１１０５．２１０５．０１０５．０１０５．０１０５．０

表３　无预压力梁的第１、２、３阶自振频率

Ｔａｂｌｅ３　Ｔｈｅ１ｓｔ，２ｎｄａｎｄ３ｒｄｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｏｆｂｅａｍｓｗｉｔｈｏｕｔｐｒｅｓｔｒｅｓｓｆｏｒｃｅ

Ｂｅａｍ ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８
ω１（ｒａｄ／ｓ）１１．７２１３．０２１３．４６１４．０１４．８１１３．６３１４．２６１５．０１６．１４
ω２（ｒａｄ／ｓ）４６．８９４６．８９４６．８９４６．８９４６．８９４６．８９４６．８９４６．８９４６．８９
ω３（ｒａｄ／ｓ）１０５．５１０５．６１０５．６１０５．６１０５．７１０５．７１０５．７１０５．６１０５．７
　注：０号梁无体外筋．

对于实际工程中的梁，由于式（１２）中的预压力 Ｐ０ｔ
显著地小于ＥＩ（ｉπ／ｌ）２，当梁转向座的数量≥２时，
梁的影响系数Ｃｐｉ显著地小于１．所以体外预压力对
自振频率的影响很小，可以忽略．比较表２中的１
～８梁和表３中的０号无体外筋的梁，可以看出：
体外筋影响梁的 ω１，体外筋的面积和偏心距的增
加，体外筋对梁的刚度贡献随之增加，ω１自然也增
大了．不过，体外筋对其他阶自振频率的影响很小，
可以忽略．原因是：第１振型与体外筋线形相似，体
外筋在振动过程中变形明显，体外筋对梁的刚度有

明显的贡献，这提高了 ω１．偶数阶振型为反对称，
体外筋线形为正对称，体外筋在振动过程中不变

形，除了预压力对自振频率有微小影响，体外筋本

身不影响偶数阶的自振频率．第３、５…奇数阶振型
对一些梁段的体外筋产生拉伸变形，对另一些梁段

的体外筋产生压缩变形，体外筋总变形小，对梁刚

度的贡献小，体外筋对第３、５…奇数阶自振频率的
影响很小．比较表２中 ω①和 ω②的结果，可以看
出：ω①稍大于 ω②．文献［１４］式（１０）与本文式
（１２）的不同只在于 Ｃｐｉ的计算值．当体外筋为一直
线时，文献［１４］式（１０）的 Ｃｐｉ＝１；对于１～８梁，文

６６４
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献［１４］式（１０）Ｃｐｉ＝０．９８～１，大于表１中的数值．
换一句话说，由于文献［１４］没有精细地考虑二阶
效应，高估了体外预压力的压缩软化效应，减小了

ω②．不过对于高阶的ω②，由于压缩软化效应所占
比例很小，ω３①≈ω３②．

３　结论

外轴力产生压缩软化效应，降低梁的自振频

率．体内有粘结或无粘结筋的预压力不产生压缩软
化效应［１１］，不影响自振频率．本文推导了考虑二阶
效应的体外预应力梁的自振频率公式，首次阐明了

体外预压力对梁自振频率的效应既不同于外轴力

的效应，也不同于体内有粘结或无粘结筋预压力的

零效应，而是介于两者之间．研究结果表明：
１）体外预压力的压缩软化效应，即自振频率的

影响系数，主要取决于转向座的数量．无转向座时，
体外筋偏心距损失为最大，影响系数为１，体外预
压力的效应与外轴力的效应相同．随着转向座数量
的增加，偏心距损失减小，体外筋接近于无粘结筋，

影响系数降低至接近于０，体外预压力几乎不产生
压缩软化效应，几乎不影响梁的自振频率．这与
Ｈａｍｅｄ［１１］的结论相符，即有粘结或无粘结筋的预
压力不影响自振频率．
２）对于实际工程中的梁，当转向座的数量≥２

时，由于影响系数显著地小于１．同时预压力也不
大，体外预压力对自振频率的影响很小，可以忽略．
３）体外筋显著地影响梁的 ω１，体外筋的面积

和偏心距的增加，体外筋对梁的刚度贡献随之增

加，ω１自然也增加了．不过，体外筋对其他阶自振
频率的影响很小，可以忽略．
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