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接地式三要素型动力吸振器的 Ｈ∞优化
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摘要　以一种接地式三要素型动力吸振器为对象，研究了基于 Ｈ∞优化准则的系统参数最优解析解．首先，

将串联型粘弹性模型引入到接地式的动力吸振器中，并建立了运动微分方程，得到了系统的解析解．随后，

以系统的解析解为研究对象发现该系统存在着三个固定点，利用固定点理论将三个固定点调到了同一高度

得到了动力吸振器的最优调谐比和最优刚度比设计公式，并依据 Ｈ∞优化准则通过最小化幅频曲线的最大

值得到了系统最优阻尼比设计公式．最后，通过数值解与解析解的对比说明了解析解的正确性，并证明了接

地式三要素型动力吸振器有较好的吸振效果．
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引言

振动是生产和生活中的一种常见现象．随着运
动速度不断提高，机械设备的振动问题越来越受到

人们的关注．尤其在农业机械领域，振动不仅容易
引起农业机械的疲劳损伤，影响设备的寿命，还会

降低仪器仪表的测量精度，导致继电器等电气部件

和自控系统工作失灵．同时振动还不可避免地产生
噪音，影响操作人员的正常工作甚至危害健康．为
了抑制有害的振动，长期以来人们开展了大量的研

究，提出了缓冲隔振、阻尼减振、动力吸振等多种振

动控制技术．文献［１］研究了拖拉机前桥悬架参数
匹配及其对振动特性的影响，能够很好地降低拖拉

机的振动．文献［２］研究了悬挂农具对电液悬挂系
统拖拉机振动的影响，为拖拉机主动减振控制提供

了理论依据．文献［３］研究了农具质量对拖拉机悬
挂农具系统振动特性的影响，为拖拉机减振系统的

设计提供了重要参考．文献［４］分析了行星排式混
合动力汽车传动系扭转振动，为混合动力汽车的振

动及噪声性能改善提供参考．文献［５］研究了车厢
壁面振动对其内部声场的影响度分析与阻尼降噪，

并试用阻尼减振方法，对以正影响度为主的壁面粘

贴阻尼材料，使耳旁噪声降低了２．２ｄＢ（Ａ）．
动力吸振器又称调谐质量阻尼器，自１９０９年

Ｆｒａｈｍ［６］发明了第一个动力吸振器以来，人们对其
研究已有一百多年的历史．这种无阻尼的动力吸振
器虽然当外激励频率与主系统频率相等时会取得

很好的减振效果，但在附加吸振器后，主系统会出

现两个新的共振频率．一旦激励频率偏离主共振频
率时就有可能再次引起较大的共振幅值，所以说该

模型适用频率范围非常窄．１９２８年，ＤｅｎＨａｒｔｏｇ和
Ｏｒｍｏｎｄｒｏｙｄ［７］发现在无阻尼动力吸振器中加入适
当的阻尼会拓宽动力吸振器的减振频率．现在该模
型通常被称为Ｖｏｉｇｔ型动力吸振器而且已经被视为
动力吸振器的经典模型．

除了Ｖｏｉｇｔ型动力吸振器，人们也研究了许多
其他形式动力吸振器．典型的如 ２００１年 Ｒｅｎ等
人［８］提出了一种接地式动力吸振器模型，该模型中

阻尼器并不是连接在主系统和子系统之间，而是直

接连接子系统和结构（或者地基）．Ｒｅｎ等人对其参
数进行了优化，与 Ｖｏｉｇｔ模型的对比说明了该模型
具有更好的减振效果．２００５年Ｌｉｕ［９－１０］等人对该模
型采用另一种方法进行了参数优化，并在２０１０年
对主系统含阻尼的情况通过固定点存在的假设得
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到了近似最优参数．由于振动控制工程中大量采用
粘弹性材料，而粘弹性材料不仅具有阻尼性质也具

有刚度性质，日本学者 Ａｓａｍｉ等［１１－１２］提出了三要

素动力吸振器模型并对其进行了优化设计，发现在

相同质量比情况下，该模型具有更好的减振效果．
文献［１３－１４］研究了时滞对动力吸振器的影响，
给出了如何利用时滞提高振动控制效果的思想．文
献［１５－１６］研究了四种半主动动力吸振器的近似
解析解，并分析了半主动动力吸振器的参数设计和

时滞对半主动控制规律的影响．文献［１７－１８］研
究了宽带动力吸振器优化设计．文献［１９］研究了
连续型参数吸振器的优化设计．文献［２０］研究了
一种含负刚度元件的新型动力吸振器的参数优化．

本文研究了一种接地式三要素型动力吸振器，

应用Ｈ∞优化方法对该动力吸振器进行动力学分析
和参数优化，得到了最优调频比、最优刚度比和最

优阻尼比的设计公式．并通过分析比较验证了该吸
振器的振动控制效果．

１　基本模型及解析解研究

如图１所示为本文研究的接地式三要素型动
力吸振器模型，其中，ｍ１代表主系统质量，ｍ２代表
动力吸振器质量，ｋ１和 ｋ２分别代表主系统和动力
吸振器的刚度，ｋａ和ｃ分别是串联型粘弹性模型的
刚度和阻尼，Ｆ０和ω分别表示激振力振幅和频率，
ｘ１、ｘ２、ｘ３分别表示主系统、动力吸振器以及串联弹
簧和阻尼分割点的位移．

图１　接地式三要素型动力吸振器模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｇｒｏｕｎｄｅｄｔｈｒｅｅｅｌｅｍｅｎｔｔｙｐｅｄｙｎａｍｉｃ

ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｂｓｏｒｂｅｒ

根据牛顿第二定律可以得到系统的动力学方

程

ｍ１ｘ̈１＋ｋ１ｘ１＋ｋ２（ｘ１－ｘ２）＝Ｆ０ｓｉｎ（ωｔ）

ｍ２ｘ̈２＋ｋ２（ｘ２－ｘ１）＋ｃ（ｘ２－ｘ３）＝０

ｃ（ｘ３－ｘ２）＋ｋａｘ３＝
{

０

（１）

引入参数：ω１＝
ｋ１
ｍ槡１
，ω２＝

ｋ２
ｍ槡２
，ξ＝ ｃ

２ｍ２ω２
，μ＝

ｍ２
ｍ１
，ｋ＝

ｋａ
ｋ２
，ｆ＝

Ｆ０
ｍ１
，则（１）式可以化为

ｘ̈１＋ω
２
１ｘ１＋μω

２
２（ｘ１－ｘ２）＝ｆｓｉｎ（ωｔ）

ｘ̈２＋２ω２ξ（ｘ２－ｘ３）＋ω
２
２（ｘ２－ｘ１）＝０

２ω２ξ（ｘ３－ｘ２）＋ｋω
２
２ｘ３＝

{
０

（２）

设解的形式为

ｘ１（ｔ）＝Ｘ１ｅ
ｊωｔ，ｘ２（ｔ）＝Ｘ２ｅ

ｊωｔ，ｘ３（ｔ）＝Ｘ３ｅ
ｊωｔ （３）

将（３）式代入（２）式解出

Ｘ１＝
ｆ（ｊＡ１＋Ｂ１）
ｊＣ１＋Ｄ１

， （４）

其中，

Ａ１＝ｋ（ω－ω２）ω２（ω＋ω２）

Ｂ１＝２ξω －ω
２＋（１＋ｋ）ω[ ]２２

Ｃ１＝ｋω２ －ω
４－ω２１ω

２
２＋ω

２ ω２１＋（１＋μ）ω[ ]{ }２
２

Ｄ１＝２ωξ｛ω
４＋（１＋ｋ）ω２１ω

２
２＋ｋμω

４
２－

　ω２ ω２１＋（１＋ｋ＋μ）ω[ ]２２｝

（５）

引入参数 λ＝ωω１
，υ＝

ω２
ω１
，δｓｔ＝

Ｆ０
ｋ１
，并引入主系

统振幅放大因子Ａ，且

Ａ２＝
Ｘ１
δｓｔ

２

＝
Ａ２２＋ξ

２Ｂ２２
Ｃ２２＋ξ

２Ｄ２２
， （６）

其中，

Ａ２＝ｋυ（λ
２－υ２），

Ｂ２＝２λ（－λ
２＋υ２＋ｋυ２），

Ｃ２＝ｋυ －λ
４－υ２＋λ２（１＋（１＋μ）υ２[ ]），

Ｄ２＝２λ｛λ
４＋（１＋ｋ）υ２＋ｋμυ４－

　λ２ １＋（１＋ｋ＋μ）υ[ ]２ ｝．

（７）

２　最优频率比和最优刚度比

由式（６）通过简单推导，可以证明其归一化的

幅频曲线都将通过三个独立于阻尼比的点，这三个

点称为该动力吸振器的固定点．为了直观说明该结
论，图２给出了阻尼比为０、０．２７６和∞时的归一化
幅频曲线．从图中可以清楚地看出曲线均通过Ｐ、Ｑ
和Ｒ三点．因为固定点与阻尼比无关，为了解出固

９４４
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定点，只需令

Ａ２
Ｃ２
＝
Ｂ２
Ｄ２
， （８）

得到

λ６＋ａ１λ
４＋ａ２λ

２＋ａ３＝０， （９）
其中

ａ１＝－ １＋（２＋ｋ＋μ）υ[ ]２ ，

ａ２＝υ
２ ２＋ｋ＋（１＋ｋ）（１＋μ）υ[ ]２ ，

ａ３＝－０．５υ
４ ２＋ｋ（２＋μυ２[ ]）．

（１０）

因为固定点与阻尼比无关，当ξ＝０时，

Ａ ＝
Ｘ１
δｓｔ
＝ λ２－υ２

－λ４－υ２＋λ２（１＋（１＋μ）υ２）

（１１）
当ξ＝∞时，

Ａ ＝
Ｘ１
δｓｔ
＝

　 －λ２＋υ２＋ｋυ２

λ４＋（１＋ｋ）υ２＋ｋμυ４－λ２（１＋（１＋ｋ＋μ）υ２）
（１２）

所以，

Ａ ＝
Ｘ１
δｓｔ
＝ （２＋ｋ）υ２－２λ２

ｋυ２（１＋μυ２－λ２）
（１３）

设λ２Ｐ，λ
２
Ｑ，λ

２
Ｒ是（９）式的三个根，一旦 λＰ，λＱ，

λＲ的值确定，可得到λＰ，λＱ，λＲ点的纵坐标如下

Ｘ１
δｓｔ Ｐ

＝
（２＋ｋ）υ２－２λ２Ｐ
ｋυ２（１＋μυ２－λ２Ｐ）

，

Ｘ１
δｓｔ Ｑ

＝－
（２＋ｋ）υ２－２λ２Ｑ
ｋυ２（１＋μυ２－λ２Ｑ）

，

Ｘ１
δｓｔ Ｒ

＝
（２＋ｋ）υ２－２λ２Ｒ
ｋυ２（１＋μυ２－λ２Ｒ）

，

（１４）

图２　不同阻尼比下幅频曲线

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏｓ

当把三个固定点的纵坐标调到同一高度，就可

以得到最优调频比．这个调整需要两步完成．第一步
把Ｐ点和Ｒ点的纵坐标调到同一高度，可以得到

ｋ＝２
υ２
＋２μ－２． （１５）

把（１５）式代入到（９）式可以得到
（－１＋λ２－μυ２）［（－２＋λ２）λ２－２（－１＋
　μλ２）υ２＋（－１＋μ）υ４］＝０ （１６）

由（１６）式解得

λ２Ｐ＝１＋μυ
２－１＋２（－１＋μ）υ２＋１＋（－１＋μ）[ ]μυ槡

４，

λ２Ｑ＝１＋μυ
２，

λ２Ｒ＝１＋μυ
２＋１＋２（－１＋μ）υ２＋１＋（－１＋μ）[ ]μυ槡

４，

（１７）
式（１４）可以写成

Ｘ１
δｓｔ Ｐ，Ｒ

＝ １
１＋（－１＋μ）υ２

Ｘ１
δｓｔ Ｑ

＝１＋（－１＋μ）υ
２

μυ４
．

（１８）

第二步，把 Ｐ或 Ｒ点与 Ｑ点的纵坐标调整到
同一高度，可以得到最优频率比

υｏｐｔ＝
１

１＋槡μ－槡 μ
（１９）

把（１９）式代入到（１５）式得到

ｋｏｐｔ＝２槡μ （２０）
此时，

Ｘ１
δｓｔ Ｐ，Ｑ，Ｒ

＝１＋１－μ
槡μ

（２１）

３　最优阻尼比

当把三个固定点调整到同一高度后，如图３所
示．此时改变阻尼比，可以改变共振峰的高度，最优
阻尼比可以通过调整两个共振峰为同一高度时实

现．
为了得到最优阻尼比，需要知道在两个共振峰

处的横坐标，即λ１，２．令

Ａ
λ１
＝０

Ａ
λ２
＝{ ０

（２２）

由上式可以得到 ξ１和 ξ２的值，然后得到 ξｏｐｔ＝

ξ１＋ξ２
２ ，但是这样很难得到解析结果．

０５４
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图３　不同阻尼比下的幅频曲线

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏｓ

由图３我们可以清晰地观察到当两个共振峰
在同一高度时，Ｑ点的附近正好是幅频曲线斜率为
零的区域，Ｑ点的横坐标已经求出，可以根据 Ｑ点
的横坐标得出近似的最优阻尼比．

根据

Ａ２

λ２
＝０

ｋ＝２槡ｕ

ｖ＝ １
１＋槡槡 ｕ－ｕ

λ２Ｑ＝１＋μｖ
２ （２３）

可以得到

槡μ［μ
２－（１＋槡μ）

２ξ４］
－１－槡μ＋μ

＝０ （２４）

从而得到近似最优阻尼比

ξｏｐｔ
μ

１＋槡槡 μ
（２５）

图４给出了根据前述优化结果得到的幅频曲
线，可以发现基本达到了优化目的．

图４　近似最优阻尼比时的幅频曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｕｎｄｅｒ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｏｐｔｉｍａｌｄａｍｐｉｎｇｒａｔｉｏ

４　数值验算

为了验证前文得到结果的正确性，任选激励幅

值为Ｆ＝１０００，选取质量比为 μ＝０．１，从而根据前
述结果得到其他系统参数为ｋ＝０．６３２，ｖ＝０．９０７，ξ
＝０．２７６５．利用四阶龙格库塔法，选取计算时间为
１００倍的激励周期，可以得到给定激励频率下系统
响应的数值解．略去瞬态响应，取稳态解的最大值
为响应幅值可以得到归一化的幅频曲线，如图５中
圆圈所示．根据式（６），图５中也同时用实线画出
了系统解析解的曲线．从图中可以明显看出，与图
３未优化结果相比较，通过优化使其两个共振峰处
于相等高度．同时数值解与解析解的吻合，也说明
了本文求解过程的正确性．

图５　数值解和解析解对比

Ｆｉｇ．５　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

５　结论

本文将串联型粘弹性模型引入到接地式的动

力吸振器中，并以其为研究对象根据固定点理论得

到了系统取得最优减振效果时的动力吸振器参数，

通过数值解验证了所得结果的正确性．证明了接地
式三要素型动力吸振器有较好的吸振效果．
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