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摘要　从经典薄板理论出发，基于应变梯度理论，综合考虑尺寸效应和压电效应的影响，利用哈密顿原理建

立了微型压电层合板结构的动力学模型及其边界条件．在选取符合其边界条件的模态函数后，利用 Ｒｉｔｚ法

分别研究四边简支和悬臂条件下的微型压电层合板的振动特性，求解了前五阶固有频率并绘制了３Ｄ模态

图．分析了微尺度带来的尺寸效应对于固有频率的影响，最后研究了外加电压对于系统固有频率的影响．
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引言

近年来，微机电系统（ＭＥＭＳ）领域发展迅猛，
整个业界都呈现出小型化、微型化、复杂化的趋

势［１－２］．这类新型设备具有一个普遍特点：其结构
及其变形所涉及的长度尺寸都很小，和其材料特征

长度处于一个数量级．而大量实验表明，微结构所
带来的尺寸效应会使结构与材料的力学特性发生

传统连续介质力学不能解释的显著变化．例如，
Ｆｌｅｃｋ［３］等利用微米量级的不同直径的细铜丝，进
行了著名的扭转实验．当细铜丝的直径由 １７０μｍ
减小到１２μｍ，无量纲化的抗扭刚度增加了 ３倍．
Ｓｔｏｌｋｅｎ和Ｅｖａｎｓ［４］利用镍薄梁进行弯曲实验，观察
到当梁的厚度从５０μｍ减小到１２．５μｍ时，无量纲
化的抗弯刚度也显著增加．更能说明材料在微米尺
度下具有尺度效应的是微米及亚微米压痕实验，压

入深度小于５０μｍ时，压痕硬度表现出非常强烈的
尺寸效应．对于金属材料，所测的材料硬度值随着
压入深度的减小可达到传统硬度值的２倍甚至３
倍左右．

为了解释这种尺寸效应，从尝试引入偶应力的

Ｃｏｓｓｅｒａｔ兄弟开始．Ｔｏｕｐｉｎ［５］，Ｙａｎｇ［６］等学者均各自
提出了不同的偶应力理论．１９６４年，Ｍｉｎｄｌｉｎ［７］提出
了弹性全应变梯度理论，其理论认为连续介质中每

一个物质点从微观角度可以看作一个胞元，这个胞

元不仅跟随连续介质作宏观运动和变形，而且自身

还有微观位移和微观变形．因此，应变能密度函数
依赖于宏观介质的应变，宏观介质应变和微粒应变

之间的相对应变，以及微观变形梯度．
与此同时，国内外学者利用应变梯度理论对各

种微型结构进行了研究．２００８年，ＰａｐａｒｇｙｒｉＢｅｓｋｏｕ
和Ｂｅｓｋｏｓ［８］运用应变梯度理论分析了弹性梯度弯
曲Ｋｉｎｃｈｈｏｆｆ微型板结构的静态变形、稳定性和线
性固有频率．２００９年，Ｌａｚｏｐｏｕｌｏｓ［９］基于 Ａｉｆａｎｔｉｓ提
出的基于应变梯度的应变能密度方程，和表面能量

带来的附加值，建立了另一种 Ｋｉｎｃｈｈｏｆｆ微型板结
构的模型．２０１１年，Ｒｅｄｄｙ［１０］研究了微结构 Ｅｕｌｅｒ
Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ和Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ功能梯度材料梁的非线性
振动问题．

数值模拟中，当自由振动时，他们建立的模型

相比经典理论模型有更低的固有频率．２０１２年，
Ｒａｍｅｚａｎｉ［１１］提出了基于标准弹性应变梯度理论的
一阶剪切变形微型板结构模型，主要研究了结构的

静态弯曲和线性固有频率，指出所谓的尺度效应对

于提升微型板结构刚度的重要作用．２０１２年和
２０１３年，Ｒａｍｅｚａｎｉ＆Ｒａｊａｂｉ［１２－１３］利用应变梯度理
论研究了微型梁结构的非线性问题，并发现非线性

是提升结构固有频率的主要原因．但在某些特殊的
长厚比情况下，尺度效应也有明显提升固有频率的

效果．
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同时，微机电系统（ＭＥＭＳ）在与片上系统、无
线通信和低功耗嵌入式技术不断交流和融合中，孕

育出无线传感器网络的概念．随着信息技术的不断
发展，对无线传感器的需求迅速增长，压电结构得

到了越来越广泛的应用，尤其是压电俘能器领域．
目前对微型压电结构的研究大多没有考虑尺寸效

应的影响［１４－１９］．仅有的考虑尺寸效应的文献［２０］
也只是对梁和圆板结构进行了研究．

本文从经典薄板理论出发，基于应变梯度理

论，综合考虑尺寸效应和压电效应的耦合，利用哈

密顿原理建立了微型压电层合板结构的动力学模

型．分别针对四边简支和悬臂两种边界条件，利用
Ｒｉｔｚ法求解了微型压电层合板的固有频率及模态
函数，研究了其振动特性．

１　应变能表达式

对于微型结构，考虑尺寸效应，基于应变能梯

度理论，总的应变能密度函数是应变、应力及应变

梯度、高阶应力的函数．所以系统总的应变能密度
函数由两部分组成：一部分为基于连续介质力学得

到的宏观应变能；另一部分是基于应变梯度理论得

到的微观应变能．

图１　结构示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌ

微型压电层合板结构设计如图１所示．结构由
一层材质为ＭＥＭＳ常见材料硅的基层，另一层为压
电材料层组成，层间无相对位移，每层的厚度都远

小于结构的长和宽．基于经典薄板理论由此可设板
内任一点的位移为：

ｕ＝－ｚｗ
ｘ
，

ｖ＝－ｚｗ
ｙ
，

ｗ＝ｗ

（１）

ｗ为该点垂直于中性面的挠度，ｘ和 ｙ分别表示面
内对应的坐标．不考虑剪切变形的影响，可得出板

内任一点应变为：

εｘｘ＝－ｚ
２ｗ
ｘ２

εｙｙ＝－ｚ
２ｗ
ｙ２

γｘｙ＝γｙｘ＝－２ｚ
２ｗ
ｘｙ

（２）

为考虑压电耦合效应的影响，分别针对基层和

压电材料层，分别计算板的应力．结果可表示为：

σＳｘｘ＝
ＥＳ
１－υ１

２（εｘｘ＋υＳεｙｙ）

σＳｙｙ＝
ＥＳ
１－υ１

２（εｙｙ＋υＳεｘｘ）

τＳｘｙ＝
ＥＳ

２（１＋υＳ）
γｘｙ

σＰｘｘ＝
ＥＰ
１－υＰ

２（εｘｘ＋υＰεｙｙ）－ｅ３１Ｅ３

σＰｙｙ＝
ＥＰ
１－υＰ

２（εｙｙ＋υＰεｘｘ）－ｅ３２Ｅ３

τＰｘｙ＝
ＥＰ

２（１＋υＰ）
γｘｙ

（３）

上标Ｓ代表基层，Ｐ代表压电层，Ｅξ及υξ分别为杨
氏模量和莫松比，ｅ３１、ｅ３２为压电常数，Ｅ３为电场强
度，Ｅ３＝Ｖ／ｈＰ，ｈＰ为压电层的厚度，Ｖ为电压．

基于连续介质力学理论，系统宏观变形的应变

能可写为：

Ｕ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ

ｈξｔ

ｈξｂ

１
２（σ

ξ
ｘｘεｘｘ＋σξｙｙεｙｙ＋τξｘｙγｘｙ）ｄｘｄｙｄｚ

（４）
ｈξｔ、ｈξｂ（ξ＝Ｓ，Ｐ）分别为基层和压电层在厚度方向的
坐标．

本文采用Ⅱ型应变梯度表达式：
ηｉｊｋ＝εｊｋ，ｉ，（ｉ，ｊ，ｋ＝ｘ，ｙ，ｚ） （５）
由（２）、（５）式，得ηｉｊｋ各项表达式如下

ηｘｘｘ＝－ｚ
３ｗ
ｘ３

ηｘｘｙ＝ηｘｙｘ＝－ｚ
３ｗ
ｘ２ｙ

ηｘｙｙ＝－ｚ
３ｗ
ｘｙ２

ηｙｘｘ＝－ｚ
３ｗ
ｘ２ｙ

ηｙｘｙ＝ηｙｙｘ＝－ｚ
３ｗ
ｘｙ２

０３４
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ηｙｙｙ＝－ｚ
３ｗ
ｙ３

ηｚｘｘ＝－
２ｗ
ｘ２

ηｚｘｙ＝ηｚｙｘ＝－
２ｗ
ｘｙ

ηｚｙｙ＝－
２ｗ
ｙ２

其他

ηｉｊｋ＝０，（ｊ∩ｋ＝ｚ） （６）

基层和压电层微观部分应变能密度表达式可

写为：

Ｗ＾ξ＝Ｌ
ξ
１ηｉｉｋηｋｊｊ＋Ｌξ２ηｉｊｊηｉｋｋ＋Ｌξ３ηｉｉｋηｊｊｋ＋

　Ｌξ４ηｉｊｋηｉｊｋ＋Ｌξ５ηｉｊｋηｋｊｉ
ξ＝Ｓ，Ｐ

（７）

式中Ｌξ１到Ｌξ５（ξ＝Ｓ，Ｐ）分别为基层和压电层的材

料参数．对应线弹性材料时各参数可取参考值：

Ｌξ２＝
１
２ｌ
２
ξλξ

Ｌξ４＝ｌ
２
ξμξ

Ｌξ１＝Ｌξ３＝Ｌξ５＝０　（ξ＝Ｓ，Ｐ）

（８）

式中ｌξ为材料!

凛长度系数，取决于具体材料，λξ
和μξ为常见的拉梅常数，表达式为：

λξ＝Ｅξυξ／（１－２υξ）（１＋υξ）

μξ＝Ｅξ／２（１＋υξ）　（ξ＝Ｓ，Ｐ）
（９）

由微观变形应变能密度表达式（７），高阶应力
张量χ可由下式求得：

χξｉｊｋ＝χξｉｊｋ＝
Ｗ
＾

ξ

ηｉｊｋ
＝

　１２Ｌ
ξ
１（δｉｊηｋｐｐ＋２δｊｋηｐｐｉ＋δｉｋηｊｐｐ）＋

　２Ｌξ２δｊｋηｉｐｐ＋Ｌξ３（δｉｊηｐｐｋ＋δｉｋηｐｐｊ）＋

　２Ｌξ４ηｉｊｋ＋Ｌξ５（ηｊｋｉ＋ηｋｊｉ）　（ξ＝Ｓ，Ｐ）

（１０）

χξｉｊｋ具体各项表达式为：

χξｘｘｘ＝（Ｌξ４＋Ｌξ５）（－２ｚ
３ｗ
ｘ３
）

χξｘｘｙ＝χξｘｙｘ＝（Ｌξ４＋Ｌξ５）（－２ｚ
３ｗ
ｘ２ｙ

）

χξｘｘｚ＝χξｘｚｘ＝－Ｌξ５
２ｗ
ｘ２

χξｘｙｙ＝（Ｌξ４＋Ｌξ５）（－２ｚ
３ｗ
ｘｙ２

）

χξｘｙｚ＝χξｘｚｙ＝－Ｌξ５
２ｗ
ｘｙ

χξｙｘｘ＝（Ｌξ４＋Ｌξ５５）（－２ｚ
３ｗ
ｘ２ｙ

）

χξｙｘｙ＝χξｙｙｘ＝（Ｌξ４＋Ｌξ５）（－２ｚ
３ｗ
ｘｙ２

）

χξｙｘｚ＝χξｙｚｘ＝－Ｌξ５
２ｗ
ｘｙ

χξｙｙｙ＝（Ｌξ４＋Ｌξ５）（－２ｚ
３ｗ
ｙ２
）

χξｙｙｚ＝χξｙｚｙ＝－Ｌξ５
２ｗ
ｙ２

χξｚｘｘ＝－２Ｌξ４
２ｗ
ｘ２

χξｚｘｙ＝χξｚｙｘ＝－２Ｌξ４
２ｗ
ｘｙ

χξｚｙｙ＝－２Ｌξ４
２ｗ
ｙ２

χξｚｘｘ＝χξｙｚｚ＝χξｚｘｚ＝χξｚｙｚ＝χξｚｚｚ＝０ （１１）
公式（１０）中δｉｊ为克罗内克函数．

基于应变梯度理论，微型压电层合板结构微观

变形部分的应变能为：

Ｕ＾ ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ

ｈξｔ

ｈξｂ

１
２（χ

ξ
ｉｘｘ·ηｉｘｘ＋χξｉｙｙ·ηｉｙｙ＋

　χξｉｘｙ·ηｉｘｙ）ｄｘｄｙｄｚ

　　（ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ；ｊ＝ｘ，ｙ）

（１２）

２　动力学模型

本节将利用哈密顿原理来得到系统的动力学

模型及边界条件．
哈密顿原理的表达式为：

０＝∫
Ｔ１

Ｔ０
（δＵ＋δＷ－δＴ）ｄｔ （１３）

其中微型压电层合板结构的势能 Ｕ由两部分构
成：

Ｕ＝Ｕ＋Ｕ＾ （１４）
其中Ｕ和Ｕ＾的表达式参见（４）式、（１２）式．

系统的动能由各层的动能相加得到：

Ｔ＝∑
Ｎ

ξ＝１
Ｖξ
ρξ
２（ｕ

２＋ｖ２＋ｗ２）ｄＶξ （１５）

式中ρξ各层材料的密度．
本文研究自由振动的情况，无外力做功，故 Ｗ

＝０．
将（１４）式、（１５）式代入哈密顿原理（１３）式并

１３４
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计算后得到动力学方程：

ｋ１（２
４ｗ
ｘ２ｙ２

）＋ｋ２（
４ｗ
ｘ４
＋

４ｗ
ｙ４
）＋ｋ３

４ｗ
ｘ２ｙ２

＋

　ｋ４Ｌξ４（
４ｗ
ｘ４
＋

４ｗ
ｙ４
＋２ 

４ｗ
ｘ２ｙ２

）＋

　ｋ５（Ｌξ４＋Ｌξ５）（
６ｗ
ｘ６
＋

６ｗ
ｙ６
＋ 

６ｗ
ｘ２ｙ４

＋

　 ６ｗ
ｘ４ｙ２

）＝ｋ５ｗ̈ （１６ａ）

其中，

ｋ１ ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ

Ｅξυξ［（ｈ
ξ
ｔ）
３－（ｈξｂ）

３］

３（１－υ２ξ）

ｋ２ ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ

Ｅξ［（ｈ
ξ
ｔ）
３－（ｈξｂ）

３］

３（１－υ２ξ）

ｋ３ ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ

２Ｅξ［（ｈ
ξ
ｔ）
３－（ｈξｂ）

３］

３（１＋υξ）

ｋ４ ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ
（ｈξｔ－ｈξｔ）

ｋ５ ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ
［（ｈξｔ）

３－（ｈξｂ）
３］

ｋ６ ＝∑
ξ＝Ｓ，Ｐ
（ｈξｔ－ｈξｔ）ρξ （１６ｂ）

３　边界条件

在得到动力学方程的同时，微型压电层合板结

构的边界条件归纳为如下几种情况．
３．１　支撑情况为四边简支时

（１）在ｘ＝０（ａ边）：
ｗ＝０ （１７）

２ｗ
ｘ２
＝０ （１８）

ｋ２
２ｗ
ｘ２
＋２ｋ４Ｌξ４

２ｗ
ｘ２
＋２３ｋ５（Ｌ

ξ
４＋Ｌξ５）

４ｗ
ｘ４
＝０

（１９）
（２）在ｙ＝０（ｂ边）：
ｗ＝０ （２０）

２ｗ
ｙ２
＝０ （２１）

ｋ２
２ｗ
ｙ２
＋２ｋ４Ｌξ４

２ｗ
ｙ２
＋２３ｋ５（Ｌ

ξ
４＋Ｌξ５）

４ｗ
ｙ４
＝０

（２２）
３．２　支撑情况为悬臂时

（１）在固定边ｘ＝０：
ｗ＝０ （２３）

ｗ
ｘ
＝０ （２４）

ｗ
ｙ
＝０ （２５）

（２）在自由边ｘ＝ａ：

ｋ１
３ｗ
ｘｙ２

＋ｋ２
３ｗ
ｘ３
＋２ｋ４Ｌξ４

３ｗ
ｘ３
＋

　ｋ５（Ｌξ４＋Ｌξ５）
５ｗ
ｘ５
＝０ （２６）

ｋ１
２ｗ
ｙ２
＋ｋ２
２ｗ
ｘ２
＋２ｋ４Ｌξ４

２ｗ
ｘ２
＋

　ｋ５（Ｌξ４＋Ｌξ５）
４ｗ
ｘ４
＝０ （２７）

ｋ５（Ｌξ４＋Ｌξ５）
３ｗ
ｘ３
＝０ （２８）

（３）自由边ｙ＝０、ｙ＝ｂ：

ｋ１
３ｗ
ｘ２ｙ

＋ｋ２
３ｗ
ｙ３
＋２ｋ４Ｌξ４

３ｗ
ｙ３
＋

　ｋ５（Ｌξ４＋Ｌξ５）
５ｗ
ｙ５
＝０ （２９）

ｋ１
２ｗ
ｘ２
＋ｋ２
２ｗ
ｙ２
＋２ｋ４Ｌξ４

２ｗ
ｙ２
＋ｋ５（Ｌξ４＋Ｌξ５）

４ｗ
ｙ４
＝０

（３０）

ｋ５（Ｌξ４＋Ｌξ５）
３ｗ
ｙ３
＝０ （３１）

４　求解固有频率和模态函数图

本节采用Ｒｉｔｚ法求解微型压电层合板结构的

固有频率和模态．Ｒｉｔｚ法基于能量变分原理，将泛
函极值问题转化为多元函数极值问题来求解．

首先将板自由振动解的形式设为：

ｗ（ｘ，ｙ，ｔ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｗｉｊ（ｘ，ｙ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ）

（３２）

（１）对于简支边界条件，本文选取的模态函数
为：

Ｗｉｊ（ｘ，ｙ）＝ａｉｊｓｉｎ
ｉπｘ
ａｓｉｎ

ｊπｘ
ｂ （３３）

（２）对于悬臂板，选取梁函数为试函数，悬臂
板模态函数的表达式为：

Ｗｉｊ（ｘ，ｙ）＝ａｉｊＸｉＹｊ （３４）

在自由自由方向，试函数可以选择满足边界
条件的梁函数：

Ｘ１＝１，

Ｘ２＝槡３（１－２ｘ／ａ），

２３４
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Ｘｉ＝ｃｏｓｈ
ｋｉｘ
ａ＋ｃｏｓ

ｋｉｘ
ａ－αｉ（ｓｉｎｈ

ｋｉｘ
ａ＋ｓｉｎ

ｋｉｘ
ａ）

…　（ｉ＝３，４，５…） （３５）
在固定自由方向，相应的梁函数为：

Ｙｊ＝ｃｏｓｈ
ｋｊｙ
ｂ－ｃｏｓ

ｋｊｙ
ｂ－βｊ（ｓｉｎｈ

ｋｊｙ
ｂ－ｓｉｎ

ｋｊｙ
ｂ）

　　（ｊ＝１，２，３…） （３６）
ｋｉ，ｋｊ，αｉ，βｊ的表达式见参考文献［２１］．

将（３２）式代入到系统势能、动能的表达式中，
再代入哈密顿原理后对时间ｔ进行积分，可得到：

δ（Ｕｍａｘ－Ｔｍａｘ）＝０ （３７）
其中ａｉｊ为待定系数，也相当于独立的广义坐标．于
是，变分式（３７）式可以简化为多元函数的极值条
件：Ｕｍａｘ－Ｔｍａｘ对待定系数ａｉｊ的偏导数为零，即

Ｕｍａｘ
ａｉｊ

－
Ｔｍａｘ
ａｉｊ

＝０ （３８）

经过计算，可得关于 ａｉｊ的线性代数方程式．令
方程组的系数行列式等于零即可得到固有频率 ω．
将求出的ω值代入线性方程组式（３８）中求出待定
系数，便得到各阶固有频率相对应的模态函数．

利用前文所述的求解固有频率和模态函数的

方法，本节代入具体微型压电层合板结构的几何参

数和材料参数进行计算．材料参数如表１．
表１　材料参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ＥＳ １９０ＧＰａ
ＥＰ ２ＧＰａ
νＳ ０．２７８
νＰ ０．３１
ρｓ ２３３０ｋｇ／ｍ３

ρｐ ５６７０ｋｇ／ｍ３

ｅ３１ －２
ｅ３２ －２

为了研究尺寸效应对微型结构固有频率的影

响，下面分别选取几组不同的几何参数进行计算：

板１：ａ＝２４００μｍ，ｂ＝１６００μｍ，ｈ＝２０μｍ，
　　ｈｐ＝８μｍ；
板２：ａ＝１２００μｍ，ｂ＝８００μｍ，ｈ＝１０μｍ，
　　ｈｐ＝４μｍ；
板３：ａ＝６００μｍ，ｂ＝４００μｍ，ｈ＝５μｍ，
　　ｈｐ＝２μｍ；
板４：ａ＝３００μｍ，ｂ＝２００μｍ，ｈ＝２．５μｍ，
　　ｈｐ＝１μｍ．

本文算例中采用的板都为３层结构，中间基层
的厚度为ｈ，上下压电层的厚度为ｈｐ．
４．１　支撑情况为四边简支时

选择材料
!

凛长度为 １μｍ，电压 Ｖ＝０．利用
Ｒｉｔｚ法，基于 Ｍａｐｌｅ软件，求得的微型压电四边简
支压电层合板结构的固有频率结果如表２．

表２　固有频率计算结果

Ｔａｂｌｅ２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

Ｏｒｄｅｒ
Ｐｌａｔｅ１（ｋＨｚ） Ｐｌａｔｅ２（ｋＨｚ）

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

１ ４９．０２ ４８．１３ １０３．２４ ９６．２６
２ ９４．２８ ９２．５６ １９８．５４ １８５．１１
３ １５０．８５ １４８．０９ ３１７．６７ ２９６．１８
４ １６９．７０ １６６．６０ ３５７．３８ ３３３．２０
５ １９６．１０ １９２．５２ ４１２．９７ ３８５．０３

Ｏｒｄｅｒ
Ｐｌａｔｅ３（ｋＨｚ） Ｐｌａｔｅ４（ｋＨｚ）

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

１ ２４３．６１ １９２．５２ ７１０．２０ ３８５．０３
２ ４６８．５０ ３７０．２２ １３６６．４２ ７４０．４４
３ ７４９．６３ ５９２．３５ ２１８６．４４ １１８４．７１
４ ８４３．３５ ６６６．４０ ２４５９．８１ １３３２．８０
５ ９７４．５６ ７７０．０６ ２８４２．５５ １５４０．１２

考虑尺寸效应的影响应用梯度理论，本文得到

的前五阶固有频率值较不考虑尺寸效应时的值都

有所提高．图２给出了每一阶固有频率提高的百分
比．

图２　考虑尺寸效应后各阶固有频率提升百分比

Ｆｉｇ．２　Ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

在得到各阶固有频率后，通过Ｍａｐｌｅ软件计算
并绘制了振型函数图，如图３所示．

通过对固有频率的计算，发现由微结构带来的

尺度效应对结构刚度有提升效果．且该效果随着结
构尺寸的减小愈发显著．由此表明在研究微型结构
的力学特性时，不可忽略尺寸效应的影响，需要利

３３４
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用微观力学理论进行分析．
为研究材料

!

凛长度 ｌ对固有频率的影响趋
势，选取板３为研究对象，考察不同材料

!

凛长度ｌ
和板厚度的比值下的固有频率变化情况，结果如

下，单位ｋＨｚ．

图３　前五阶函数图

Ｆｉｇ．３　Ｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｏｒｄｅｒｓ

图４　各阶固有频率随ｌ／ｈ变化图

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌ／ｈ

通过计算发现随着材料
!

凛长度与板厚度的

比值的增大，固有频率呈现出上升的趋势，该趋势

表明尺寸效应的影响愈发明显．

４．２　支撑情况为悬臂时
选择材料

!

凛长度为 １μｍ，电压 Ｖ＝０，利用

Ｒｉｔｚ法，基于 Ｍａｐｌｅ软件，求得的微型压电悬臂压
电层合板结构的固有频率结果如表３．

表３　固有频率计算结果

Ｔａｂｌｅ３　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

Ｏｒｄｅｒ
Ｐｌａｔｅ１（ｋＨｚ） Ｐｌａｔｅ２（ｋＨｚ）

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

１ １１．９７ １１．８５ ２４．６９ ２３．６９
２ ２２．４７ ２２．１８ ４６．６４ ４４．３５
３ ７４．７６ ７３．９６ １５４．２３ １４７．９３
４ ９１．７９ ９０．７０ １８９．９５ １８１．３９
５ １７３．５５ １７１．５９ ３５８．５７ ３４３．１９

Ｏｒｄｅｒ
Ｐｌａｔｅ３（ｋＨｚ） Ｐｌａｔｅ４（ｋＨｚ）

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

Ｗｉｔｈｏｕｔ
ｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

１ ５４．９０ ４７．３８ １４５．７９ ９４．７７
２ １０５．７８ ８８．７１ ２９０．６８ １７７．４１
３ ３４３．３６ ２９５．８５ ９１３．１８ ５９１．７１
４ ４２７．０２ ３６２．８５ １１５５．２０ ７２５．５７
５ ８０８．２２ ６８６．３７ ２１５２．４３ １３７２．７５

以上结果也可用折线图的形式给出，可方便的

观察各阶固有频率的变化规律．

图５　考虑尺寸效应后各阶固有频率提升百分比

Ｆｉｇ．５　Ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｔｈｅｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

通过对比两种不同边界条件下的微型压电层

合板结构的固有频率，可以发现尺寸效应对于微型

压电四边简支板的固有频率提升效果要大于微型

压电悬臂层合板．由于四边简支相对于悬臂是一种

约束更强的边界条件，所以其本身的固有频率也更

高，该结论说明当系统本身的固有频率较高时，尺

寸效应对于固有频率的影响更加明显．
在得到微型压电悬臂板各阶固有频率后，通过

Ｍａｐｌｅ软件计算并绘制了振型函数图，如图６所示．
与微型压电四边简支板的计算结果类似，由微

结构带来的尺度效应对结构刚度有提升效果，且该

效果随着结构尺寸的减小愈发显著．

４３４
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图６　前五阶模态图

Ｆｉｇ．６　Ｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｆｉｖｅｏｒｄｅｒｓ

为研究材料
!

凛长度 ｌ对固有频率的影响趋
势，同样选取板３为研究对象，考察不同材料

!

凛

长度ｌ和板厚度的比值下的固有频率变化情况，结
果如图７，单位ｋＨｚ．

图７　各阶固有频率随ｌ／ｈ变化图

Ｆｉｇ．７　Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌ／ｈ

通过计算发现随着材料
!

凛长度与板厚度的

比值的增大，固有频率呈现出上升的趋势，该趋势

表明尺寸效应的影响愈发明显．当材料
!

凛长度与

板的厚度接近同一量级时，尺寸效应的影响已非常

明显．

５　电压对于微型压电层合板固有频率的影响

因为压电材料也存在着逆压电效应，即在施加

外电压时，压电材料本身也会产生应变．所以在外

电压的影响下微型压电层合板的刚度也会发生改

变．本节为考查电压对于微型压电层合板做自由振
动时固有频率的影响，选取悬臂支撑条件下的板３
为研究对象，考察施加不同外电压时系统的一二阶

固有频率的变化的百分比．计算结果如图８．

图８　固有频率随电压变化图

Ｆｉｇ．８　Ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｖｏｌｔａｇｅ

通过图８可看出随着外加电压由负到正的升
高，固有频率呈现出上升的趋势，说明外加电压可

以提升微型压电结构的刚度．且高阶固有频率的提
升幅度更大．

６　对比和验证

为了验证本文所求得的动力学模型及求解的

固有频率，下面选择四边简支的板３为对象，利用
ＡＮＳＹＳ软件进行了有限元模拟，ＡＮＳＹＳ求得的前
五阶固有频率如表４．

表４　固有频率验证

Ｔａｂｌｅ４　Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ

Ｏｒｄｅｒ
ＡＮＳＹＳｒｅｓｕｌｔｓ
（ｋＨｚ）

Ｃａｌｃｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓ（ｋＨｚ）
Ｗｉｔｈｏｕｔｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ Ｗｉｔｈｓｉｚｅｅｆｆｅｃｔ

１ １３６．６２ １３８．８１ １５６．２０
２ ２６５．５３ ２６６．９４ ２７６．４１
３ ４２６．８９ ４２７．１１ ４８５．８７
４ ４７９．３３ ４８０．５０ ５１４．２８
５ ５５４．９３ ５５５．２４ ６２４．８２

从表４可看出本文所求不考虑尺寸效应影响
的固有频率与 ＡＮＳＹＳ所得出的结果相符．但当考
虑尺寸效应的影响时两者的结果已有较大出入，说

明在研究微结构的振动特性时ＡＮＳＹＳ等有限元软
件已不适合作为参考．

７　结论

针对微型压电层合板结构建立了模型，综合考

５３４
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虑压电效应和尺寸效应的影响，得到了动力学方程

及其边界条件．并利用Ｒｉｔｚ法分别对四边简支和悬
臂支撑情况下的算例进行了振动特性分析．

通过分析发现结构尺寸在低于毫米量级之后，

尺寸效应的影响开始变得显著，具体表现为结构尺

寸的减小提高了系统的固有频率．随着结构尺寸的
进一步减小，该趋势快速增大．而且尺寸效应对高
阶固有频率的影响更加显著．与 ＡＮＳＹＳ软件有限
元模拟结果的对比也表明了尺寸效应已不可忽略，

传统理论也已不再适用，微结构的振动特性需要专

门的微观力学理论来分析．
同时进一步研究发现材料

!

凛长度与板厚度

的比值ｌ／ｈ是影响固有频率的重要参数，当该比值
较小时，尺度效应的影响也较小．而当材料

!

凛长

度与厚度两者接近同一量级时固有频率将出现非

常大的提升．
通过对比两种不同边界条件下的微型压电层

合板结构的固有频率，可以发现，尺寸效应对于四

边简支板的固有频率提升效果要大于悬臂板．例如
四边简支板的固有频率最大提升了８７．３％，而悬
臂板的固有频率最大提升了５９．２％．由于四边简
支相对于悬臂是一种约束更强的边界条件，所以其

本身的固有频率也更高，该结论说明当系统本身的

固有频率较高时，尺寸效应对于固有频率的影响更

加明显．
最后，研究发现外加电压由负到正对于固有频

率也有提升的作用，说明外加电压可以提升微型压

电结构的刚度．且高阶固有频率的提升幅度更大．
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