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时滞反馈作用下压电梁的参数共振分析
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摘要　基于Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理建立了受控压电梁的参数振动方程，研究了轴向激励压电梁时滞速度反馈控制的

主参数共振．采用非线性振动的多尺度法研究了压电梁的亚谐波主参数共振，并对其稳定域进行分析．通

过算例分析得到了不同时滞，控制增益，轴力影响下压电梁参数共振的稳定域和时程曲线．结果表明：时滞

值增大，系统承受轴向力减小，相对于控制增益则反之．同时，随着轴向力增大，在一定范围内主动阻尼增

加，时滞反馈能有效降低响应幅值．随着时滞值增大，减振效果变差．

关键词　压电梁，　时滞，　稳定性，　参数共振

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６２７

引言

梁结构作为一个基本构件，广泛应用于土木、

机械和航空航天等工程领域．在承受外荷载作用
下，易发生大幅振动［１－２］，影响系统的正常工作．
因此，梁结构的大幅振动控制问题亟待解决．

国内外学者从理论研究、实验分析等方面开展

了研究［３］．特别值得指出的是，时滞反馈控制技术
的发展为梁结构的振动控制提供了新的思

路［４－１０］．王在华和胡海岩［４］对时滞动力系统的理

论和应用研究现状做了详尽的阐述．赵艳影和徐
鉴［５］研究了时滞非线性动力吸振器的减振机理．
Ｄａｑａｑ［６］研究了时滞反馈作用下悬臂梁的非线性振
动．刘铭等［７］对中立型时滞反馈扭转控制系统的

稳定性进行了分析．贾雁兵等［８］研究了异质性和

时滞作用下神经元网络的共振动力学．李欣业
等［９］研究了陀螺系统的受迫振动并采用时滞反馈

进行振动控制．冯志宏和霍睿［１０］对压电耦合悬臂

梁的时滞反馈控制及稳定性进行了分析．彭剑
等［１１］研究了时滞反馈及轴力作用下弹性梁的非线

性振动．
本文采用时滞速度反馈控制对受轴向激励作用

下的压电梁的主参数共振开展研究，分析控制系统

中关键参数对受控系统稳定域及共振响应的影响．

１　运动方程

简支梁如图１所示，截面形状为矩形，压电材
料良好，粘贴在梁表面，梁端沿轴线方向受激振力

Ｐ（ｔ）＝Ｐ０＋ＰｔｃｏｓΩｔ作用，Ｐ０为轴力初值，Ｐｔ为轴
力幅值，Ω为激振轴力频率．建立坐标系如图１所
示，假设梁不可伸长且忽略扭转和剪切变形．

图１　轴向激励下的压电梁的理论模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆａｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏａｘｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

根据Ｈａｍｉｌｔｏｎ变分原理：

δ∫
ｔ２

ｔ１
（Ｔ－Ｕ）ｄｔ＋∫

ｔ２

ｔ１
δＷＰｄｔ＝０， （１）

其中，δ为变分符号，Ｔ和 Ｕ为整体结构的动能和
势能，δＷＰ为外力虚功．考虑梁横向位移 ｗ的一阶
展开式，将其表示为：

ｗ（ｘ，ｔ）＝ｑ（ｔ）ｓｉｎ（πｘ／Ｌ） （２）
其中，ｑ（ｔ）为位移幅值，即广义坐标，Ｌ为梁长．则
动能、势能和外力功分别表示为［３］：

Ｔ＝１４ｍＬ
ｄｑ
ｄ( )ｔ

２

（３）

Ｕ＝
ａ１π

４

２Ｌ３
ｑ２＋
２ａ２π
Ｌ Ｖ０ｑ－

２ａ３π
３

３Ｌ３
ｑ３＋
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ａ４π

２

２ＬＶ０ｑ
２＋
３ａ５π

４

８Ｌ３
ｑ４＋ａ６Ｖ

２
０ （４）

ＷＰ＝
Ｐπ２
４Ｌｑ

２ （５）

其中，

ａ１＝
Ｅｂｈ３＋ｃ１１ｂｈＰ（４ｈ

２
Ｐ＋６ｈｈＰ＋３ｈ

２）

２４ ，

ａ２＝
ｂｅ３１（ｈＰ＋２ｈ）

２ ，ａ３＝－
ｂｃ１１ｈＰ（ｈＰ＋ｈ）

４ ，

ａ４＝－
ｅ３１ｂ
２，ａ５＝

Ｅｂｈ＋ｃ１１ｂｈＰ
８ ，ａ６＝－

ｂＬξ３３
２ｈＰ
，

ｃ为阻尼系数，ｈ为基梁厚底，ｂ表示压电层的宽，ｍ
为基梁和压电片单位长度的质量，Ｖ０为外加电压，
ｈｐ为压电片厚度，ｅ３１为压电常数．将方程（３）～
（５）代入方程（１），并对广义坐标ｗ求变分，得到结
构的非线性运动方程如下：

ｑ̈＋ｃｑ＋ａ７Ｖ０＋（ａ８－Ｐａ９）ｑ＋ａ１０Ｖ０ｑ＋
　ａ１１ｑ

２＋ａ１２ｑ
３＝０ （６）

其中，

ａ７＝
４ａ２π
ｍＬ２
，　ａ８＝

２ａ１π
４

ｍＬ２
，

ａ９＝
π２

ｍＬ２
，　ａ１０＝

２ａ４π
２

ｍＬ２
，

ａ１１＝－
４ａ３π

３

ｍＬ４
，　ａ１２＝

３ａ５π
３

ｍＬ４
（７）

根据压电材料控制机理，采用速度传感器测量

梁结构某一点 ｘ０处的速度并传给控制器，采用时
滞速度反馈控制策略施加沿压电作动器控制电

压［６］，即：

Ｖ０＝－ｋｗ＝－ｋｓｉｎ（πｘ０／Ｌ）ｑ（ｔ－τ） （８）
式中ｋ为反馈控制增益．则受控系统运动运动方程
为：

ｑ̈＋ｃｑ＋（ａ８－Ｐａ９）ｑ＋ａ１３ｑｑ（ｔ－τ）＋
　ａ１１ｑ

２＋ａ１２ｑ
３＋ｃＰｑ（ｔ－τ）＝０ （９）

其中，

ｃｐ＝－ｋａ７ｓｉｎ（πｘ０／Ｌ），ａ１３＝－ｋａ１０ｓｉｎ（πｘ０／Ｌ）．

２　参数振动分析

下面运用多尺度法［１２］对时滞反馈压电梁的参

数共振进行分析．将Ｐ（ｔ）代入方程（９），并整理如
下：

ｑ̈＋２^ζωｑ＋ω２（１－２^μｃｏｓΩｔ）ｑ＋ａ１３ｑｑ（ｔ－τ）＋
　ａ１１ｑ

２＋ａ１２ｑ
３＋ｃＰｑ（ｔ－τ）＝０ （１０）

其中，

ω２＝ａ８－ａ９Ｐ０，^μ＝
ａ９Ｐｔ
２ω２
，^ζ＝ｃ２ω

（１１）

ζ^为阻尼比．引入无量纲量参数如下：

Ｗ ＝ＷＬ，ω
 ＝ω
ω０
，ｔ ＝ω０ｔ，Ω ＝

Ω
ω０
，ｃ ＝ｃ

ω０
（１２）

式中，ω０＝π
２ ＥＩ／（ｍＬ４槡 ）为基梁的一阶固有频率，

其中Ｉ＝ｂｈ３／１２为基梁的横截面惯性矩．则无量纲
运动方程如下：

ｑ̈ ＋２^ζωｑ ＋ω２（１－２^μｃｏｓΩｔ）ｑ ＋
　α^３ｑｑ（ｔ－τ）＋^α１ｑ

２＋^α２ｑ
３＋

　ｃＰｑ（ｔ－τ）＝０ （１３）
其中，

α^１＝
ａ１１Ｌ
ω２０
，^α２＝

ａ１２Ｌ
２

ω２０
，^α３＝

ａ１３Ｌ
ω０

（１４）

为书写方便，在以下分析中略去方程中的星号．同
时将系数调整为：

ζ^＝εζ，^μ＝εμ，^α１＝εα１，^α２＝εα２，^α３＝εα３，
其中ε为小扰动参数．设方程（１３）的解为：

ｑｎ（ｔ；ε）＝ｑｎ０（Ｔ０，Ｔ１，…）＋ｑｎ１（Ｔ０，Ｔ１，…）＋…

（１５）

式中Ｔｎ＝ε
ｎｔ，ｎ＝０，１．并设 ω＝Ω２＋εω１＋ε

２ω２＋

…，σ为调谐参数，将其和方程（１５）代入方程
（１０），并令两端ε０和ε１的系数相等，得到：

Ｄ２０ｑｎ０＋
Ω２
４ｑｎ０＝０ （１６）

Ｄ２０ｑｎ１＋
Ω２
４ｑｎ１＝－２Ｄ０Ｄ１ｑｎ０－Ωσｑｎ０＋

　Ω
２

２ｑｎｏｃｏｓΩＴ０－α２ｑ
２
ｎ０－α３ｑ

３
ｎ０－ζΩＤ０ｑｎ０－

　α３Ｄ０ｑｎ０ｑｎ０（Ｔ０－τ）－ｃｐＤ０ｑｎ０（Ｔ０－τ） （１７）
方程（１６）的通解可以写为：

ｑｎ０＝Ａｎ（Ｔ１）ｅｘｐ（
ｉΩＴ０
２ ）＋ｃｃ （１８）

式中ｉ＝ －槡 １．ｃｃ表示复共轭，将 ｑｎ０代入方程（１７）
式并消去方程久期项，有：

ｉΩＡ′ｎ＋
ｉζΩ２Ａｎ
２ ＋Ωω１Ａｎ－

Ω２μＡｎ
４ ＋

　３α２Ａ
２
ｎＡｎ＋

ｉΩｃｐＡｎ
２ ｅｘｐ（－ｉΩτ２）＝０ （１９）

将Ａｎ表示成极坐标：Ａｎ＝
１
２ａｎｅｘｐ（ｉβｎ），其中ａｎ和

βｎ是关于Ｔ１的实函数．分离实虚部，可得：

３１４
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ａ′ｎ＝－
ａｎζｅΩ
２ －

ａｎμΩ
４ ｓｉｎ２βｎ （２０）

β′ｎ＝ω１＋
ｃｐｓｉｎ（Ωτ／２）

２ －Ωμ４ｃｏｓ２βｎ＋
３α２ａ

２
ｎ

４Ω
（２１）

其中，

ζｅ＝ζ＋ｃＰｃｏｓ（Ωτ／２）
令ａ′ｎ０＝γ′ｎ０＝０则可得稳定解．考虑非平凡

解，即ａｎ≠０，则由方程（２０）和（２１）可得：

ｓｉｎ２βｎ＝－
２ζｅ
μ

（２２）

将方程（２２）代入方程（２１），得到定常解的振幅为：

ａ２ｎ＝－
４［ω１＋ｃｐｓｉｎ（Ωτ／２）］Ω

３α２
±μΩ

２

３α２
１－
４ζ２ｅ
μ槡 ２

（２３）
上式称为幅频曲线方程，反映了外激励和主动阻尼

等对结构振动幅值的影响．
根据Ａｎ为实函数的条件，由方程（２３）得到结

构运动稳定性条件如下：

ω１＋
ｃｐｓｉｎ（Ωτ／２）

２ ＜±Ω２
μ２
４－ζ

２

槡 ｅ（ζｅ＜μ／２）

（２４）

由ω＝Ω２＋εω１＋ε
２ω２＋…和方程（２４）得到如下一

阶近似稳定区域：

２ω
Ω
＜１± μ^

２

４－^ζ
２

槡 ｅ－
ｃＰ
２ｓｉｎ

Ωτ
２（^ζｅ＜μ^／２）（２５）

３　算例分析

本节通过具体算例分析参数对结构参数共振

的影响．梁和压电材料的几何和物理参数如下［３］．
梁：弹性模量 Ｅ＝７１ＧＰａ，线密度 ρ＝２７１０ｋｇ·ｍ·
ｓ－２，长度Ｌ＝０．５ｍ，宽度ｂ＝０．０１ｍ，厚度ｈ＝０．００５
ｍ．压电材料：弹性模量 ｃ＝１２６ＧＰａ，线密度 ρＰ＝

７５００ｋｇ·ｍ·ｓ－２，压电系数 ｅ３１＝－６．５ｃｍ
－２，长度

ＬＰ＝０．５ｍ，宽度 ｂＰ＝０．０１ｍ，厚度 ｈＰ＝０．００１ｍ，ｘ０
＝Ｌ／２．
图２给出了时滞 τ对压电梁参数共振稳定性

的影响，纵坐标 μ与轴力幅值 Ｐｔ有关，此处 Ｐ０＝
１２０Ｎ．从图２中可以看到，当 ｋ＝２时，随着时滞值
的减小，稳定性区域边界处于曲线的最低点附近向

上移动．此时，２ω／Ω＝１附近上方移动，该点是亚
谐波主参数共振点，也就是说，给定控制增益，不

同时滞下，结构稳定性区域发生变化并且相对亚谐

波主参数共振区有一定偏移．图３分析了控制增
益ｋ对压电梁参数共振的影响．当给定时滞τ＝π／
４时，随着控制增益的增长，稳定区域边界线上移．
值得注意的是：控制增益越大，结构所能承受的轴

向力越大（限于屈曲荷载范围）．

图２　不同时滞时压电梁参数共振稳定性域

Ｆｉｇ．２　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｒｅｇｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｒｉｃａｌｌｙｅｘｃｉｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍ

ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｉｍｅｄｅｌａｙ

图３　不同控制增益时压电梁参数共振稳定性域

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｒｅｇｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｒｉｃａｌｌｙｅｘｃｉｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍ

ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｃｏｎｔｒｏｌｇａｉｎ

图４　轴力影响下压电梁参数共振稳定性域

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｒｅｇｉｏｎｏｆｐａｒａｍｅｔｒｉｃａｌｌｙｅｘｃｉｔｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍ

ｗｉｔｈｔｈｅｅｆｆｅｃｔｏｆａｘｉａｌｆｏｒｃｅ

图４给出了无控和受控作用下轴力对压电梁

４１４
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参数共振的影响．可见，随着轴力的增大，稳定域
边界线逐渐升高，同时可以看到，施加控制的稳定

域较有降低，说明轴力增加，需较大的主动阻尼才

能使结构处于稳定区域，而施加控制的效果明显．
图５～图７给出了无控和受控作用下压电梁

参数振动响应的时程曲线．可以看出，采用时滞反
馈控制后，响应幅值明显受到抑制，但随着时滞值

的增大，结构响应也逐渐增大，甚至可能导致失稳．

图５　无控梁的时程曲线

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｎａｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ

图６　ｋ＝２，τ＝π／４时受控梁的时程曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍ

ｗｈｅｎｋ＝２，τ＝π／４

图７　ｋ＝２，τ＝π时受控梁的时程曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆａｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍ

ｗｈｅｎｋ＝２，τ＝π

４　小结

本文研究了压电梁参数共振的时滞反馈控制，

采用多尺度法得到了参数共振的稳定性曲线，分析

了控制增益、时滞值、轴力等因素对稳定性区域的

影响．得到结论如下：时滞反馈控制下，较小的时

滞值和较大的控制增益结构能承受的轴向与激励

越大．在稳定域内，增大控制增益有利于增大主动

阻尼．结构主参数共振响应随着时滞的增大出现拍

振，甚至可能失稳．
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