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摘要　利用数值模拟的方法研究了一类非线性金融系统的动力学行为．建立了由生产、资金、股份、劳动力

四个部分构成的一类非线性金融系统的动力学模型．首先运用四维微分方程来描述由利率、投资需求、价格

指数和平均利润率构成的四个状态变量随时间的变化，然后将金融系统简化为四维自治微分方程组．通过

对四维自治微分方程组进行数值模拟发现了非线性金融系统的动力学特性，从数值模拟获得的三维相图反

映了金融系统的非线性特性．从数值模拟结果发现，在特定的条件下非线性金融系统存在周期运动和混沌

运动．除此之外，还观察到参数的改变对四维自治金融系统的非线性特性有着显著的影响．
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引言

金融系统是一个由众多要素组成的，是开放

的，远离平衡态的极其复杂的非线性系统．在这个
非线性系统中，随着各种参数的变化，系统的运动

状态由于失稳而出现混沌状态是相当普遍的现象．
近年来，非线性经济学在当代经济学中已成为

研究热点．非线性经济学领域的研究迅速发展，并
成为非线性问题的研究领域中非常活跃的问题之

一．非线性经济动力学理论分析有助于预测和解决
经济市场中存在的一些非线性问题，对于非线性经

济学领域的研究具有重要的理论和实践意义．
１９８０年，美国经济学家 Ｓｔｕｔｚｅｒ［１］首次在 Ｈａｖ

ｖｅｌｍｏ经济增长方程中揭示了宏观经济系统的混沌
现象，使人们认识到建立在传统经济学理论基础之

上的经济模型的局限性，并且最早将混沌模型应用

于经济学［３－４］．
最近十年，很多专家研究了非线性经济学．

Ｓｔｕｔｚｅｒ［１，３］发现，在宏观经济系统的经济增长方程
中存在着混沌现象．他们的研究使人们认识到了传
统经济理论基础上的经济模式的局限性．此后学者
们开始应用混沌理论来研究经济学．马和陈［４］研究

了分岔拓扑结构及一类非线性金融系统的全局复

杂性．Ｉｓｈｉｙａｍａ和Ｓａｉｋｉ［５］研究了嵌入在混沌吸引子
中的不稳定轨道和混沌经济增长周期．建立宏观经
济增长周期模型，解决了嵌入在混沌吸引子中的定

性和定量相关的不稳定周期解．陈［６］运用数值模拟

分析复杂的动力学特性，如周期性、准周期性和金

融系统的延时反馈中的混沌行为等．Ｊｉａｎ［７］利用全
局指数吸引集和Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论的定义研究
了很多金融系统的全局指数吸引集和同步问题．
Ｚｈａｏ［８］利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论和 Ｒｏｕｔｈ－Ｈｕｒ
ｗｉｔｚ标准研究了三维混沌金融系统的全局渐进同
步策略．Ｙｕ［９］运用数值模拟分析了混沌金融系统
的平衡、稳定、混沌吸引子、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数及分岔．
Ｃａｎｔｏｒｅ和Ｌｅｖｉｎｅ［１０］研究宏观经济学中具有评估参
数的重新参数化模型，得出重新参数化的方法与标

准是等效的．王［１１］和邱等人［１２］指出非线性动力学

可以研究黄金价格的波动、及其导致国际黄金价格

总水平变动的主要因素，对金融危机具有预测、预

警的作用．张伟等人［１３－１４］指出非线性动力学不仅

涉及学科发展的前沿问题，还涉及了国民经济发

展的国家重大工程建设关键技术问题．马等人［１５］

建立了一类复杂动态宏观经济系统，研究了时间延

迟影响到储蓄率及动态金融稳定性．
本文建立了一类具有混沌特性的非线性金融
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学系统的动力学模型，运用非线性理论和方法研究

了金融系统的动力学行为．通过数值方法，运用计
算机软件 ＭＡＴＬＡＢ来研究非线性金融系统中的周
期运动、拟周期运动及混沌运动．经过研究发现当
改变金融系统的参数时，能得到不同的周期运动及

混沌运动行为．

１　金融系统的非线性动力学方程

基于Ｊｉａｎ［７］的研究，金融系统由四个子模块组
成，分别为：生产、资金、股份及劳动力，它们由三个

一阶微分方程表示．该系统描述了三个状态变量的
时间变化：利率 ｘ、投资需要 ｙ及价格指数 ｚ．从经
济学的角度出发，影响利率的因素不仅与投资需求

和价格指数有关，而且与平均利润率也息息相关．
并且平均利润率和利率之间成正比．因此对于金融
系统给出如下方程［９］

ｘ＝ｚ＋（ｙ－ａ）ｘ＋ｕ

ｙ＝１－ｂｙ－ｘ２

ｚ＝－ｘ－ｃｚ










ｕ＝－ｄｘｙ－ｋｕ

（１）

其中ｕ表示平均利润率，ａ是存储量，ｂ是投资增长
率，ｃ是供求系数，参数ｄ和ｋ是为正的常数．

金融系统的非线性动力学行为表现为不同的

周期运动及混沌运动．周期运动、混沌运动响应可
通过几种常规标准来确定，如波形、相图、功率谱、

Ｐｏｉｎｃａｒｅ图和分岔图等．在本文中，上述判断标准
将被用来说明金融系统中的周期运动与混沌运动

的存在性．

２　四维超混沌金融系统的动力学分析

四维混沌映射经过初步设计后，还需要数学分

析和数值模拟来分析其动力学特性，证明该映射是

超混沌映射，同时说明金融系统中的周期运动与混

沌运动的存在性．
２．１　吸引子的耗散性及有界性

当ａ＝０．１，ｂ＝０．２，ｃ＝１．２，ｄ＝０．１，ｋ＝０．１５
时，四维系统（１）的散度是

!

Ｖ＝ｘ
ｘ
＋ｙ
ｙ
＋ｚ
ｚ
＋ｕ
ｕ
＝－（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｋ）

所以当ａ＋ｂ＋ｃ＋ｋ＞０时，可知该映射系统是一

个耗散系统．系统的相体积元以指数率ｄＶｄｔ＝ｅ
－（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｋ）

收缩，随着ｔ→∞，系统的轨线会渐变演化到一个不变
的吸引子集合中．从而说明吸引子的存在性．

即体积元 Ｖ０ 在时刻 ｔ时收缩为体积元

Ｖ０ｅ
－（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｋ）ｔ．这意味着，当 ｔ→∞时，包含系统轨

线的每一个体积元以指数率 －（ａ＋ｂ＋ｃ＋ｋ）收缩
到０．因此，系统轨线最终会被限制在一个体积 ０
的集合上，且它渐进运动固定在一个吸引子上．
２．２　映射的平衡点及其稳定性的分析

四维超混沌系统（１）的平衡点满足方程（２）
ｚ＋（ｙ－ａ）ｘ＋ｕ＝０

１－ｂｙ－ｘ２＝０
－ｘ－ｃｚ＝０
－ｄｘｙ－ｋｕ＝










０

（２）

当参数ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｋ满足
ｋｂ＋ｄｃ＋ａｂｃｋ－ｃｋ
ｃ（ｄ－ｋ） ＞０，

超混沌系统（２）有三个平衡点：
Ｐ０（０，１／ｂ，０，０）

Ｐ１，２（±θ，
ｋ＋ａｃｋ
ｃ（ｋ－ｄ），

θ
ｃ，
ｄθ（１＋ａｃ）
ｃｄ－ｃｋ ），

当θ＝ ｋｂ＋ａｂｃｋｃ（ｄ－ｋ）＋槡
１时，

在平衡点Ｐ０（０，１／ｂ，０，０）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ０＝

１／ｂ－ａ ０ １ １
０ －ｂ ０ ０
－１ ０ －ｃ ０
０ ０ ０











－ｋ

用ＭＡＴＬＡＢ软件很容易证明当
ａ＝０．１，ｂ＝０．２，ｃ＝１．２，ｄ＝０．１，ｋ＝０．１５

时，Ｊａｃｏｂｉ矩阵Ｊ０特征值为
λ１＝９，λ２＝－０．９，λ３＝－０．１，λ４＝－０．６

可知，四维金融系统中Ｐ０是一个不稳定的鞍点．
在平衡点Ｐ１的Ｊａｃｏｂｉ矩阵为

Ｊ１＝

ｋ＋ａｃｄ
ｃｋ－ｃｄ θ １ １

－２θ －ｂ ０ ０
－１ ０ －ｃ ０

－ｄｋ＋ａｃｄｋｃｋ－ｃｄ －ｄθ ０

















－ｋ

当 λＩ－Ｊ１ ＝０时，在平衡点 Ｐ１处，Ｊａｃｏｂｉ矩
阵Ｊ１的特征值为

λ１＝４．５９８８，λ２＝０．１１４３，
λ３＝－０．８７４３，λ４＝－０．５７７９

８０４
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同理，在平衡点Ｐ２处，Ｊａｃｏｂｉ矩阵Ｊ２的特征值为

λ１＝４．２４４９，λ２＝０．１４１５，

λ３＝－０．８２４４，λ４＝－０．６２９０
由此，可知新的混沌映射的平衡点都是不稳定

的．

３　金融系统参数变化的动力学性质和数值
模拟

３．１　金融系统的周期运动
图１说明了当投资增长率为ｂ＝０．２时金融系统

发生周期性运动．其他参数和初始条件的选取如下：
ａ＝０．１，ｂ＝０．２，ｃ＝１．２，ｄ＝０．１，ｋ＝０．１５，
ｘ０＝１，ｙ０＝１，ｚ０＝０．６，ｕ０＝０．６．
图１（ａ）表示在空间（ｘ，ｙ，ｕ）上的三维相图，

图１（ｂ）和（ｃ）分别表示平面（ｘ，ｕ）上的二维相图
和平面（ｙ，ｕ）上的二维相图，图１（ｄ）和（ｅ）分别表
示表示平面（ｔ，ｘ）和平面（ｔ，ｙ）上的波形图．数值计
算得到金融系统发生了周期运动．

图１　金融系统的周期运动：（ａ）（ｃ）相图，（ｄ）（ｅ）时间历程

Ｆｉｇ．１　Ｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｎａｎｃｉａｌｓｙｓｔｅｍ：

（ａ）（ｃ）ｐｈａｓｅ，（ｄ）（ｅ）ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

在图２（ａ）（ｅ）中，投资增长率ｂ被选为ｂ＝０．
１５，其他参数和初始条件都与图１相同．通过数值计
算得到金融系统发生了拟周期运动．

３．２　金融系统的混沌运动
图３（ａ）（ｅ）给出了当投资增长率ｂ减为ｂ＝０．１

时，金融系统发生混沌运动，其他参数和初始条件都

与图１时的相同．与图２和图３对比发现，当投资成本

图２　金融系统的拟周期运动：（ａ）（ｃ）相图，（ｄ）（ｅ）时间历程

Ｆｉｇ．２　Ｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｆｉｎａｎｃｉａｌｓｙｓｔｅｍ：

（ａ）（ｃ）ｐｈａｓｅ，（ｄ）（ｅ）ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

参数ｂ变小时，相图上会出现差异．

图３　金融系统的第一类混沌运动：（ａ）（ｃ）相图，（ｄ）（ｅ）时间历程

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｉｒｓｔｃｌａｓｓｏｆｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｆｉｎａｎｃｉａｌｓｙｓｔｅｍ：

（ａ）（ｃ）ｐｈａｓｅ，（ｄ）（ｅ）ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

图４（ａ）（ｅ）说明了当投资增长率参数减少为
ｂ＝０．０５时，金融系统存在混沌运动，其他参数和
初始条件与图１相同．从图３和图４的三维相图中
可得知，它们的形状完全不同．

图５说明了当投资增长率参数变为 ｂ＝０．０１
时，金融系统存在混沌运动，其他参数和初始条件都

９０４
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与图１相同．从图４和图５三维相图得出，它们的形
状是完全不同的．对比图３、图４和图５三维相图可
得出，参数ｂ变小时混沌运动的图形也发生变化．

图４　金融系统的第二类混沌运动：（ａ）（ｃ）相图，（ｄ）（ｅ）时间历程

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｅｃｏｎｄｃｌａｓｓｏｆｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｆｉｎａｎｃｉａｌｓｙｓｔｅｍ

（ａ）（ｃ）ｐｈａｓｅ，（ｄ）（ｅ）ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

图５　融系统的第三类混沌运动：（ａ）（ｃ）相图，（ｄ）（ｅ）时间历程

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｈｉｒｄｃｌａｓｓｏｆｃｈａｏｔｉｃｍｏｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｆｉｎａｎｃｉａｌｓｙｓｔｅｍ：

（ａ）（ｃ）ｐｈａｓｅ，（ｄ）（ｅ）ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

基于图１～５可以得知，当投资增长率参数 ｂ变化
时，此金融系统的动力学行为从周期运动、拟周期

运动变为混沌运动．我们推测 ｂ＝０．１５和 ｂ＝０．１
之间存在分岔．分岔是系统某一参数连续变化到达
某一临界值时，系统的全局性态会发生突然的变

化，参数产生两条或更多条的分支．利用 Ｒｕｎｇｅ
Ｋｕｔｔａ算法和 Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射理论得到分岔图的数值
解．在周期运动中，Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射是几个独立分散
的点；在混沌运动中，Ｐｏｉｎｃａｒｅ映射是由被限制在
Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面上的点组成的．本文中，我们只运用
了波形、相图等几种常规标准来判别金融系统的周

期运动及混沌运动的发生．

４　结论

本文利用数值方法研究了一类具有混沌特性

的非线性金融学系统的动力学行为．运用计算机软
件ＭＡＴＬＡＢ对金融系统进行数值模拟，数值结果
给出了对于金融系统的四个一阶微分方程混沌运

动的存在性的判断．从数值模拟得出，当选取不同
的投资增长率参数 ｂ和其他的参数时系统存在周
期性运动或者混沌运动的发生，同时也发现混沌运

动的相图形状是完全不同的．此外，投资增长率参
数ｂ对四维自治非线性系统的非线性动力学行为
具有显著的影响．
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