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摘要　基于简化Ｌｏｒｅｎｚ系统，通过设计非线性函数，得到单方向多翅膀混沌吸引子．在此基础上，通过引入

切换控制函数，得到了网格多翅膀混沌吸引子．通过相图、耗散性、平衡点、分岔图和Ｐｏｉｎｃａｒé截面方法，分析

了系统的动力学特性．结果表明，该多翅膀系统具有丰富的动力学行为．设计并实现了网格多翅膀系统的模

拟电路，通过示波器观测到网格多翅膀混沌吸引子，验证了该系统的物理可实现性，电路实验结果与数值仿

真结果相一致．
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引言

１９６３年Ｌｏｒｅｎｚ提出了 Ｌｏｒｅｎｚ系统［１］，掀起混

沌研究的热潮．１９８４年，蔡少棠教授提出能产生双
涡卷的蔡氏电路［２］，首次在混沌理论和非线性电路

之间架起了桥梁．混沌在保密通信、系统控制等领
域具有广泛的应用前景．为了将混沌更好的应用于
保密通信，人们长期致力于研究结构更复杂、性能

更优的混沌系统，既强化混沌系统［３－６］．多翅膀混
沌系统由于具有更复杂的动力学行为，成为混沌领

域的研究热点之一．
经典的Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统其吸引子的拓扑结构

与蝴蝶的形状十分相似，被称为双翅膀混沌系统．
类似的还有 Ｌü系统［７］，Ｃｈｅｎ系统［８］，统一混沌系

统［９］等．如何基于双翅膀混沌系统设计出多翅膀混
沌吸引子一直是众多研究者的研究课题．一类多翅
膀吸引子是通过计算机仿真偶然得到的［１０－１２］．另
外，文献［１３］报道了环状多翅膀吸引子的研究成
果，但都没有形成系统的方法，不具有普适性．另一
类主要是采用与构造多涡卷混沌吸引子相同的思

想，即在系统中引入合适函数，扩展指标为２的鞍
焦平衡点．文献［１４－１５］在部分广义 Ｌｏｒｅｎｚ系统
中实现了数量可控的单方向２Ｎ多翅膀吸引子．文
献［１６－１７］报道了在单方向多翅膀吸引子的基础

上，在另一方向引入非线性函数生成Ｎ×Ｍ网格状
多翅膀吸引子，但总的来说这类系统数量有限，设

计新的网格多翅膀混沌系统仍然是个富有挑战性

的课题．文献［１８］提出了简化 Ｌｏｒｅｎｚ系统，该系统
只含有单参数，却有三参数经典 Ｌｏｒｅｎｚ系统的性
质．但是到目前为止，还没有关于简化 Ｌｏｒｅｎｚ系统
的多翅膀吸引子的研究报道．

本文以简化Ｌｏｒｅｎｚ系统模型为基础，研究了多
翅膀混沌系统的设计与电路实现问题．首先在ｘ轴
引入偶对称分段非线性函数替代原方程中的交叉

乘积项，使系统翅膀数在 ｘ方向上延伸，然后在 ｚ
轴方向引入切换控制器，使系统吸引子在 ｚ轴方向
延伸，生成了网格状多翅膀吸引子；并对系统进行

了耗散性、平衡点分布、分岔图和 Ｐｏｉｎｃａｒé截面等
分析；最后设计了相应的模拟电路，并进行电路

实验．

１　简化Ｌｏｒｅｎｚ多翅膀混沌吸引子模型

１．１　简化Ｌｏｒｅｎｚ系统模型

单参数简化Ｌｏｒｅｎｚ系统的数学模型为［１８］
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其中，ｘ、ｙ、ｚ为系统状态变量，ｃ是系统参数．图 １
为ｃ＝１时的吸引子相图及系统随参数 ｃ变化的分
岔图，可见，系统通过倍周期分岔进入混沌态，拥有

多个周期窗口，且具有双翅膀状吸引子．

图１　简化Ｌｏｒｅｎｚ系统的相图和分岔图

（ａ）ｃ＝１时的吸引子ｘｚ相平面图

（ｂ）系统随参数ｃ变化的分岔图

Ｆｉｇ．１　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍａｎｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄＬｏｒｅｎｚｓｙｓｔｅｍ

（ａ）Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｔｔｒａｃｔｏｒｉｎｘｚｐｌａｎｅｆｏｒｃ＝１

（ｂ）Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ（ｃｉｓｖａｒｙｉｎｇ）

１．２　单方向多翅膀混沌吸引子的设计
多翅膀混沌吸引子的设计原理为拓展指标２

鞍焦点的个数，每个指标２的鞍焦点对应于一个翅
膀吸引子．为了得到简化 Ｌｏｒｅｎｚ多翅膀混沌吸引
子，在简化Ｌｏｒｅｎｚ系统的基础上，引入偶对称分段
非线性函数替代原系统中的交叉乘积项，且考虑到

电路设计与实现需要，使系统变量范围在电子元器

件动态范围之内，对系统变量进行等比例压缩．比
例压缩系数ｐ＝０．０５，则系统方程变为

ｘ＝１０（ｙ－ｘ）
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其中ｆ（ｘ）为偶对称分段非线性函数，由一个平方
函数和偶对称的阶梯波序列组合而成，表达式为

ｆ（ｘ）＝Ｆ０ｘ
２－∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｆｉ［１＋０．５ｓｇｎ（ｘ－Ｅｉ）－

　０．５ｓｇｎ（ｘ＋Ｅｉ）］ （３）
其中Ｆ０、Ｆｉ、Ｅｉ为可调参数，共同控制非线性函数
各段的斜率、幅度和宽度．图２为当参数选择如表
１时的非线性函数ｆ（ｘ）的图形，可见，系统关于ｘ＝
０对称．令ｃ＝１，Ｎ＝１、Ｎ＝２、Ｎ＝３、Ｎ＝４，以（０．１，
０．１，０．１）为初始值进行仿真，可得系统的吸引子相
图如图３所示．与图１（ａ）对比可知，在 ｘ方向引入
偶对称分段非线性函数之后，系统从两翅膀混沌吸

引子拓展成了多翅膀混沌吸引子．

图２　Ｎ＝４时参数可调多分段非线性函数ｆ（ｘ）

Ｆｉｇ．２　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｍｕｌｔｉｓｅｇｍｅｎｔｆｕｎｃｔｉｏｎｆ（ｘ）ｆｏｒＮ＝４

表１　可调参数Ｆｉ、Ｅｉ的取值

Ｔａｂｌｅ１　ＶａｌｕｅｓｏｆＦｉａｎｄＥｉ
ｉ １ ２ ３ ４
Ｆｉ ２０．５ ２６．５ ２７．５ ３７．５
Ｅｉ ０．２ ０．３１ ０．４１ ０．５

图３　单方向多翅膀混沌吸引子相图

（ａ）Ｎ＝１，４翅膀；（ｂ）Ｎ＝２，６翅膀

（ｃ）Ｎ＝３，８翅膀；（ｄ）Ｎ＝４，１０翅膀

Ｆｉｇ．３　ＰｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆＮｗｉｎｇｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

（ａ）Ｎ＝１，４ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；（ｂ）Ｎ＝２，６ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ

（ｃ）Ｎ＝３，８ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；（ｄ）Ｎ＝４，１０ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ

１．３　网格多翅膀混沌吸引子的设计
为了能得到网格多翅膀混沌吸引子，在系统

（２）的基础上，在 ｚ方向上引入切换控制器 ｇ（ｚ），
得到网格多翅膀系统方程为

ｘ＝１０（ｙ－ｘ）

ｙ＝（２４－４ｃ）ｘ－１ｐｘ（ｚ－ｇ（ｚ））＋ｃｙ

ｚ＝ｆ（ｘ）－８３（ｚ－ｇ（ｚ
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其中ｆ（ｘ）是偶对称分段非线性函数，其定义由式
（３）给出．切换控制器ｇ（ｚ）的定义为

ｇ（ｚ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
［±Ｇ（１±ｓｇｎ（ｚ－ｚｉ））］ （５）

其中Ｇ与单方向多翅膀吸引子在 ｚ方向的跨度相

６９３
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关，ｚｉ为切换控制点．这样，系统（４）可产生（２Ｎ＋
２）×（Ｍ＋１）网格状多翅膀混沌吸引子．若令 Ｍ＝
３，ｇ（ｚ）＝１．３［１＋ｓｇｎ（ｚ－２．８）］－１．３［１－ｓｇｎ（ｚ－
０．１）］－１．３［１－ｓｇｎ（ｚ＋２．５）］，则切换控制器函
数图形如图４所示．令ｃ＝１，Ｎ＝２，Ｍ＝１；Ｎ＝２，Ｍ
＝２；Ｎ＝２，Ｍ＝３；Ｎ＝４，Ｍ＝１；Ｎ＝４，Ｍ＝２；Ｎ＝４，
Ｍ＝３时，可分别产生６×２，６×３，６×４；１０×２，１０
×３，１０×４网格多翅膀混沌吸引子．其数值仿真结
果如图５所示．

图４　切换控制函数波形图

Ｆｉｇ．４　Ｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｓｗｉｔｃｈｃｏｎｔｒｏｌｆｕｎｃｔｉｏｎ

图５　网格状多翅膀混沌吸引子

（ａ）２×６翅膀吸引子；（ｂ）２×１０翅膀吸引子；（ｃ）３×６翅膀吸引子；

（ｄ）３×１０翅膀吸引子；（ｅ）４×６翅膀吸引子；（ｆ）４×１０翅膀吸引子

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆｇｒｉｄｍｕｌｔｉｗｉｎｇｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

（ａ）２×６ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；（ｂ）２×１０ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；

（ｃ）３×６ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；（ｄ）３×１０ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；

（ｅ）４×６ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；（ｆ）４×１０ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ

２　网格多翅膀混沌系统的性能分析

单方向多翅膀混沌系统可以看成是网格多翅

膀混沌系统中ｇ（ｚ）＝０的一个特例．因此，以网格

多翅膀混沌系统为例，分析多翅膀混沌系统的动力

学特性，包括ｃ＝１时系统（４）的耗散性、平衡点分

布、系统随控制参数 ｃ改变时的分岔图和 Ｐｏｉｎｃａｒé

截面．

２．１　耗散性分析
由耗散性定义可得

!

Ｖ＝
ｆｘ
ｘ
＋
ｆｙ
ｙ
＋
ｆｚ
ｚ
＝－１０＋１－８３＝－１１．６７＜０（６）

可见系统（４）是耗散的．意味着当 ｔ→∞时，所有的

系统轨迹都会被限制在体积为零的集合上，其演化

轨迹将表现为奇异吸引子．

２．２　平衡点及其稳定性分析
对系统（４），令ｘ＝ｙ＝ｚ＝０，平衡点方程为

ｘ＝１０（ｙ－ｘ）＝０

ｙ＝（２４－４ｃ）ｘ－１ｐｘ（ｚ－ｇ（ｚ））＋ｃｙ＝０

ｚ＝ｆ（ｘ）－８３（ｚ－ｇ（ｚ））＝











 ０

（７）

由式（７）求得的平衡点Ｑ０（０，０，０）、Ｑｉ（ｕ，ｕ，

ｗ）．其中ｕ，ｗ由下式确定

ｆ（ｕ）＝８３ｐ（２４－３ｃ）

ｇ（ｗ）＝ｗ－ｐ（２４－３ｃ
{

）

（８）

根据前面给出的相关参数及式（８），令 Ｎ＝４，

Ｍ＝３，可得到４×１０翅膀混沌吸引子的平衡点 Ｑｉ
（ｕ，ｕ，ｗ）取值如式（９）所示．图６给出了其在 ｘｚ

相平面上的４０个平衡点分布．可见，通过引入偶对

称分段非线性函数 ｆ（ｘ），以及切换控制器 ｇ（ｚ），

系统原有的两个鞍焦平衡点已被扩展为（２Ｎ＋２）

×（Ｍ＋１）个．

ｘ±１＝ｙ±１＝±０．０８３６７，ｘ±２＝ｙ±２＝±０．２４１３５

ｘ±３＝ｙ±３＝±０．３５２８５，ｘ±４＝ｙ±４＝±０．４３９６０

ｘ±５＝ｙ±５＝±０．５３５７２，ｚ１＝１．０５，ｚ２＝３．６５

ｚ３＝－１．５５，ｚ４＝－４．










１５

（９）

将系统（４）在平衡点Ｑｉ（ｕ，ｕ，ｗ）处做线性化

处理，得到平衡点Ｑｉ（ｕ，ｕ，ｗ）处的雅克比矩阵为

７９３
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
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－１０ １０ ０

２４－４ｃ－１ｐ ｚ－ｇ（ｚ[ ]） ｃ －１ｐｘ１－Ｇ
（ｚ[ ]）

Ｆ（ｘ） ０ －８３ １－Ｇ（ｚ[ ]











）
Ｑｉ

（１０）

其中Ｆ（ｘ）、Ｇ（ｚ）分别为ｆ（ｘ）、ｇ（ｚ）在对应平衡点
处的导数值．为分析各个平衡点的类型，计算每个平
衡点所对应雅克比矩阵的特征值，相关结果如下：

Ｑｘ±１，ｙ±１，（ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４[ ]）：γ＝－１５．０２８６，

　σ±ｊω＝１．６８１０±８．４６７５ｉ；
Ｑｘ±２，ｙ±２，（ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４[ ]）：γ＝－２５．２５２１，

　σ±ｊω＝６．７９２７±１７．９１４２ｉ；
Ｑｘ±３，ｙ±３，（ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４[ ]）：γ＝－３０．２３７０，

　σ±ｊω＝９．７８５１±２３．２２８６ｉ；
Ｑｘ±４，ｙ±４，（ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４[ ]）：γ＝－３５．０６９６，

　σ±ｊω＝１１．７０１５±２６．６０４７ｉ；
Ｑｘ±５，ｙ±５，（ｚ１，ｚ２，ｚ３，ｚ４[ ]）：γ＝－３９．７３９２，

　σ±ｊω＝１４．０３６２±３０．７０１２























ｉ
（１１）

图６中用“°”标明的４０个平衡点为指标２的
鞍焦平衡点，根据多翅膀吸引子构造原理，每个指

标２鞍焦点产生一个翅膀吸引子，可见系统能得到
４０个翅膀吸引子．

图６　ｘｚ平面平衡点分布示意图

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｐｏｉｎｔｓｉｎｘｚｐｈａｓｅｐｌａｎｅ

ｗｈｅｎＮ＝４ａｎｄＭ＝３

２．３　分岔分析
当ｐ＝０．０５，Ｎ＝４，Ｍ＝３时，系统（４）的分岔图

如图 ７所示．将图 ７（ａ）方框区域放大得到图 ７
（ｂ）．与原系统分岔图图（１ｂ）对比可知，图７（ｂ）几
乎与图（１ｂ）相一致，显然，新构造的网格多翅膀混
沌系统较原系统具有更加复杂的动力学行为．

图７　４×１０网格多翅膀系统分岔图

（ａ）当ｃ∈［－１２，８］时的分岔图

（ｂ）当ｃ∈［４．５，７．５］时的分岔图

Ｆｉｇ．７　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆ４×１０ｗｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

（ａ）Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｗｈｅｎｃ∈［－１２，８］

（ｂ）Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｗｈｅｎｃ∈［４．５，７．５］

２．４　Ｐｏｉｎｃａｒé截面
计算以ｙ＝０为截面的４×１０网格多翅膀混沌系

统的Ｐｏｉｎｃａｒé截面，结果如图８所示．可见，Ｐｏｉｎｃａｒé
截面上的点主要分布为４排，且清晰表示出每排所拓
展出的翅膀形状，与吸引子相图图５（ｆ）相一致，同时
也验证了网格多翅膀系统处于混沌状态．

图８　４×１０网格多翅膀混沌系统Ｐｏｉｎｃａｒé截面

Ｆｉｇ．８　Ｐｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅ４×１０ｗｉｎｇｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

３　电路实现及实验结果

对网格多翅膀混沌系统（４）进行模拟电路的
物理实现．以Ｎ＝２，Ｍ＝１为例设计其模拟电路，电
路由两部分构成：第一部分为 ｃ＝１时简化 Ｌｏｒｅｎｚ
系统主体电路，如图９所示．当 Ｓ１、Ｓ２打开时电路
产生单方向６翅膀吸引子，当 Ｓ１、Ｓ２闭合时电路产
生６×２网格多翅膀．第二部分为偶对称多分段非
线性函数ｆ（ｘ）和切换控制函数ｇ（ｚ）的产生电路，
如图１０所示．

８９３
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根据图９和图１０的电路图可得到非线性系统
电路方程为

ｘ＝－ ｘ
Ｒ１Ｃ０

＋ ｙ
Ｒ２Ｃ０

ｙ＝ ｘ
Ｒ３Ｃ０

＋ ｙ
Ｒ４Ｃ０

－０．１ｘｚＲ５Ｃ０
＋０．１ｘｇ（ｚ）Ｒ６Ｃ０

ｚ＝－ ｚ
Ｒ７Ｃ０

＋ ｆ（ｘ）１０Ｒ８Ｃ０
＋ｇ（ｚ）Ｒ９Ｃ













０

（１２）

图９　网格多翅膀混沌系统主体电路

Ｆｉｇ．９　Ｍａｉｎｃｉｒｃｕｉｔｏｆｇｒｉｄｍｕｌｔｉｗｉｎｇｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

图１０　Ｎ＝２、Ｍ＝１非线性函数电路

（ａ）ｆ（ｘ）电路图；（ｂ）ｇ（ｚ）电路图

Ｆｉｇ．１０　ＣｉｒｃｕｉｔｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎｗｉｔｈＮ＝２，Ｍ＝１

（ａ）Ｃｉｒｃｕｉｔｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｆ（ｘ）；（ｂ）Ｃｉｒｃｕｉｔｒｅａｌｉｚａｔｉｏｎｏｆｇ（ｚ）

对比方程（１２）和（４）得到Ｒ０＝Ｒ３＝１０ｋΩ，Ｃ０＝
１ｎＦ，Ｒ１＝Ｒ２＝Ｒ８＝１００ｋΩ，Ｒ４＝１０００ｋΩ，Ｒ５＝Ｒ６＝
５ｋΩ、Ｒ７＝Ｒ９＝３７５ｋΩ．电路实现中用到了５％精度的
线性电阻、线性电容、模拟乘法器和运算放大器．其

中模拟乘法器采用的是 ＡＤ６３３芯片，增益系数为
０．１．运算放大器采用 ＴＬ０８２，电源供电电压为 ±
１５Ｖ，此时运算放大器的动态范围是 ±１３．５Ｖ．图１１
为电路实验结果，可见实验结果与数值仿真结果相

一致．表明电路设计正确，系统具有物理可实现性．

图１１　电路实验相图

（ａ）单方向４翅膀；（ｂ）单方向６翅膀；

（ｃ）网格２×４翅膀；（ｄ）网格２×６翅膀

Ｆｉｇ．１１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｃｉｒｃｕｉｔｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

（ａ）４ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；（ｂ）６ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；

（ｃ）２×４ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ；（ｄ）２×６ｗｉｎｇａｔｔｒａｃｔｏｒ

４　结论

采用理论分析、数值仿真及电路实现的方法，

研究了基于简化 Ｌｏｒｅｎｚ系统的网格多翅膀混沌吸
引子设计问题．通过在ｘ方向引入偶对称多分段非
线性函数及在ｚ方向进行切换控制，拓展了系统指
标为２的鞍焦平衡点，得到了网格多翅膀混沌吸引
子．网格多翅膀混沌系统有更加复杂的动力学行
为．最后设计并实现了该系统的模拟电路，验证了
该系统的物理可实现性，多翅膀系统的应用将是我

们下一步研究的课题．
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