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摘要　建立二阶自治广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的微分方程．给出该系统的线性化方程，得到该线性方程转化为梯度

系统的条件，利用梯度系统的性质对线性系统的奇点进行了分析，然后再利用Ｐｅｒｒｏｎ定理探讨了相应的非

线性系统的奇点类型．结果表明，如果线性系统能成为梯度系统，那么相应的非线性系统的奇点可能是结

点或者鞍点．

关键词　广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，　梯度系统，　奇点
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引言

微分方程定性理论的研究，一直是非线性动

力学的热点问题［１］．迄今仍以二阶微分力学方程
为主，主要内容是分析解的存在性，周期解，奇点

性质，极限环个数，分岔和混沌等［２］．Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统是Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的自然推广，对Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统定
性理论的研究不仅具有理论意义还有实际应用价

值．目前，高阶非完整系统的广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ表示以
及Ｂｉｒｋｈｏｆｆ框架下的变分算法的研究取得重要进
展［３－４］．对Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统定性理论的研究已取得了
一些重要成果［５－７］．梯度系统特别适合用 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ函数来研究稳定性问题［８］．文献［９］提出了
四类常见的梯度系统．如果力学系统可以转化成
梯度系统，我们可以运用梯度系统的性质来研究

系统的积分及其解的稳定性．梯度系统的研究已
取得了一些重要成果，尤其是各类力学系统的通

常梯度表示和斜梯度表示［１０－１２］．本文利用梯度系
统的性质对二阶自治广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的奇点进
行了分析，得到了该系统的奇点类型．

１　二阶自治广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的微分方程

广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统微分方程为：
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其中Ｂ＝Ｂ（ｔ，ａ）是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数，Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ）是
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，Λμ＝Λμ（ｔ，ａ）是附加项．对于二
阶自治广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统有形式：
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这里的函数Ｂ，Ｒμ和Λμ都不显含时间ｔ．设系统是
非奇异的即
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则方程组（２）可解出ａ１和ａ２，得到方程组（４）
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其中

Ω１２＝１Ω２１
，Ω２１＝１Ω１２

，

对于方程（４）的奇点（ａ１０，ａ
２
０）都可以通过坐标平移

到原点处，平移后奇点变成（０，０）点．
本文只考虑二阶自治广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统（０，０）

点的奇点类型．若（０，０）点是系统（４）的奇点，将
系统（４）写成
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其中＝（ａ１，ａ２），φ＝φ（ａ１，ａ２）是关于 ａ１和 ａ２

的二次及其更高次项，下标“０”表示其中的 ａ１，ａ２

分别用０，０代替的结果．要研究系统（４）奇点（０，
０）的类型，我们可先考虑其线性化系统奇点（０，０）
的类型．

２　线性化系统的奇点类型

２．１　线性化系统
显然系统（４）在其奇点（０，０）处的线性化方程

为：
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为方便我们的讨论将（６）写成
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本文我们考虑
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显然当且仅当（９）式成立的时候，方程（７）有唯一
的奇点（０，０）．
２．２　线性化系统的梯度表示

梯度系统有形式：
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其中Ｖ＝Ｖ（ｘ）称做该系统的势函数．
由文献［１３］我们得到方程（７）成为梯度系统

的条件．
性质１　如果（７）满足条件
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可以找到函数Ｖ使得
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此时（７）成为一个梯度系统．
证明：因为有（１１）成立，将（７）式代入（１１），

得到
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这时我们取函数Ｖ（ａ）为

Ｖ（ａ）＝－
ｂ１１
２（ａ

１）２－ｂ１２ａ
１ａ２－

ｂ２２
２（ａ

２）２ （１５）

显然
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此时（７）成为一个梯度系统．
梯度系统有一条重要的性质，即

性质２　对于梯度系统（１０），其任一平衡点的线
性化系统只有实特征值．

我们可以用性质２来研究化成梯度系统的各
力学线性系统的原点的奇点类型．
２．３　线性化系统的奇点类型

由２．２中的性质２可以得到下面的一条性质，
即

性质３　如果（７）为梯度系统，则其特征值只可能
为同号实根或异号实根，不存在０根．

证明：由上面的性质２，只需要证明（７）不存
在实特征值０．方程（７）的特征方程为
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显然（１８）与（９）矛盾，故（７）不可能有０特征值，
性质３成立．

由微分方程奇点类型的相关知识［１２］，我们由

性质３得到以下结论：
性质４　如果（７）是一个梯度系统，其特征值同号
则奇点（０，０）为结点，其特征值异号则奇点（０，０）
为鞍点，奇点（０，０）不可能为中心．

３　非线性系统的奇点类型

由Ｐｅｒｒｏｎ第一定理［１４］知：

性质５　如果方程（５）中函数，φ满足

（ａ１，ａ２）＝ｏ（ｒ），φ（ａ１，ａ２）＝ｏ（ｒ），

ｒ＝ （ａ１）２＋（ａ２）[ ]２
１
２ （１９）

且在（０，０）邻域内存在连续一阶偏导数，若方程
（６）中（０，０）点为（６）的结点或鞍点，则（０，０）点也
是非线性方程（５）的同类奇点．

４　算例

例１　二阶自治广义Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统
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２，Ｒ２＝０，
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１）４，

Λ１＝－ａ
１＋（ａ１）３，Λ２＝ａ

２，

试判断点（０，０）的奇点类型．
由（４）得该系统的微分方程

ａ１＝ａ２

ａ２＝ａ１－（ａ１）{ ３
（２０）

显然点（０，０）为系统（１６）的奇点．要判定（０，０）的
奇点类型，首先判断（０，０）为其线性化系统的何种
奇点．由（６）得到系统（１６）的线性化系统为：

ａ１＝ａ２

ａ２＝ａ{ １
（２１）

明显方程（２１）满足条件（１１），则（２１）是梯度系
统．方程（２１）的特征方程是

λ －１
－１ λ

＝０ （２２）

可得特征值为±１，是异号实根，则由性质４得对
于线性化系统（２１）其奇点（０，０）是鞍点．下面考
虑带有高次项的非线性系统．对于系统（２０）其高

次项φ（ａ１，ａ２）＝－（ａ１）３满足性质５的条件，则

奇点（０，０）也是系统（２０）的鞍点．

５　结论

梯度系统的性质不但可以用来研究力学系统

解的稳定性及系统的积分，而且可以用来研究力

学系统奇点的类型．本文给出了二阶自治广义
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统奇点类型判定的梯度方法，如果二阶
自治广义 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的线性系统能成为梯度系
统，那么相应的非线性系统的奇点可能是结点或者

鞍点．最后说明本文结论对于二阶自治Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统也成立．
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Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１３，３５（５）：６３８～６４３（ｉｎ

Ｃｈｉｎｅｓｅ））

８　ＨｉｒｓｃｈＭＷ，ＳｍａｌｅＳ，ＤｅｖａｎｅｙＲＬ．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａ
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Ｓｉｎｇａｐｏｒｅ：Ｅｌｓｅｖｉｅｒ，２００８

９　ＭｃＬａｃｈｌａｎＲＩ，ＱｕｉｓｐｅｌＧＲＷ，ＲｏｂｉｄｏｕｘＮ．Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ
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ｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＲｏｙａｌＳｏｃｉｅｔｙＡ，１９９９，３５７（１７５４）：１０２１～

１０４５

１０ 梅凤翔．分析力学（下卷）．北京：北京理工大学出版社，

２０１３（ＭｅｉＦＸ．ＡｎａｌｙｔｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｃｓⅡ．Ｂｅｉｊｉｎｇ：Ｂｅｉｊｉｎｇ

ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙＰｒｅｓｓ，２０１３（ｉｎＣｈｉｎｅｓｅ））
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２０１３，７３（１－２）：５７９～５８２

１２梅凤翔．关于斜梯度系统．力学与实践，２０１３，３５（５）：７９

～８１（ＭｅｉＦＸ．Ｏｎｔｈｅｓｋｅｗｇｒａｄｉｅｎｔｓｙｓｔｅｍ．Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ
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１４马知恩，周义仓．常微分方程定性与稳定性方法．北京：

科学出版社，２００１（ＭａＺＥ，ＺｈｏｕＹＣ．Ｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒ
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