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摘要　利用辅助方程的几种结论，构造了广义ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的多种无穷序列新解．步骤一，利用函数

变换与首次积分，给出了辅助方程的新解、Ｂｃｋｌｕｎｄ变换和解的非线性叠加公式．步骤二，通过函数变换，将

广义ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的求解问题转化为非线性常微分方程的求解问题．步骤三，利用符号计算系统

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ与辅助方程的几种结论，构造了广义ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的多种无穷序列新解．

关键词　广义ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程，　辅助方程，　首次积分，　无穷序列新解

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１５７７

引言

在孤立子理论中给出试探函数法、辅助方程

法、同伦映射法和 Ｂｃｋｌｕｎｄ变换法等方法，构造了
具任意次非线性项的非线性发展方程的新精确

解［１－７］．比如：文献［１］用试探函数法，构造了广义
ｍＫｄＶ方程（１）的新解．文献［２］用同伦映射法，构
造了任意次非线性项的非线性发展方程（２）的新
精确解

ｕｔ＋αｕγｕｘ＋βｕｘｘｘ＝０， （１）

ｕｔｔ－ｕｘｘ－ｐｕ＋ｑｕ
３＋ｒｕ２ｎ＋１＝０． （２）

这里α，β，γ是任意非零常数，ｐ，ｑ，ｒ非负常数，ｎ是
非零任意常数．

文献［３－６］用辅助方程法与 Ｂｃｋｌｕｎｄ变换
法，构造了广义 ＢＢＭ 方程和广义 Ｚａｋｈａｒｏｖ
Ｋｕｚｅｎｔｓｏｖ方程的新精确解

ｕｔ＋αｕｘ＋βｕ
ｐｕｘ＋γｕ

２ｐｕｘ－δｕｘｘｔ＝０ （３）

ｕｔ＋βｕ
２ｐｕｘ＋δｕｘｘｘ＋ｓｕｘｙｙ＝０ （４）

ｕｔ＋αｕ
ｐｕｘ＋βｕ

２ｐｕｘ＋γｕｘｙ＋δｕｘｘｘ＋ρｕｘｙｙ＝０（５）
这里α，β，γ，ｓ，δ，ρ是常数，ｐ是非零常数．

文献［７］用试探函数法，构造了广义 Ｆｉｔｚｈｕｇｈ
Ｎａｇｕｍｏ方程（６）的指数函数型新解

ｕｔ＝ｖｕｘｘ＋ｋｕ（１－ｕ
ｐ）（ｕｐ－ｒ）　（０≤ｒ≤１２） （６）

这里ｖ，ｋ和ｐ是任意非零常数．
本文用一种辅助方程的几种结论，构造了广义

ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的多种无穷序列新解．步骤
一，利用函数变换与首次积分，给出了辅助方程的

新解、Ｂｃｋｌｕｎｄ变换和解的非线性叠加公式．步骤
二，通过函数变换，将广义 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的
求解问题转化为非线性常微分方程的求解问题．步
骤三，利用符号计算系统 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ与辅助方程
的几种结论，构造了广义 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的
由双曲函数、Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数、Ｒｉｅｍａｎｎθ函数、三角
函数和有理函数组成的多种无穷序列新解．这些解
包括了光孤立子解、尖锋孤立子解和紧孤立子解．

１　辅助方程的几种结论

下面给出辅助方程的几种新结论，并构造广义

ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的多种无穷序列新解
ａＧ″（ξ）Ｇ（ξ）＋ｂ（Ｇ′（ξ））２＋ｃＧ２（ξ）＝０ （７）

其中ａ，ｂ，ｃ是常数．
１．１　辅助方程与首次积分

通过函数变换，可以把二阶非线性常微分方程

（７）转化为一阶常微分方程组
ｄＧ
ｄξ
＝ｙ

ｄｙ
ｄξ
＝－１ａＧ（ｂｙ

２＋ｃＧ２{ ）

（８）



动　力　学　与　控　制　学　报 ２０１６年第１４卷

通过函数变换（９），把一阶常微分方程组（８）
转化为一阶常微分方程组（８）

ｄτ＝ １
ａＧ（ξ）

ｄξ （９）

ｄＧ
ｄτ
＝ａｙＧ，

ｄｙ
ｄτ
＝－ｂｙ２－ｃＧ{ ２

（１０）

经计算获得了一阶常微分方程组（１０）的如下
首次积分

ｙ２＝ｍＧ－
２ｂ
ａ － ｃ
ａ＋ｂＧ

２ （１１）

这里ｍ是任意常数．
把（１１）式代入常微分方程组（１０）的第一方程

后得到下列常微分方程

Ｇ′＝ｄＧｄτ
＝±ａｍＧ２－

２ｂ
ａ － ｃ
ａ＋ｂＧ( )４

１
２

（１２）

１．２　辅助方程的解与Ｂｃｋｌｕｎｄ变换
下面在三种情况下，获得了辅助方程（１２）的

新结论．
情况１．当ｂ＝０时，方程（１２），通过下列变换，转化
为Ｒｉｃｃａｔｉ方程（１４）

Ｇ（τ）＝ａ
２ｍ－ｚ２（τ）
２槡－ａｃｚ（τ）

　（ａｃ＜０） （１３）

ｚ′（τ）＝ｄｚ（τ）ｄτ
＝１２ε（ｚ

２（τ）－ａ２ｍ）　（ε＝±１）

（１４）
情况２．Ｒｉｃｃａｔｉ方程（１５）的解

Ｚ′（τ）＝ｄＺ（τ）ｄτ
＝α０Ｚ

２（τ）＋β０ （１５）

经计算获得了Ｒｉｃｃａｔｉ方程（１５）的下列解

Ｚ（τ）＝－１α０
－β０α槡 ０ｔａｎｈ（ －β０α槡 ０τ）（β０α０＜０）；

（１６）

Ｚ（τ）＝－１α０
－α０β槡 ０ｃｏｔｈ（ －α０β槡 ０τ）（α０β０＜０）；

（１７）

Ｚ（τ）＝１α０
α０β槡 ０ｔａｎ（α０β槡 ０τ）（α０β０＞０）；

（１８）

Ｚ（τ）＝－１α０
α０β槡 ０ｃｏｔ（α０β槡 ０τ）（α０β０＞０）；

（１９）

Ｚ（τ）＝ β０（ｄ１ｅｘｐ（ －４α０β槡 ０τ）＋ｄ２）

－α０β槡 ０（ｄ１ｅｘｐ（ －４α０β槡 ０τ）＋ｄ２）－ｄ２ －４α０β槡 ０

　　 （α０β０＜０）； （２０）

Ｚ（τ）＝ β０ ｄ１ｃｏｓ（ α０β槡 ０τ）＋ｄ２ｓｉｎ（ α０β槡 ０τ[ ]）
α０β槡 ０ ｄ２ｃｏｓ（ α０β槡 ０τ）－ｄ１ｓｉｎ（ α０β槡 ０τ[ ]）

　　（α０β０＞０）； （２１）

Ｚ（τ）＝－ １
ｄ１＋α０τ

（β０＝０） （２２）

这里ｄ１，ｄ２是任意常数．
情况３．Ｒｉｃｃａｔｉ方程（１５）的Ｂｃｋｌｕｎｄ变换．

若Ｚ（τ）是Ｒｉｃｃａｔｉ方程（１５）的非常数解，则下
列Ｚ（τ）也是Ｒｉｃｃａｔｉ方程（１５）的解

Ｚ（τ）＝
－β０Ｂ＋（２α０Ａ－２β０Ｃ）Ｚ（τ）＋Ｂα０Ｚ２（τ） Ｂ２－４（Ｃ＋α０ｄ）（Ａ＋β０ｄ槡 ）Ｚ′（τ）

２α０ Ａ＋β０ｄ＋ Ｂ＋（Ｃ＋α０ｄ）Ｚ（τ[ ]）Ｚ（τ[ ]）

（２３）
这里Ａ，Ｂ，Ｃ，ｄ是不全为零的任意常数．
情况４．当ｂ＝０时，方程（１２）存在如下解

Ｇ（τ）＝－
２ ａ２槡 ｍｅｘｐ ａ２槡 ｍ( )τ
ａｃ＋ｅｘｐ２ ａ２槡 ｍ( )τ

（ｍ＞０）

（２４）
情况５．当ｂ＝０时，若Ｇ（τ）是辅助方程（１２）的非
常数解，则下列Ｇ（τ）也是辅助方程（１２）的解

Ｇ（τ）＝

　 ｓ（ｆ ｓ２＋ａ２ｈ２槡 ｍＧ（τ）＋ｓｈＧ２（τ）＋ｆｈＧ′（τ））
－ｓ２ｆ＋ｈ（±ｓ ｓ２＋ａ２ｈ２槡 ｍＧ（τ）－ａｃｆｈＧ２（τ）＋ｓｈＧ′（τ））

（２５）
这里ｆ，ｈ，ｓ是不全为零的任意常数．
情况６．当 ｂ＝ａ时，若 Ｇ（τ）是第二种辅助方程
（１２）的解，则下列Ｇ（τ）也是第二种辅助方程（１２）
的解

Ｇ（τ）＝

槡２ｉａ
２ｍ

槡－ａｃ
－ ａ２槡 ｍＧ２（τ）

ａ２槡 ｍ－ｉ －ａｃ
槡２

Ｇ２（τ











）

１
２

　（ａｃ＞０）

（２６）

Ｇ（τ）＝
ａ２ｍ－ －ａ３ｍｃ
槡 ２ ｉＧ２（τ）

－ａ３ｍｃ
槡 ２ ｉ＋ａｃ２Ｇ

２（τ











）

１
２

　（ａｃ＞０）．

（２７）
情况７．当ｂ＝ａ时，方程（１２）存在如下Ｊａｃｏｂｉ椭圆
函数解

当ｍ＝１
２ａ２
，ａｃ＝１时，

６８３
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Ｇ（τ）＝ｃｎ（τ，ｋ）； （２８）

Ｇ（τ）＝
ｃｎ（τ，ｋ） （４ｑ－２）Ｋ（ｋ）≤τ≤（４ｑ＋２）Ｋ（ｋ）（ｑ∈Ｚ）

－１ 其他{ ；

（２９）

Ｇ（τ）＝
ｃｎ（τ，ｋ） ４ｑＫ（ｋ）≤τ≤（４ｑ＋４）Ｋ（ｋ）（ｑ∈Ｚ）

１ 其他{ ；
（３０）

Ｇ（τ）＝
１ τ＜４ｑＫ（ｋ）

ｃｎ（τ，ｋ） ４ｑＫ（ｋ）≤τ≤（４ｑ＋２）Ｋ（ｋ）（ｑ∈Ｚ）

－１ τ＞（４ｑ＋２）Ｋ（ｋ）
{

．

（３１）

当ｍ＝１
ａ２
，ａｃ＝１２时，

Ｇ（τ）＝ｓｎ（τ，ｋ）ｄｎ（τ，ｋ）
＝ｓｄ（τ，ｋ） （３２）

其中Ｋ（ｋ）＝∫
π
２

０

１
１－ｋ２ｓｉｎ２槡 φ

ｄφ

＝∫
１

０

１
（１－ｘ２）（１－ｋ２ｘ２槡 ）

ｄｘ，ｋ＝槡２２．

情况８．当ｂ＝ａ时，方程（１２）存在如下Ｒｉｅｍａｎｎθ函
数解［８］

当ａ２ｍ＝θ２４（０）θ
２
２（０），ａｃ＝２θ

２
４（０）θ

２
２（０），θ

４
４（０）

＝θ４２（０）时，

Ｇ（τ）＝
θ１（τ）
θ３（τ）

． （３３）

当ａ２ｍ＝－θ２４（０）θ
２
２（０），ａｃ＝－２θ

２
４（０）θ

２
２

（０），θ４４（０）＝θ
４
２（０）时，

Ｇ（τ）＝
θ２（τ）
θ４（τ）

． （３４）

这里θ
ε

ε( ) （ｚ，τ）＝∑ ＋∞

ｎ＝－∞ [ｅｘｐ ｎ＋ε( )２·

πｉτｎ＋ε( )２ ＋２ｚ＋ε
( )( ) ]２

，
ε

ε( ) 是二维向量，
ｎ为整数．另外，θ１（ｚ）＝θ( )１１ ｚ；( )τ，θ２（ｚ）＝

θ( )１０ ｚ；( )τ，θ３（ｚ）＝θ( )００ ｚ；( )τ，θ４（ｚ）＝θ( )０１（ｚ；
τ）．
情况９．当 ａ＝－２ｂ时，方程（１２）通过下列变换
（３５），转化为Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３６）

Ｇ（τ）＝ Ｕ２（τ）
ａ２ｍ－２ －２槡 ａｃＵ（τ）

　（ａｃ＜０） （３５）

Ｕ′＝ｄＵｄτ
＝±１２Ｕ

２（τ） （３６）

情况１０．Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３６）的Ｂｃｋｌｕｎｄ变换．

若Ｕ（τ）是Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３６）的解，则 Ｕ（τ）也
是Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３６）的解

Ｕ（τ）＝２ＰＵ（τ）＋（Ｑ Ｑ２－４槡 ＰＳ）Ｕ２（τ）
２Ｐ＋ＱＵ（τ）＋ＳＵ２（τ[ ]）

（３７）
其中Ｐ，Ｑ，Ｓ是不全为零的任意常数．
情况１１．Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３６）的解

Ｕ（τ）＝－ ２
２ｄ１±τ

（３８）

这里ｄ１是任意常数．
１．３　辅助方程与Ｒｉｃｃａｔｉ方程的Ｂｃｋｌｕｎｄ变换

辅助方程（７）通过函数变换（３９），转化为
Ｒｉｃｃａｔｉ方程（４０）

Ｇ（ξ）＝ｅｘｐ（∫Ｖ（ξ）ｄξ） （３９）

ａＶ′（ξ）＋（ａ＋ｂ）Ｖ２（ξ）＋ｃ＝０． （４０）
根据文献［９］～［１１］中给出的有关结论，可以

获得Ｒｉｃｃａｔｉ方程（４０）的解、Ｂｃｋｌｕｎｄ变换和解的
非线性叠加公式（未列出）．因而，通过函数变换
（３９），获得辅助方程（７）的无穷序列解．

２　广义 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的多种无穷
序列新解

下面用辅助方程的几种结论，构造广义

ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的由 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数和
Ｒｉｅｍａｎｎθ函数等函数构成的多种无穷序列新解．

将ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ），ξ＝μｘ＋ωｔ（这里 μ和 ω是
待定常数），代入广义 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程（６）后
得到下列非线性常微分方程

ωｕ′（ξ）＝ｖμ２ｕ″（ξ）＋ｋ（１－ｕｐ（ξ））（ｕｐ（ξ）－ｒ）ｕ（ξ）
（４１）

在非线性常微分方程（４１）中进行如下函数变
换（４２）后得到非线性常微分方程（４３）．

ｕ（ξ）＝ｗ
１
ｐ（ξ）， （４２）

－ｋｐ２（－１＋ｗ（ξ））（－ｒ＋ｗ（ξ））ｗ２（ξ）－
　（－１＋ｐ）μ２ｖ（ｗ′（ξ））２＋（－ｐωｗ′（ξ）＋
　ｐμ２ｖｗ″（ξ））ｗ（ξ）＝０ （４３）
选择非线性常微分方程（４３）的如下形式解，

构造广义ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程（６）的新解

ｗ（ξ）＝ｇ０＋
ｇ１Ｇ（ξ）
Ｇ′（ξ）

＋
ｇ２Ｇ′（ξ）
Ｇ（ξ）

（４４）

这里ｇ０，ｇ１和ｇ２是待定常数．

７８３
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将形式解（４４）与辅助方程（７）一起代入非线
性常微分方程（４３），并令Ｇｊ（ξ）（Ｇ′（ξ））ｉ（ｉ＝０，１，
２，３，…，７，８；ｊ＋ｉ＝８）的系数为零后得到一个 ｇ０，
ｇ１，ｇ２，ａ，ｂ，ｃ，μ，ω为未知量的非线性代数方程组
（未列出）．利用符号计算系统 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ求出该
方程组的如下解

ｇ０＝
１
２，ｇ１＝

槡ｃ
２槡－ａ－ｂ

，ｇ２＝０，

ｖ＝－ ａ２ｋｐ２

４（ａ＋ｂ）ｃ（１＋ｐ）μ２
，

ω＝ ａｋｐ（－１＋ｒ＋ｐｒ）
２（１＋ｐ） －ｃ（ａ＋ｂ槡 ）

； （４５）

ｇ０＝
ｒ
２，ｇ１＝

槡ｃｒ
２槡－ａ－ｂ

，ｇ２＝０，

ｖ＝－ ａ２ｋｐ２ｒ２

４（ａ＋ｂ）ｃ（１＋ｐ）μ２
，

ω＝ ａｋｐ（１－ｒ＋ｐ）ｒ
２（１＋ｐ） －ｃ（ａ＋ｂ槡 ）

； （４６）

ｇ０＝
１
２，ｇ１＝

槡ｃ
４槡－ａ－ｂ

，ｇ２＝槡
－ａ－ｂ
４槡ｃ

，

ｖ＝－ ａ２ｋｐ２

１６（ａ＋ｂ）ｃ（１＋ｐ）μ２
，

ω＝ ａｋｐ（－１＋ｒ＋ｒｐ）
４（１＋ｐ） －ｃ（ａ＋ｂ槡 ）

； （４７）

ｇ０＝
１
２，ｇ１＝０，ｇ２＝

槡－ａ－ｂ
２槡ｃ

，

ｋ＝－４（ａ＋ｂ）ｃ（１＋ｐ）ｖμ
２

ａ２ｐ２
，

ω＝２ －（ａ＋ｂ）槡 ｃ（－１＋ｒ＋ｐｒ）ｖμ２
ａｐ ； （４８）

ｇ０＝
ｒ
２，ｇ１＝

槡ｃｒ
４槡－ａ－ｂ

，ｇ２＝槡
－ａ－ｂｒ
４槡ｃ

，

ｖ＝－ ａ２ｋｐ２ｒ２

１６（ａ＋ｂ）ｃ（１＋ｐ）μ２
，

ω＝ ａｋｐ（１－ｒ＋ｐ）ｒ
４（１＋ｐ） －ｃ（ａ＋ｂ槡 ）

； （４９）

ｇ０＝
ｒ
２，ｇ１＝０，ｇ２＝

槡ａ＋ｂｒｉ
２槡ｃ

，

ｋ＝－４（ａ＋ｂ）ｃ（１＋ｐ）ｖμ
２

ａ２ｐ２ｒ２
，

ω＝２ （ａ＋ｂ）槡 ｃｉ（１－ｒ＋ｐ）ｖμ２
ａｐｒ ． （５０）

在（４５）～（５０）中（ａ＋ｂ）ｃ＜０．
将代数方程组的解（４５）～（５０）分别与形式解

（４４）一起代入（４２）式后获得 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方
程（６）的如下形式解

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝ １
２

槡ｃＧ（ξ）
２槡－ａ－ｂＧ′（ξ[ ]）

１
ｐ

（５１）

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝ ｒ
２

槡ｃＧ（ξ）
２槡－ａ－ｂＧ′（ξ[ ]）

１
ｐ

（５２）

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝

　４－
１
ｐ ２＋－ｃＧ

２（ξ）±（ａ＋ｂ）（Ｇ′（ξ））２

－（ａ＋ｂ）槡 ｃＧ（ξ）Ｇ′（ξ[ ]）

１
ｐ

（５３）

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝ １
２
槡－ａ－ｂＧ′（ξ）
２槡ｃＧ（ξ[ ]）

１
ｐ

（５４）

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝

　４－
１
ｐ ｒ（２＋－ｃＧ

２（ξ）±（ａ＋ｂ）（Ｇ′（ξ））２

－（ａ＋ｂ）槡 ｃＧ（ξ）Ｇ′（ξ）[ ]）
１
ｐ

（５５）

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ξ）＝ ｒ
２
槡ａ＋ｂｒｉＧ′（ξ）
２槡ｃＧ（ξ[ ]）

１
ｐ

（５６）

２．１　无穷序列光滑孤立子新解
根据文献［９］～［１１］中给出的有关结论，可以

获得Ｒｉｃｃａｔｉ方程（４０）的解、Ｂｃｋｌｕｎｄ变换和解的
非线性叠加公式（未列出）．利用这些结论与关系
式（３９）和（４０），构造 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的无穷
序列新解．这里包括双曲函数、三角函数和有理函
数组成的光滑孤立子解．比如：通过下列叠加公式，
可以获得双曲函数无穷序列新解

　

ｕｎ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）＝４
－１
ｐ ２＋

－ｃＧ２ｎ（ξ）±（ａ＋ｂ）（Ｇ′ｎ（ξ））２

－（ａ＋ｂ）槡 ｃＧｎ（ξ）Ｇ′ｎ（ξ[ ]）

１
ｐ

（（ａ＋ｂ）ｃ＜０），

ｄξ＝ａＧｎ（ξ）ｄτ，Ｇｎ（τ）＝ｅｘｐ（∫Ｖｎ（τ）ｄτ），

Ｖｎ（τ）＝
－β０Ｂ＋（２α０Ａ－２β０Ｃ）Ｖｎ－１（τ）＋Ｂα０Ｖ２ｎ－１（τ） Ｂ２－４（Ｃ＋α０ｄ）（Ａ＋β０ｄ槡 ）Ｖ′ｎ－１（τ）

２α０ Ａ＋β０ｄ＋ Ｂ＋（Ｃ＋α０ｄ）Ｖｎ－１（τ[ ]）Ｖｎ－１（τ[ ]）
，

Ｖ０（τ）＝－
１
α０

－β０α槡 ０ｔａｎｈ（ －β０α槡 ０τ）　（β０α０＜０）；

α０＝－
ａ＋ｂ
ａ，

β０＝－
ｃ
ａ　（ｎ＝１，２，３，…）

















．

（５７）
这里Ａ，Ｂ，Ｃ，ｄ是不全为零的任意常数．
２．２　无穷序列类孤子新解

当ｂ＝０，ｂ＝ａ和ａ＝－２ｂ时，通过形式解（５１）
～（５６），获得 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的 Ｒｉｅｍａｎｎθ
函数型、Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数型、双曲函数型、三角函数
型和有理函数型无穷序列新解．下面用形式解
（５５），构造无穷序列类孤子新解．
情形１．当 ｂ＝０时，通过下列叠加公式，构造双曲

８８３
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函数型无穷序列类孤子新解

ｕｎ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）＝４－
１
ｐ ｒ（２＋

－ｃＧ２ｎ（ξ）±ａ（Ｇ′ｎ（ξ））２

槡－ａｃＧｎ（ξ）Ｇ′ｎ（ξ）[ ]）
１
ｐ

（ａｃ＜０），

ｄξ＝ａＧｎ（ξ）ｄτ，Ｇｎ（τ）＝
ａ２ｍ－ｚ２ｎ（τ）
２槡－ａｃｚｎ（τ）

　（ａｃ＜０），

ｚｎ（τ）＝
－β０Ｂ＋（２α０Ａ－２β０Ｃ）ｚｎ－１（τ）＋Ｂα０ｚ２ｎ－１（τ） Ｂ２－４（Ｃ＋α０ｄ）（Ａ＋β０ｄ槡 ）ｚ′ｎ－１（τ）

２α０ Ａ＋β０ｄ＋ Ｂ＋（Ｃ＋α０ｄ）ｚｎ－１（τ[ ]）ｚｎ－１（τ[ ]）
，

ｚ０（τ）＝－
１
α０

－β０α槡 ０ｔａｎｈ（ －β０α槡 ０τ）　（β０α０＜０），

α０＝
１
２，

β０＝－
１
２ａ

２ｍ　（ｎ＝１，２，３，…）

















．

（５８）
这里Ａ，Ｂ，Ｃ，ｄ是不全为零的任意常数．
情形２．通过下列叠加公式，构造 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ
方程的指数函数型无穷序列尖锋孤立子新解

ｕｎ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）＝４
－１
ｐ ｒ ２＋

－ｃＧ２ｎ（ξ）±ａ（Ｇ′ｎ（ξ））２

槡－ａｃＧｎ（ξ）Ｇ′ｎ（ξ( )[ ]）

１
ｐ

　（ａｃ＜０），

Ｇｎ（τ）＝
ｓ ｆ ｓ２＋ａ２ｈ２槡 ｍＧｎ－１（τ）＋ｓｈＧ２ｎ－１（τ）＋ｆｈＧ′ｎ－１（τ( )）

－ｓ２ｆ＋ｈ ±ｓ ｓ２＋ａ２ｈ２槡 ｍＧｎ－１（τ）－ａｃｆｈＧ２ｎ－１（τ）＋ｓｈＧ′ｎ－１（τ( )）
　（ｎ＝１，２，３，…），

ｄξ＝ａＧｎ（ξ）ｄτ，

Ｇ０（τ）＝－
２ ａ２槡 ｍｅｘｐ ａ２槡 ｍ( )τ
ａｃ＋ｅｘｐ ２ ａ２槡 ｍ( )τ

　（ｍ＞０）













．

（５９）
这里ｆ，ｓ，ｈ是不全为零的任意常数．
情形 ３．当 ｂ＝ａ时，通过下列叠加公式，构造
ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的 Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数型无穷序
列新解

ｕｎ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）＝４
－１
ｐ ｒ（２＋

－ｃＧ２ｎ（ξ）±（ａ＋ｂ）（Ｇ′ｎ（ξ））２

－（ａ＋ｂ）槡 ｃＧｎ（ξ）Ｇ′ｎ（ξ）[ ]）
１
ｐ

　（δβｐ（－４＋ｐ）＜０），

Ｇｎ（τ）＝

槡２ｉａ２ｍ

槡－ａｃ
－ ａ２槡 ｍＧ２ｎ－１（τ）

ａ２槡 ｍ－ｉ －ａｃ
槡２Ｇ

２
ｎ－１（τ







）

１
２

　（ａｃ＞０，ｎ＝１，２，３，…），

Ｇ０（τ）＝

１， τ＜４ｑＫ（ｋ）

ｃｎ（τ，ｋ） ４ｑＫ（ｋ）≤τ≤（４ｑ＋２）Ｋ（ｋ）（ｑ∈Ｚ）

－１ τ＞（４ｑ＋２）Ｋ（ｋ
{

），

ｄξ＝ａＧｎ（ξ）ｄτ，ｍ＝
１
２ａ２
，ａｃ＝１，ｋ＝槡２２

















．

（６０）
情形４．当 ｂ＝ａ时，通过下列叠加公式，构造
ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的Ｒｉｅｍａｎｎθ函数型无穷序列
新解

ｕｎ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）＝４
－１
ｐ ｒ ２＋

－ｃＧ２ｎ（ξ）±（ａ＋ｂ）（Ｇ′ｎ（ξ））２

－（ａ＋ｂ）槡 ｃＧｎ（ξ）Ｇ′ｎ（ξ( )[ ]）

１
ｐ

　（δβｐ（－４＋ｐ）＜０），

Ｇｎ（τ）＝

槡２ｉａ２ｍ

槡－ａｃ
－ ａ２槡 ｍＧ２ｎ－１（τ）

ａ２槡 ｍ－ｉ －ａｃ
槡２Ｇ

２
ｎ－１（τ







）

１
２

　（ａｃ＞０，ｎ＝１，２，３，…），

ｄξ＝ａＧｎ（ξ）ｄτ，

Ｇ０（τ）＝
θ１（τ）
θ３（τ）

，ａ２ｍ＝θ２４（０）θ２２（０），ａｃ＝２θ２４（０）θ２２（０），θ４４（０）＝θ４２（０）















．

（６１）
情形５．当 ａ＝－２ｂ时，通过下列叠加公式，构造
ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ方程的有理函数型无穷序列新解

ｕｎ（ｘ，ｔ）＝ｕｎ（ξ）＝４
－１
ｐ ｒ ２＋

－ｃＧ２ｎ（ξ）±（ａ＋ｂ）（Ｇ′ｎ（ξ））２

－（ａ＋ｂ）槡 ｃＧｎ（ξ）Ｇ′ｎ（ξ( )[ ]）

１
ｐ

　（ｂｃ＞０），

Ｇｎ（τ）＝
Ｕ２ｎ（τ）

ａ２ｍ－２ －２槡 ａｃＵｎ（τ）
　（ａｃ＜０），

Ｕｎ（τ）＝
２ＰＵｎ－１（τ）＋（Ｑ Ｑ２－４槡 ＰＳ）Ｕ２ｎ－１（τ）
２ Ｐ＋ＱＵｎ－１（τ）＋ＳＵ２ｎ－１（τ[ ]）

　（ｎ＝１，２，３，…），

ｄξ＝ａＧｎ（ξ）ｄτ，Ｕ０（τ）＝－
２

２ｄ１±τ













．

（６２）
其中Ｐ，Ｑ，Ｓ是不全为零的任意常数，ｄ１是任意常
数．

３　结论

文献［１］～［７］用辅助方程法和试探函数法，
获得了具任意次非线性项发展方程的由双曲函数、

三角函数和有理函数组成的有限多个新解．本文在
辅助方程法［３－１５］的基础上，给出二阶非线性常微

分方程的相关结论，构造了广义 ＦｉｔｚｈｕｇｈＮａｇｕｍｏ
方程的由双曲函数、Ｊａｃｏｂｉ椭圆函数、Ｒｉｅｍａｎｎθ函
数、三角函数和有理函数组成的多种无穷序列新

解．这些解包括了光孤立子解、尖锋孤立子解和紧
孤立子解．
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