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铰支柔性梁主参数共振的时滞反馈控制
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摘要　研究了时滞反馈控制作用下铰支柔性梁主参数共振问题．采用多尺度法，从理论上推导了时滞位移

反馈控制作用下铰支柔性梁非线性主参数共振，分析了时滞、反馈控制增益，非线性系数等系统参数对系统

非线性主参数振动的影响，分析了主参数动力响应随参数变化的规律．结果表明：随着反馈增益的增大，系

统响应幅值得到明显抑制，合理地控制系统参数选取可提高振动控制的效率．

关键词　时滞反馈，　主参数共振，　柔性梁，　振动控制，　稳定性

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６１０

引言

动力系统在本质上是非线性或趋于在一定条

件下的非线性，源于非线性项的影响，系统存在极

限环、跳跃现象，分岔及混沌等．在实际工程中，柔
性梁的非线性动力学及分岔研究、横向激励作用下

柔性梁的大幅振动控制是重要研究内容之一，采用

时滞反馈控制技术也引起了广泛关注．
Ｈｅｇａｚｙ［１］采用三次非线性策略对单模态柔性

梁进行振动控制．冯志宏和霍睿［２］基于加速度时滞

闭环反馈控制策略，研究了压电耦合悬臂梁的时滞

反馈控制及稳定性．陈龙祥和蔡国平［３］对旋转运动

柔性梁的时滞主动控制开展了实验研究，得到控制

系统中的时滞也有可利用的价值．赵艳影和徐鉴［４］

研究了时滞非线性动力吸振器的减振机理，通过调

节反馈增益系数和时滞来实现主系统的减振．
Ｄａｑａｑ等［５］采用时滞加速度反馈控制研究了压电

耦合悬臂梁的非线性振动．刘铭等［６］对中立型时滞

反馈扭转控制系统的稳定性进行了分析．贾雁兵，
等［７］研究了异质性和时滞作用下神经元网络的共

振动力学．王在华和胡海岩［８］对时滞系统研究进展

作了系统的综述．
本文研究了时滞反馈控制对铰支－铰支柔性梁

非线性动力响应的影响．运动方程具有平方阻尼、三
次和五次非线性及参数激励项．采用多尺度法求解

该非线性方程．该系统采用线性时滞位移反馈控制，
以幅频响应曲线和时程曲线反映其控制效果，分析

了不同控制参数对系统主参数振动的影响．

１　振动控制模型

图１给出了轴向激励作用下长度为 ｌ的两端
铰支柔性梁的物理模型．轴向激励作用下铰支梁的
横向位移ｗ（ｘ，ｔ）的运动微分方程表示如下［９］：

ｍｗ̈＋ｃｗ＋ＥＩｗ″″＋（ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩｔ）ｗ＋

　３２（ｐ０－ｐ１ｃｏｓΩｔ）（ｗ′）
２ｗ″＋ＥＩ×

　［２７２ｗ′
２ｗ″３－３ｗ″３－３ｗ′２ｗ″″＋９４ｗ′

４ｗ″″］＝ｆ（ｔ）

（１）
其中：一撇表示对ｘ求导，ｍ表示梁的线重，Ｅ是弹
性模量，Ｉ为惯性矩，ｃ是阻尼系数．边界条件如下：

ｗ＝０，
２ｗ
ｘ２
＝０，ｘ＝０，

ｗ＝０，
２ｗ
ｘ２
＝０，ｘ＝ｌ． （２）

运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对位移函数 ｗ（ｘ，ｔ）进行展
开：

ｗ（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｉ＝１
ｑｉ（ｔ）φｉ（ｘ） （３）

其中：ｑｉ（ｔ）为振动函数，φｉ（ｘ）＝ｓｉｎ
ｉπｘ
ｌ为第 ｉ阶振
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型函数．将方程（３）代入方程（１），通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
方法积分，并无量纲化可得：

ｑ̈ｎ＋ω
２
ｎｑｎ（ｔ）＋ε（μ１ｑｎ＋μ２ ｑｎ ｑｎ＋ｆ１ｑｎｃｏｓΩｔ＋

　ｆ２ｑｎ
３ｃｏｓΩｔ－α１ｑｎ

３－α２ｑｎ
５）＝Ｔｎ （４）

其中：一点为对时间 ｔ求导，ωｎ＝ π
４－
ｐ０ｌ

２π２

槡 ＥＩ为自

振频率，μ１＝ｃｌ
２ ｍ
槡ＥＩ

为粘性阻尼系数，μ２为空气阻

尼系数，α１＝
ｐ０
２ＥＩ＋

π２

ｌ( )２ ｒ４π４ｌ２ 和 α２＝２７２０ｒπ( )ｌ
８

为固

定值，Ω是激励频率，ｆ１＝
ｐ１ｌ

２π２

ＥＩ，ｆ２＝
ｐ１ｒ

４π４

２ＥＩｌ２
，ｆ３＝

ｍｌ６Ｆ
ＥＩｒ２
，Ｔ是控制输入，本文采用时滞反馈控制，表

达式如下：

Ｔｎ＝－ｋｎｑｎ（ｔ－τ） （５）
ｋｎ为控制增益，τ为时滞．

图１　轴向激励下的铰支柔性梁的理论模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆａｈｉｎｇｅｄｈｉｎｇｅｄｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ

ｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｈａｒｍｏｎｉｃａｘｉａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

２　非线性响应：主参数共振

采用多尺度法［１０］对主参数共振进行计算．令

Ω＝２ω０＋εσ，σ＝Ο（１）．将方程（４）的解记为：
ｑｎ（ｔ）＝ｑｎ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｑｎ１（Ｔ０，Ｔ１）＋… （６）

式中Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ，同时设：
ｆ１ｑｎｃｏｓΩｔ＝ｆ１ｑｎｃｏｓ（２ω０Ｔ０＋σＴ１），

ｆ２ｑｎ
３ｃｏｓΩｔ＝ｆ２ｑｎ

３ｃｏｓ（２ω０Ｔ０＋σＴ１） （７）

将方程（６－７）代入方程（４）中，令两端的 ε０和 ε１

的系数相等，得到：

Ｄ０
２ｑｎ０＋ωｎ

２ｑｎ０＝０ （８）

Ｄ０
２ｑｎ１＋ωｎ

２ｑｎ１＝－２Ｄ０Ｄ１ｑｎ０－μ１Ｄ０ｑｎ０－

　μ２（Ｄ０ｑｎ０）Ｄ０ｑｎ０－ｆ１ｑｎ０ｃｏｓΩｔ－ｆ２ｑｎ０
３ｃｏｓΩｔ＋

　α１ｑｎ０
３＋α２ｑｎ０

５－ｋｎｑｎ０（Ｔ０－τ，Ｔ１） （９）
方程（８）的通解可以写为：

ｑｎ０＝Ａｎ（Ｔ１）ｅｘｐ（ｉω０Ｔ０）＋

　Ａｎ（Ｔ１）ｅｘｐ（－ｉω０Ｔ０） （１０）
将ｑｎ０代入方程（９）中，并把 ｃｏｓ（２ω０Ｔ０＋σＴ１）用复
数形式表示，有：

Ｄ０
２ｑｎ１＋ωｎ

２ｑｎ１＝－［ｉω０（２Ａ′ｎ＋μ１Ａｎ）＋

　１２ｆ１Ａｎ（ｅ
ｉΩＴ０＋ｅ－ｉΩＴ０）－ｋｎＡｎｅｘｐ（－ｉω０τ）］·

　ｅｘｐ（ｉω０Ｔ０）－μ２ω０
２Ａｎ

２ｅｘｐ（２ｉω０Ｔ０）－

　
ｆ２
２Ａｎ

３［ｅｘｐｉ（３ω０＋Ω）Ｔ０＋ｅｘｐｉ（３ω０－Ω）Ｔ０］－

　３２ｆ２Ａｎ
２Ａｎ［ｅｘｐｉ（ω０＋Ω）Ｔ０＋ｅｘｐｉ（ω０－Ω）Ｔ０］＋

　α１［Ａｎ
３ｅｘｐ（３ｉω０Ｔ０）＋３Ａｎ

２Ａｎｅｘｐ（ｉω０Ｔ０）］＋

　α２［Ａｎ
５ｅｘｐ（５ｉω０Ｔ０）＋５Ａｎ

４Ａｎｅｘｐ（３ｉω０Ｔ０）＋

　１０Ａｎ
３Ａｎ

２ｅｘｐ（ｉω０Ｔ０）］＋ｃｃ （１１）
其中ｃｃ代表前面各项的共轭复数．消去方程（１１）
中的久期项，有：

－ｉω０（２Ａ′ｎ＋μ１Ａｎ）－
１
２ｆ１Ａｎｅｘｐ（ｉσＴ１）－

　１２ｆ２Ａｎ
３ｅｘｐ（－ｉσＴ１）－

３
２ｆ２Ａｎ

２Ａｎｅｘｐ（ｉσＴ１）－

　ｋＡｎｅｘｐ（－ｉω０τ）＋３α１Ａｎ
２Ａｎ＋１０α２Ａｎ

３Ａｎ
２＝０

（１２）
将Ａｎ表示成极坐标形式：

Ａｎ＝
１
２ａｎｅｘｐ（ｉβｎ） （１３）

式中ａｎ和βｎ都是实函数，分离实虚部，可得：

ａ′ｎ＝－
μ１ａｎ
２ ＋

ｋｎａｎ
２ω０
ｓｉｎ（ω０τ）－（

２ｆ１ａｎ＋ｆ２ａｎ
３

８ω０
）ｓｉｎγｎ

ａｎγ′ｎ＝ａｎσ－［
３α１
１６ω０

ａｎ
３＋
５α２
３２ω０

ａｎ
５－

　
ｋｎａｎ
４ω０
ｃｏｓ（ω０τ）－（

ｆ１ａｎ＋ｆ２ａｎ
３

８ω０
）ｃｏｓγｎ］ （１４）

其中γｎ＝σＴ１－２βｎ，稳态运动的稳定性，ａ′ｎ＝γ′ｎ
＝０时存在稳态运动，这对应着方程（１４）的奇点，
亦对应着方程组

－
μ１ａｎ
２ ＋

ｋｎａｎ
２ω０
ｓｉｎ（ω０τ）＝（

２ｆ１ａｎ＋ｆ２ａｎ
３

８ω０
）ｓｉｎγｎ

ａｎσ－
３α１ａｎ

３

１６ω０
－
５α２ａｎ

５

３２ω０
＋
ｋｎａｎ
４ω０
ｃｏｓ（ω０τ）＝

　－（
ｆ１ａｎ＋ｆ２ａｎ

３

８ω０
）ｃｏｓγｎ （１５）

的解，这两个方程取平方后相加，得到：

（ａｎσ＋
３α１ａｎ

３

４ω０
＋
５α２ａｎ

５

８ω０
－
ｋｎａｎ
ω０
ｃｏｓω０τ）

２＋

５５３
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　（－μ１ａｎ＋
ｋｎａｎ
ω０
ｓｉｎω０τ）

２＝（
ｆ１ａｎ
２ω０
＋
３ｆ２ａｎ

３

８ω０
）２

（１６）
上式即主参数共振的幅频响应方程．

３　算例分析

本节主要讨论时滞、控制增益及非线性系数对

主参数振动第一阶模态响应的影响．

图２　时滞值和控制增益对幅频曲线的影响

Ｆｉｇ．２　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｔｉｍｅｄｅｌａｙｖａｌｕｅａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｇａｉｎｏｎｔｈｅ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓ

选定参数ｆ１＝０．２，ｆ２＝０．０３，ｆ３＝０．１，ｗ＝０．７，
μ１＝０．０２，α１＝０．１，α２＝０．３．图２给出了无控和有
控，不同控制增益，不同时滞值时的幅频响应曲线．
从中可以看出，施加控制之后，响应幅值得到明显

抑制，且当控制增益固定，随着时滞值的增大，控制

效果降低．同时，当固定时滞值时，控制效果随控制
增益的增大而增强．并且所有曲线呈硬弹簧特性，
有多值区域．

图３　非线性系数和时滞对幅频曲线的影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｎｄｔｉｍｅｄｅｌａｙｏｎ

ａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｓ

图３中，固定时滞值ｋ１＝０．２，得到不同非线性
参数α１的幅频曲线．随着 α１的增大，响应由硬弹
簧特性转为软弹簧特性，非线性特征发生本质改

变．当α１＞０时，响应峰值随时滞减小而增大，而当
α１＜０时，响应峰值随时滞增大而减小．

图４　τ＝π／２时，受控梁的时程曲线和相图

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅａｎｄｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｂｅａｍ

ｗｈｅｎτ＝π／２

图５　τ＝３π／４时，受控梁的时程曲线和相图

Ｆｉｇ．５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅａｎｄｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｂｅａｍ

ｗｈｅｎτ＝３π／４

图６　τ＝π时，受控梁的时程曲线和相图

Ｆｉｇ．６　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｃｕｒｖｅａｎｄｐｈａｓｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｃｏｎｔｒｏｌｌｅｄｂｅａｍ

ｗｈｅｎτ＝π

图４～图６给出了当参数激励频率Ω≈２ω０情
况下系统响应的时程曲线和相图．从图中可以看
出，随着时滞值的增大，由０．５π增大到 π，系统从
稳定运动到拟周期运动，且响应幅值显著增大．

４　小结

本文主要研究了采用时滞位移反馈控制铰支

柔性梁的主参数共振问题．利用多尺度法研究了主
参数响应，得到结论如下：铰支柔性梁的非线性动

力系统，主参数振动响应存在多值和跳跃现象；采

用时滞位移反馈控制策略，主参数响应幅值得到明

显抑制；适当的调整时滞值和控制增益，可以达到

最佳控制效果．
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