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基于时滞思想的一类非线性弹性杆结构动力行为的研究

牛丽芳　张建文　段周波
（太原理工大学数学学院，太原　０３００２４）

摘要　基于时滞思想，利用改进的Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，研究了一类非线性弹性杆方程的长时间行为．该方法将控

制方程的解投影到由其线性算子的特征函数所张成的完备空间内，并截取有限阶模态来逼近真实解，从而

将无穷维动力系统近似为有限维动力系统．根据时滞思想，构造了反映高、低阶模态关系的时滞表达式，使

得在数值模拟过程中无需通过复杂数值积分即可直接获取高阶位移分量，从而降低了系统维数，缩减了计

算量．对系统进行了数值模拟及分析，得到用较低的模态可描述系统解的最终状态．
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引言

设无穷维动力系统

ｄｕ
ｄｔ＋Ａｕ＋Ｒ（ｕ）＝０ （１）

其中Ａ在某一 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｖ上是线性、自共轭无
界算子，Ｒ是非线性算子．对给定的ｎ∈Ｎ，ＶｎＶ是

ｎ维子空间，记 Ｐｎ是从 Ｖ到 Ｖｎ的 Ｌ
２＿正交投影算

子，并记Ｑｎ＝Ｉ－Ｐｎ．记 ｐ＝Ｐｎｕ，ｑ＝Ｑｎｕ，故 ｕ＝ｐ＋
ｑ．把Ｐｎ和Ｑｎ应用到方程（１），则产生了一系列如
下形式的方程

ｄｐ
ｄｔ＋Ａｐ＋ＰｎＲ（ｐ＋ｑ）＝０ （２）

ｄｑ
ｄｔ＋Ａｐ＋ＱｎＲ（ｐ＋ｑ）＝０ （３）

事实上，传统的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法相当于在（２）中令
ｑ＝０而得到的一系列有限维的动力方程．

由于阻尼的作用，高阶屈曲模态相对于低阶屈

曲模态是衰减的．但是为了利用有限维常微分系统
来研究无穷维动力系统的长时间动力学行为，Ｆｏｉａｓ、
Ｓｅｌｌ和Ｔｅｍａｍ［１］引进了惯性流形（ＩＭ）的概念．ＩＭ认
为ｕ的大、小漩涡分量ｐ和ｑ之间存在某种相互作
用规律，即ｑ＝φ（ｐ），则ｕ＝ｐ＋φ（ｐ）．为了使这种新
方法可用于实际，Ｆｏｉａｓ，Ｍａｎｌｅｙ和 Ｔｅｍａｍ［２］又引入
了近似惯性流行（ＡＩＭ），将大尺度和小尺度运动分

别对应于谱表示中的低频和高频分量，则ＡＩＭ所讨
论的就是确定一种高频分量的近似方法，还有其它

类似例文还可参见文献［３］．换句话说，ＡＩＭ就是 ＩＭ
中ｕ的大、小漩涡分量ｐ和ｑ之间存在的那种相互
作用规律的某种近似，即ｑ≈Φ（ｐ），故高阶屈曲模态
的行为可由低阶屈曲模态的行为得到．应该注意，建
立在一种直观假定之上的近似惯性流形，即ｕ的高
阶模态连同其时间导数 ｕ都很“小”的量．仅当
ｑ（ｔ） ｐ（ｔ）， ｑ（ｔ） ｐ（ｔ）非常小时，用
ｑ＝Φ（ｐ）来逼近（３）式才能可行．否则当进行高阶、
低阶分量的取舍时，将会在精度上有很大损失．

处于这样的考虑，大家认为对大多数微分动力

系统来说，一般依赖于系统的过去．为此，ＡＤｅ
ｂｕｓｓｃｈｅ和 ＲＴｅｍａｍ［４］提出了时滞惯性流形的概
念，它说明大小涡分量间的相互关系不是一种简单

的瞬时作用，而是与涡的发展历史相关，即改变了

惯性流形和近似惯性流形方法中高、低阶分量间相

互作用为瞬时行为的隐合假定，而认为这种作用与

系统的发展历史相关的，即

ｑ＝φ（ｐ（ｔ），ｑ（ｔ－Ｔ））
　（Ｔ是一个适当的时间延迟） （４）

这种形式的ＩＭＤ对大漩涡方程的最小维数几乎没
有限制，而且可以实现对非线Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法进行改
进，在减弱其可行性条件的同时，能够保持其良好

的稳定性和收敛性．由于时滞惯性流形是一类有限
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维光滑流形，而且在一定的时间内，方程的解轨道

都会进入到它的一个小邻域里，因此研究无穷维动

力系统长时间形态具有非常重要的意义．另外，时
滞惯性流形的存在性不需要微分方程具备严格的

谱间隙条件，因此可以在更广泛的耗散方程［５－７］中

应用．
从时滞惯性流形角度，关于杆、梁、板结构的研

究到目前还很少．本文试图根据时滞惯性流形思
想，来研究如下非线性黏弹性杆方程

ｕｔｔ－Δｕ－ｒΔｕｔ－βΔｕｔｔ－φ（０）Δｕ－

　∫
∞

０
φ′（ｓ）Δｕ（ｔ－ｓ）ｄｓ＝ｆ（ｕ），ｘ∈Ω，ｔ∈Ｒ

（５）

其中方程具有齐次边界条件

ｕ
Ω
（ｘ，ｔ）＝０，

!

ｕ
Ω
（ｘ，ｔ）＝０，ｔ∈Ｒ （６）

和初始条件

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ０（ｘ），ｘ∈Ω，ｔ≤０ （７）

且Ω是Ｒ３的一个有界开集，并具有光滑边界Ω，

ｒ，β＞０是非负常数，φ（０），φ（∞）＞０，φ′（ｓ）＜０

（ｓ∈Ｒ＋），ｆ满足临界增长指数条件．２０１４年，牛

丽芳和张建文［８］研究了上述非线性演化方程的稳

定性，证明了给系统整体解存在全局吸引子．
本文在上述基础上，利用时滞惯性流形思想，

提出一种新的非线性 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，对系统（５）～
（７）进行数值模拟．具体方法是，把原始方程的解
投影到由控制方程中线性算子的特征函数所张成

的完备空间内，并构造出无限维子空间内的动力行

为与有限维子空间内的动力行为之间的耦合作用，

该耦合作用认为高低阶分量间的相互作用并不是

一种简单的瞬时行为，而是与模态发展的历史有

关．这种方法是将高阶模态用低阶模态来表示，并
引入时间滞后，即保留了计算精度，还减少了关于

时间的非线性耗散的二阶自治系统的自由度，降低

求解规模对计算机资源的要求．

１　预备知识

下面给出本章所需要的一些定义和假设条件．

设研究空间Ｈ＝Ｌ２（Ω），Ｖ＝Ｈ１０（Ω），Ｅ０＝Ｖ×Ｖ

×Ｌ２μ（Ｒ
＋，Ｈ１０）．

在对系统（５）～（７）整体弱解的研究中［８］，对

非线性项ｆ∈Ｃ０（Ｒ，Ｒ）作如下假设：

（Ｈ１）　ｌｉｍｉｎｆｓ→∞

ｆ（ｓ）
ｓ≤λ１，ｓ∈Ｒ；

（Ｈ２）　存在常数ｋ０，使得

ｆ（ｓ）≤ｋ０（１＋ ｓ
ｎ＋２
ｎ－２），ａｓｎ≥３，ｓ∈Ｒ；

ｆ（ｓ）≤ｋ０（１＋ ｓ
ｐ），１≤ｐ≤＋∞，

　　当 ｎ＝１，２　ｓ∈Ｒ；
其中ｋ０是正常数．

（Ｈ′２）　 ｆ′（ｓ）≤ｋ′０（１＋ ｓ
ｐ），ｓ∈Ｒ．

其中λ１是－Δ在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的第一特征
值．

在对系统整体弱解的研究中，记函数 Ｆ（ｕ）＝

∫
ｕ

０
ｆ（ｓ）ｄｓ．根据（Ｈ１）～（Ｈ２）、（Ｈ′２）和Ｆ的定义，一

定存在常数ｋ１，ｋ２和λ满足

ｆ（ｓ）ｓ≤λｓ２＋ｋ１，ｓ∈Ｒ， （８）
和

Ｆ（ｓ）≤λ２ｓ
２＋ｋ２，ｓ∈Ｒ， （９）

其中λ＜λ１．
为了方便，记μ（ｓ）＝－φ′（ｓ）和φ（∞）＝α，其

中α是一个正常数．记忆核μ满足如下假设：
（Ｈ３）　μ∈Ｃ

１（Ｒ＋）∩Ｌ１（Ｒ＋），μ（ｓ）≥０，

　　μ′（ｓ）≤０　ｓ∈Ｒ＋；

（Ｈ４）　∫
∞

０
μ（ｓ）ｄｓ＝ｂ＞０，ｓ∈Ｒ＋；

（Ｈ５）　μ′（ｓ）＋ｄμ（ｓ）≤０，ｓ∈Ｒ
＋，其中常

数ｄ＞０．
最后，引入Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．
引理１［８］　设（Ｈ１）～（Ｈ５）成立，ｆ∈Ｃ

０（Ｒ，
Ｒ），则系统（５）～（７）整体弱解所确定的半群
Ｓ（ｔ{ }）ｔ≥０在Ｅ０中具有全局吸引子Λ．

２　基于时滞惯性流形思想的算法

在上一节中，系统（５）～（７）的整体解在一定
条件下存在全局吸引子，即解是稳定的．因此，从理
论上保证了对系统（５）～（７）进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断的
合理性．

接下来，将利用时滞惯性流形思想对系统（５）
～（７）进行Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断、数值模拟及分析，为了方
便，需要对系统中抽象的函数取为具体函数．

在系统（５）～（７）中取Ω＝（０，１），Ｎ＝１，φ（ｓ）
＝１＋ｅ－２ｓ，ｆ（ｕ）＝０，有φ（∞）＝１，φ（０）＝２，则系

３３３
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统（１）～（３）式化为
ｕｔｔ－３Δｕ－ｒΔｕｔ－βΔｕｔｔ＋

　２∫
∞

０
ｅ－２ｓΔｕ（ｔ－ｓ）ｄｓ＝０，

　ｘ∈Ω ＝（０，１），ｔ∈Ｒ，

ｕ
Ω
（ｘ，ｔ）＝０，

!

ｕ
Ω
（ｘ，ｔ）＝０，ｔ∈Ｒ，

ｕ（ｘ，ｔ）＝ｕ０（ｘ，ｔ），ｘ∈Ω，ｔ≤















０

（１０）
记μ（ｓ）＝－φ′（ｓ），下面验证取定的这些非线

性项满足本章的假设条件（Ｈ１）～（Ｈ５）：

（Ｈ１）　μ（ｓ）＝２ｅ
－２ｓ，

显然 μ（ｓ）∈Ｃ１（Ｒ＋）∩Ｌ１（Ｒ＋），μ（ｓ）≥０，

μ′（ｓ）≤０　ｓ∈Ｒ＋；

（Ｈ２）　∫
∞

０
μ（ｓ）ｄｓ＝∫

∞

０
ｅ－ｓｄｓ＝１＞０，ｓ∈

Ｒ＋；
（Ｈ３）　μ′（ｓ）＋μ（ｓ）＝－４ｅ

－２ｓ＋２ｅ－２ｓ≤０，ｓ∈

Ｒ＋

（Ｈ４）　存在常数 ｋ３＝１＞０，使得 ｆ′（ｖ）＝０≤
ｋ３，ｖ∈Ｒ；

（Ｈ５）　ｌｉｍｓｕｐｆ′（ｖ）｜ｖ｜→∞
＝ｌｉｍｓｕｐ０

｜ｖ｜→∞
＝０≤λ１，ｖ∈Ｒ；

根据传统的Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，取Ｈ１０（Ω）∩Ｈ
２（Ω）

中的一组基函数 ｓｉｎｎπｘ，ｎ＝１，２，…，＋{ }∞ ，令

ｕ（ｘ，ｔ）＝∑
∞

ｎ＝１
ωｎ（ｔ）ｓｉｎｎπｘ （１１）

将（１１）代入（１０）中，得

∑
∞

ｎ＝１
ω̈ｎ（ｔ）ｓｉｎｎπｘ＋３∑

∞

ｎ＝１
ωｎ（ｔ）（ｎπ）

２ｓｉｎｎπｘ＋

　ｒ∑
∞

ｎ＝１
ωｎ（ｔ）（ｎπ）

２ｓｉｎｎπｘ＋

　β∑
∞

ｎ＝１
ω̈ｎ（ｔ）（ｎπ）

２ｓｉｎｎπｘ＋

　２∫
∞

０
ｅ－２ｓ∑

∞

ｎ＝１
ωｎ（ｔ－ｓ）（ｎπ）

２ｓｉｎｎπｘ＝０．

（１２）
用（１２）与ｓｉｎｍπｘ在Ω上作Ｌ２（Ω）中内积，得

到系统离散化的方程组

（１＋βｍ２π２）̈ωｍ（ｔ）＋３（ｍπ）
２ωｍ（ｔ）＋

　ｒωｍ（ｔ）（ｍπ）
２＋２∫

∞

０
ｅ－２ｓωｍ（ｔ－ｓ）（ｍπ）

２ｄｓ＝０，

（１３）
其中ｍ＝１，２，…．

基于时滞惯性流形思想，降低系统维数，减少

计算时间．截取方程组（１３）的前２Ｎ阶模态，设前
Ｎ阶模态为低阶的模态，后 Ｎ阶模态为高阶模态，

将时间区间［０，Ｔ］分为 ｔ０，ｔ１，ｔ２，…，ｔｉ，…，步长为

ｋ，ωｊ（ｔｉ）对应于ｔｉ时刻ｊ阶模态的值．

ｔｉ时刻前Ｎ阶模态可表示为：

（１＋βｍ２π２）̈ωｍ（ｔ）＋（μｍ
２π２＋ｂ）ωｍ（ｔｉ）＋

　αｍ２π２ωｍ（ｔｉ）＋２∫
１

０ (ｓｉｎ∑
２Ｎ

ｎ＝１
ωｎ（ｔｉ）ｓｉｎｎπ )ｘ·

　ｓｉｎｍπｘｄｘ＝Ａ
　ｍ＝１，２，…，Ｎ （１４）
对于ｔｉ时刻后 Ｎ阶模态，根据时滞惯性流形

的思想，ωｊ（ｔｉ）取后退欧拉法，̈ωｊ（ｔｉ）取中点差分格
式：

ωｊ（ｔｉ）＝
ωｍ（ｔｉ）－ωｍ（ｔｉ－１）

ｋ （１５）

ω̈ｊ（ｔｉ）＝
ωｍ（ｔｉ）－２ωｍ（ｔｉ－１）＋ωｍ（ｔｉ－２）

ｋ２
（１６）

得到ｔｉ时刻后Ｎ阶模态为：

（１＋βｍ２π２）
ωｍ（ｔｉ）－２ωｍ（ｔｉ－１）＋ωｍ（ｔｉ－２）

ｋ２
＋

　（μｍ２π２＋ｂ）
ωｍ（ｔｉ）－ωｍ（ｔｉ－１）

ｋ ＋αｍ２π２ωｍ（ｔｉ）＋

　２∫
１

０
ｓｉｎ（∑

２Ｎ

ｎ＝１
ωｎ（ｔｉ）ｓｉｎｎπｘ）·ｓｉｎｍπｘｄｘ＝Ａ

　ｍ＝Ｎ＋１，Ｎ＋２，…，２Ｎ （１７）
具体的ＩＭＤ算法为：

ｔｉ时刻，前 Ｎ阶模态表示为（ｉ＝０，１，２，…，ｓ；
ｍ＝１，２，…，Ｎ）：

ｙｍ（ｔｉ）＝ωｍ（ｔｉ）

（１＋βｍ２π２）ｙｍ（ｔｉ）＋３ｍ
２π２ωｍ（ｔｉ）＋

　ｒｍ２π２ｙｍ（ｔｉ）＋２ｍ
２π２∫

∞

０
ｅ－２ｓωｍ（ｔｉ－ｓ）ｄｓ＝









 ０

（１８）

后Ｎ阶模态中，ｔ０，ｔ１时刻表示为（ｉ＝０，１，ｍ＝
Ｎ＋１，Ｎ＋２，…，２Ｎ）：

ｙｍ（ｔｉ）＝ωｍ（ｔｉ）

（１＋βｍ２π２）ｙｍ（ｔｉ）＋３ｍ
２π２ωｍ（ｔｉ）＋

　ｒｍ２π２ｙｍ（ｔｉ）＋２ｍ
２π２∫

∞

０
ｅ－２ｓωｍ（ｔｉ－ｓ）ｄｓ＝









 ０

（１９）

后Ｎ阶模态中，ｔｉ时刻表示为（ｉ＝２，…，ｓ；
ｍ＝Ｎ＋１，Ｎ＋２，…，２Ｎ）：

４３３
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ｙｍ（ｔｉ）＝ωｍ（ｔｉ）＝
ωｍ（ｔｉ）－ωｍ（ｔｉ－１）

ｋ ，

（１＋βｍ２π２）
ωｍ（ｔｉ）－２ωｍ（ｔｉ－１）＋ωｍ（ｔｉ－２）

ｋ２
＋

　ｒｍ２π２
ωｍ（ｔｉ）－ωｍ（ｔｉ－１）

ｋ ＋３ｍ２π２ωｍ（ｔｉ）＋

　２ｍ２π２∫
∞

０
ｅ－２ｓωｍ（ｔｉ－ｓ）ｄｓ＝















 ０

（２０）
ＩＭＤ算法通过构造了含有时滞的高、低阶模态

的相互关系，使得在数值模拟过程中无需通过复杂

数值积分，即可直接获得高阶位移分量．

３　数值分析

下面利用上面所得到的时滞惯性流形算法对

系统（５）～（７）进行数值模拟及分析，其中所有的
图都是描绘弹性杆的中心位置．

在相同参数下，分别取前４０阶模态、６００阶模
态、１０００阶模态和２０００阶模态，得到图１、图２、图
３和图４．分析这四个图，看到在相同初始速度下，
系统最终状态是一样的．也就是说，利用本节的算
法，取前４０阶模态，就可准确描述系统（５）～（７）
解的最终状态．

图１　取Ｎ＝２０，β＝０．０１，γ＝２．０，初始速度为－１２ｍ／ｓ得到的

位移时间历程图

Ｆｉｇ．１　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｈｅｎＮ＝２０，β＝０．０１，γ＝２．０

图２　取Ｎ＝３００，β＝０．０１，γ＝２．０，初始速度为－１２ｍ／ｓ得到的

位移时间历程图

Ｆｉｇ．２　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｈｅｎＮ＝３００，β＝０．０１，γ＝２．０

图３　取Ｎ＝５００，β＝０．０１，γ＝２．０，初始速度为－１２ｍ／ｓ得到的

位移时间历程图

Ｆｉｇ．３　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｈｅｎＮ＝５００，β＝０．０１，γ＝２．０

图４　取Ｎ＝１０００，β＝０．０１，γ＝２．０，初始速度为－１２ｍ／ｓ得到的

位移时间历程图

Ｆｉｇ．４　ＴｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙｏｆｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｗｈｅｎＮ＝１０００，β＝０．０１，γ＝２．０

通过数值分析，在本章例子中，相比传统的

Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法，ＩＭＤ算法同样可用较少模态来描述
系统的最终状态．除此之外，从算法上可以看到，简
化了程序，大幅缩减了计算量，节约了时间，进一步

降低了求解规模对计算机的要求，有一定的优越

性．
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