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非线性减震器的多脉冲轨道和同宿树研究

周莎１，２　张伟１，２　于天俊１，２

（１．北京工业大学机械工程与应用电子技术学院，北京　１００１２４）

（２．机械结构非线性振动与强度北京市重点实验室，北京　１００１２４）

摘要　针对一类非线性减震器，应用能量相位法研究了减震器系统在１∶０内共振，第一阶主共振情形下系统

的多脉冲轨道和同宿树．首先，将系统的无量纲动力学控制方程转化为近可积哈密顿系统的标准形式．其

次，研究了该系统的未扰动力学行为和扰动动力学行为，分析了耗散因子及相位漂移角对多脉冲轨道脉冲

数和层半径的影响，揭示了这类非线性减震器能量从高频模态向低频模态转移的动力学机理．

关键词　非线性减震器，　能量相位法，　多脉冲轨道，　同宿树，　能量转移

ＤＯＩ：　１０．６０５２／１６７２６５５３２０１６１６

引言

航天器的发射阶段虽然只有短短的几十分钟，

却承受着在整个寿命周期内最为严酷的动力学环

境．有效载荷受到的环境载荷包含几十赫兹，几百
到上千赫兹的低、中、高频的振动与冲击．近年来，
由卫星活动部件引起的微振动对敏感载荷性能的

影响也引起了国内外学者的关注．微振动的主要
特点是幅值小、频带宽、控制难［１］．于是，航天器
隔振与减震技术应运而生．通过研究航天器减震／
隔振和阻尼技术对航天器动力学特性的影响，以

改善航天器的振动环境和航天器及部件动力学特

性［２］．
能量相位法［３－７］最早由 Ｈａｌｌｅｒ提出，是一种

分析高维非线性系统多脉冲混沌运动的全局摄动

方法．Ｙａｏ［８］利用能量相位法研究了非线性非平面
运动悬臂梁的多脉冲混沌动力学，Ｙｕ［９］利用能量
相位法研究了两自由度旋转圆盘的多脉冲同宿轨

道和同宿分岔树．Ｌｉ［１０］应用随机 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ理论确
定了移动载荷弹性梁系统在均方意义下发生异宿

分岔以及混沌的边界条件．
本文应用能量相位法研究了非线性减震器系

统在１∶０内共振，第一阶主共振情形下系统的多脉
冲轨道和同宿树．

１　非线性减震器模型

两个自由度非线性减震器模型如图１．非线性
减震器由质量为ｍ、惯性矩为Λ的刚体，连着两个
相同的弹簧阻尼系统组成．假设阻尼系统的线性
粘弹性阻尼系数为β，弹簧是非线性的且弹性势能
为

Ｖ（ｘ）＝１２ｋｘ
２＋１４δｘ

４＋Ｏ（ｘ５） （１）

图１　非线性减震器模型

Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｍｏｄｅｌｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｖｉｂｒａｔｉｏｎａｂｓｏｒｂｅｒ

假设系统受到垂直方向的激励 ａ（ｔ）＝Ａｓｉｎνｔ，ｌ表
示对称垂直轴到每一个弹簧阻尼系统接触点的距

离，ｑ１和ｑ２分别表示垂直方向上相对位移和相对
仰角．非线性减震器的无量纲控制方程为



第４期 周莎等：非线性减震器的多脉冲轨道和同宿树研究

ｑ̈１＋２ｓω０ｑ１＋ω
２
０ｑ１＋γ（ｑ

３
１＋３ｌ

２ｑ１ｑ
２
２）＝－ａ̈（ｔ）

（２ａ）
ｒ２ｑ̈２＋２ｓω０ｑ２＋ω
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其中ω２０＝２ｋ／ｍ，ｓω０＝β／ｍ，ｒ
２＝Λ／（ｍｌ２），γ＝２δ／ｍ．

为了应用能量相位法，需将方程（２）转化为近
可积哈密顿系统的标准形式．本文考虑惯性矩 Λ
足够大，使得两阶模态的固有频率之比接近１∶０，
即（ω０／ｒ）

２＝０＋εσ，其中 σ为调谐参数；外共振
满足 ν＝ω０（１－ελ）．应用规范形理论可将方程
（２）转化为如下近可积哈密顿系统的形式

ｘ＝ｙ－１２εμ１ｘ （３ａ）

ｙ＝－σｘ－α１ｘ
３－α２ｘＩ－

１
２εμ１ｙ （３ｂ）

Ｉ＝－εμ２Ｉ－ε ２槡ＩＦｓｉｎθ （３ｃ）

θ＝（１＋λ）ω０＋α３Ｉ＋
ｒ２ｌ２
２α２ｘ

２－ε Ｆ
２槡Ｉ
ｃｏｓθ

（３ｄ）
其中哈密顿函数

Ｈ０（ｘ，ｙ，Ｉ）＝
ｙ２
２＋

σ
２ｘ

２＋
α１
４ｘ

４＋
α２
２ｘ

２Ｉ＋

　（１＋λ）ω０Ｉ＋
α３
２Ｉ

２ （４ａ）

Ｈ１（ｘ，ｙ，Ｉ，θ）＝－ ２槡ＩＦｃｏｓθ （４ｂ）
耗散项

ｇｘ＝－１２μ１ｘ，ｇ
ｙ２＝－１２μ１ｙ，ｇ

Ｉ＝－μ２Ｉ，

ｇθ＝０ （４ｃ）

２　能量相位法

２．１　未扰动系统动力学

ε＝０时对应非线性减震器的未受扰系统．因
为Ｉ＝０，Ｉ＝Ｉ０是个常数，因此未扰动系统的前两
维与后两维解耦，可分别对变量（ｘ，ｙ）和（Ｉ，θ）进
行研究．

对于（ｘ，ｙ）平面，当σ＋α２Ｉ＜０时，（ｘ，ｙ）平面有

三 个 不 动 点： Ｅ０ ＝ （０，０）， Ｅ±１ ＝

± （－σ－α２Ｉ）／α槡 １，( )０．通过计算对应不动点的特
征值可知Ｅ０是鞍点，Ｅ

±
１ 是中心．

令ｋ＝－σ－α２Ｉ，由未扰动哈密顿函数 Ｈ０（ｘ，
ｙ）＝Ｈ０（０，０）可求得过鞍点Ｅ０的同宿轨道为

ｘ（ｔ）＝± ２ｋ
α槡１
ｓｅｃｈ槡( )ｋｔ （５ａ）

ｙ（ｔ）＝槡２ｋ
α槡 １

ｔａｎｈ槡( )ｋｔｓｅｃｈ槡( )ｋｔ （５ｂ）

此时，未扰动系统存在二维法向双曲不变流形

Ｍ０＝ ｘ，ｙ，Ｉ，( )θ （ｘ，ｙ）＝（０，０），Ｉ＞０，θ∈Ｔ{ }１

（６）
事实上，流形Ｍ０上包含的是系统（２）的第一

阶，即高频模态的运动．
限制在不变流形Ｍ０上的动力学方程为
Ｉ＝０ （７ａ）
θ＝（１＋λ）ω０＋α３Ｉ （７ｂ）

当（１＋λ）ω０＋α３Ｉ＝０，即 Ｉ＝Ｉｒ＝－（１＋λ）ω０／α３
时，（Ｉ，θ）平面在不变流形 Ｍ０上是不动点圆．连
接不动点圆上任意两点的异宿轨道的相位差

Δθ＝θ（＋!，Ｉｒ）－θ（－!，Ｉｒ）＝
２ｒ２ｌ２α２
α１ 槡

ｋ （８）

经计算可知，不动点圆上的线性化系统的特

征值为０，０，± －σ－α２Ｉ槡 ｒ；其中一对零特征值对

应平面Ｍ０的方向，另一对特征值对应垂直于面
Ｍ０的方向．由上述分析可知，σ＋α２Ｉ＜０．故不动
点圆上的不动点均是不稳定的．当平面Ｍ０上高频
模态运动至不动点的不稳定流形时，将会诱发低

频模态的运动．故当低频模态满足非线性刚度 α１
＞０以及σ＋α２Ｉ＜０时，系统能量从高频模态向低
频模态转移．
２．２　扰动系统动力学

根据法向双曲不变流形在小扰动下不变流形

的保持性，对于充分小的 ε＞０，法向双曲不变流
形扰动为

Ｍε {＝ ｘ，ｙ，Ｉ，( )θ （ｘ，ｙ）＝（０，０）＋Ｏ（ε），

　Ｉ＞０，θ∈Ｔ}１ （９）

为了研究共振区的动力学行为，引入如下变换

Ｉ＝Ｉｒ＋槡εｈ，τ＝槡εｔ （１０）
限制在流形Ｍε上的动力学方程为

ｈ′＝－μ２Ｉｒ－ ２Ｉ槡 ｒＦｓｉｎθ－槡εｈ（μ２＋
Ｆ
２Ｉ槡 ｒ

ｓｉｎθ）

（１１ａ）

θ′＝α３ｈ－槡ε
Ｆ
２Ｉ槡 ｒ

ｃｏｓθ （１１ｂ）

ε＝０时方程（１１）对应的哈密顿函数为

ＨＤ（ｈ，θ）＝
α３
２ｈ

２＋μ２Ｉｒθ－ ２Ｉ槡 ｒＦｃｏｓθ

（１２）

９２３
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且存在不动点

Ｐ０＝ ０，θ( )ｓ ＝ ０，π＋ａｒｃｓｉｎ
２Ｉ槡 ｒμ２
２( )Ｆ

（１３ａ）

Ｑ０＝ ０，θ( )ｃ ＝ ０，２π－ａｒｃｓｉｎ
２Ｉ槡 ｒμ２
２( )Ｆ

（１３ｂ）

耗散扰动下鞍点 Ｐ０扰动后仍为鞍点 Ｐε，中心 Ｑ０
扰动后为稳定的焦点Ｑε．

能量差分函数

ΔｎＨＤ（θ，φ０）＝－ ２Ｉ槡 ｒＦ［ｃｏｓ（θ＋ｎΔθ）－
　ｃｏｓθ］＋ｎμ２Ｍ （１４）

其中

Ｍ＝２ＩｒΔθ＋４槡ｋｋ／（３α１ｒ
２）．

引入耗散因子ｄ＝μ２／Ｆ，能量差分函数在区间

θ∈［０，２π］上存在横截零点

θｎ－，１＝２π－
ｎΔθ
２ ＋α[ ]０ ｍｏｄ２π （１５ａ）

θｎ－，２＝２π－ π＋
ｎΔθ
２ －α[ ]０ ｍｏｄ２π （１５ｂ）

其中α０＝ａｒｃｓｉｎ［－ｎμ２Ｍ／（２ ２Ｉ槡 ｒＦｓｉｎ（ｎΔθ／２））］．
定义能量序列

ｈ０＝ＨＤ（０，θｓ），

ｈｎ＝ｍａｘ［ＨＤ（０，θ
ｎ
－，１），ＨＤ（０，θ

ｎ
－，２）］．

集序列

Ａ０＝φ，
Ａｎ＝｛（ｈ，θ）｜ＨＤ（ｈ，θ）＜ｈｎ｝，ｎ≥１．

脉冲序列

Ｎ１＝１，
Ｎｋ＝ｍｉｎ｛ｎ∈Ｚ｜ｎ＞Ｎｋ－１，ｈｎ＞ｈＮｋ－１｝，ｋ≥２．

层序列

ＬＮｋ＝Ｉｎｔ（ＡＮｋ＼ＡＮｋ－１）．
层半径序列

ｒＮｋ＝ｍｉｎ（｜θｃ－θ
Ｎｋ
－，１｜，｜θｃ－θ

Ｎｋ
－，２｜）．

则对任意的周期轨道γＬＮｋ，其脉冲数Ｎ（γ）＝Ｎｋ．
图２给出了哈密顿扰动（无阻尼）下，系统的

脉冲数Ｎｋ与层半径ｒＮｋ在区间Δθ∈［０，２π］上的分
布情形．图２（ａ）是哈密顿扰动下脉冲数的分布情
形，在每个Ｎ值处的水平线表明这个水平线所在
的Δθ区间上，总存在着无穷个 Ｎ脉冲轨道．图２
（ｂ）是层半径的同宿树，即层半径随着分岔参数

Δθ的变化而变化的情形，该图是无穷的二叉树，
也称之为“同宿树”；同宿树的结点对应层序列的

分岔．

图２　哈密顿扰动下脉冲数和层半径的分布情形

（ａ）脉冲数的分布情形 （ｂ）层半径的同宿树

Ｆｉｇ．２　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｕｌｓｅｎｕｍｂｅｒａｎｄｌａｙｅｒｒａｄｉｉｕｎｄｅｒ

Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎ

（ａ）Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｕｌｓｅｎｕｍｂｅ（ｂ）Ｈｏｍｏｃｌｉｎｉｃｔｒｅｅｏｆｌａｙｅｒｒａｄｉｉ

图３给出了脉冲数 Ｎｋ与层半径 ｒＮｋ分别在耗
散因子 ｄ＝０．０００１、ｄ＝０．０１、ｄ＝０．５时的分布情
形．随着耗散因子的不断增大，最大脉冲数逐渐减
小，同宿树逐渐破裂．

图３　脉冲图和层半径在不同耗散因子下的分布情形

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｕｌｓｅｎｕｍｂｅｒａｎｄｌａｙｅｒｒａｄｉｉｉｎ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｆａｃｔｏｒ

４　小结

本文采用能量相位法研究了非线性减震器在

１∶０内共振，第一阶主共振情形下系统的多脉冲轨
道和同宿树．通过引入能量序列、脉冲序列，分析
了相位漂移角及耗散因子对多脉冲轨道脉冲数和

层半径的影响．在哈密顿扰动下，同宿于慢流形的

０３３
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同宿轨总是存在．在耗散扰动下，随着耗散因子的
不断增大，多脉冲轨道的脉冲数逐渐减小，同宿树

逐渐破裂，揭示了能量从高频模态向低频模态转

移的动力学机理．
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